Campos Eléctrico y Magnético de una Carga
Puntual en Movimiento Usando
Transformaciones de Lorentz

Vamos a derivar el campo eléctrico E y el campo magnético B de una carga
puntual ¢ que se mueve a velocidad constante v en el eje x. Calcularemos
los campos en el sistema de referencia en el que la carga esta en reposo y luego
usaremos las transformaciones de Lorentz para obtener los campos en el sistema
del observador (donde la carga estd en movimiento).

Campos en el Sistema en Reposo de la Carga

En el sistema (primado) donde la carga estd en reposo, el campo eléctrico es
puramente radial y se obtiene mediante la ley de Coulomb:
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donde R’ es la distancia al punto de observacién en el sistema de la carga.
En este sistema de referencia (que estd fijo a la carga), no existe campo

magnético (B’ = 0).

B = (1)

Transformaciones de Lorentz de los Campos

Cuando pasamos al sistema de referencia del observador (donde la carga se
mueve a velocidad v), los campos se transforman de acuerdo a las siguientes
reglas de Lorentz (notar que son las transformaciones inversas con respecto a lo
que vimos en la clase anterior):

e Transformacién del Campo Eléctrico:

E| =E| (2)
E; =~(E| +v xB')=1E/ (3)



e Transformacién del Campo Magnético:
B =B| =0 (4)
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donde:

e || v L se refieren a las componentes paralela y perpendicular a la direccién
de movimiento de la carga.
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oy = i con 8 =wv/ec.
Campo Eléctrico en el Sistema en Movimiento
En el sistema en movimiento, el campo eléctrico E tiene dos componentes:

e Componente Paralela:

R’ cosb
B =B =¢—p5 (6)
e Componente Perpendicular:
R'siné
Bl =B =v0—75— (7)

Al combinarlas, obtenemos el campo eléctrico total en el sistema del obser-
vador:

(1-B*) (R — BRV)

E = (8)
[R2(1 — B2 sin®0)]*/*
donde:
o 6 = %a
e R es el vector de posicion desde la carga hasta el punto donde se calcula
el campo,

e R =|R| es la distancia desde la carga,

e c es la velocidad de la luz.

Campo Magnético en el Sistema en Movimiento
Usando la transformacion para el campo magnético:
v xE

2
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Sustituyendo E’ del sistema en reposo, obtenemos:

B=—v

1

B=5vxE (10)



Ejemplo sencillo

Calculemos E y B para una carga ¢ moviéndose a 0.8c a lo largo del eje z, en
un punto de observacién en el plano perpendicular al movimiento.

Valores Numeéricos

Para una carga ¢ en el sistema de referencia del observador:
1. **Factor de Lorentz**: El factor de Lorentz estd dado por
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2. **Campo Eléctrico en el Plano Perpendicular**: el campo eléctrico E en
el plano perpendicular al movimiento se obtiene como

g4 1-p°
- R2(1-— pB2sin?9)3/2°

~ 1.667.

’y:

Para un punto de observacién en el plano perpendicular (donde 6 = 90°), esto
se simplifica a
g 1-p° q

T R2 (1— 52)3/2 - szz'

Sustituyendo el valor de « calculado, tenemos

R? (1.667)2  R2-2.778°

3. **Campo Magnético en la Direccién z**: el campo magnético B se

relaciona con el campo eléctrico mediante

Dado que v y E son perpendiculares, y usando v = 0.8¢, obtenemos que la
magnitud del campo magnético en el plano perpendicular es

_ 08¢
e

B E,2 = 0.8E,2.

Conclusién

El campo eléctrico y el campo magnético de una carga ¢ moviéndose a velocidad
constante v = 0.8¢ se obtienen de la siguiente manera:

e El campo eléctrico en el plano perpendicular al movimiento es

q

E=—1__
R?-2.778



e El campo magnético asociado, apuntando en la direccién z, es

B = 0.8E,3.

Estas expresiones muestran que el campo eléctrico se concentra en el plano
perpendicular al movimiento debido a la contracciéon relativista, mientras que
el campo magnético es proporcional al campo eléctrico y apunta perpendicular-
mente al plano de movimiento.

Descripcion del Campo Eléctrico de una Carga
en Movimiento

Para una carga puntual ¢ moviéndose a velocidad constante v a lo largo del eje
x, el campo eléctrico E presenta una forma caracteristica debido a los efectos
relativistas. La expresion para el campo eléctrico en el sistema del observador
es:

(1-B*) (R — BRV)

E =
Y[R (1= psin? o)

(11)

donde:
e 3= 7, con ¢ siendo la velocidad de la luz.

e O es el angulo entre el vector de posiciéon R y la direccién de movimiento
de la carga v.

En cartesianas

Podemos re-escribir las componentes del campo E en coordenadas cartesianas:

B - v(x — i)
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Y
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THa— ) + 2+ 22
El campo de una carga puntual es reposo es radial, uniforme y cae como
1/R? (en el sistema S’):

E, Yy " B, z ’

E, x—vut E, x—vt @ Y
FE, z



o sea, el campo es radial pero centrado en el punto donde esta la carga a tiempo
t (x=vt).

Pero no vale lo mismo en cualquier direccion a una misma distancia de la
carga.

Supongamos z = 0 y en el sistema moévil x = vt podemos pasar a coorde-
nadas polares donde r = (z — vt)? + y2, entonces las componentes del campo
son:

g4 ~ cos 6
* 7 12 42 cos2 0 + sin? 0]3/2
y
B, = q ~ sin 0

72 [42 cos? 0 + sin® 0]3/2
Si ahora evaluamos las componentes del campo eléctrico cuasi-paralelas a la

direccion de la velocidad, es decir 6 =~ € con € — 0, obtenemos

q i

By = 2 [y2 + 232

- 4__ 7
By = 2 [y2 4 2]3/2

Por lo tanto, el valor absoluto del campo es

2
B— JErmo 0 Vite
I x VT2 [2 4 €2]3/2

Si hacemos el mismo célculo, pero para la direccion ortogonal, es decir § =
/2 — €, obtenemos:

¢ e
Bo=21__ 0
r2 [y2e2 + 1)3/2
y
B=L__ 7

r2 [y2e2 + 1]3/2

y, por lo tanto, podemos evaluar:

£/ 2
Bo— im0 Vit
x Yy 7"2 [')/262 + 1]3/2

Si ahora hacemos el cociente £ /E, , tenemos:

E| ~v2e? +1 3/2 1\%?
_ = | ~ | — < 1.
E, {72 + €2 } <W2>

Por lo tanto, hemos demostrado que el campo en la direccién paralela a la
velocidad es menos intenso que en la direccién perpendicular.



Caracteristicas de las Lineas de Campo

Las lineas de campo eléctrico presentan las siguientes caracteristicas:

e En la direccién transversal al movimiento (perpendicular al eje z), las
lineas de campo se concentran debido al factor de Lorentz v, lo que indica
que el campo es mas intenso en esta direccién.

e En la direccién longitudinal al movimiento (paralela al eje x), las lineas de
campo se separan, indicando una menor densidad y un campo mas débil.

e La distribucién de las lineas de campo muestra que el campo eléctrico
es mas fuerte en la regién perpendicular al movimiento de la carga y se
atenta en la direccién del movimiento.

Grafico de las Lineas de Campo Eléctrico

A continuacién se muestra una representacién de las lineas de campo eléctrico
de una carga en movimiento a lo largo del eje x usando Mathematica. El gréafico
ilustra la concentracién de las lineas en la direccion transversal al movimiento
y su expansién en la direccién del movimiento. Esto depende mucho del valor
de la velocidad v, que entra en el factor ~.

Figure 1: Este es el caso de una velocidad en la direcciéon &, que tiene un valor
v/c=0.01.



Figure 2: Este es el caso de una velocidad en la direcciéon &, que tiene un valor
v/c=0.5.

Interpretaciéon

El grafico muestra cémo el campo eléctrico E de una carga en movimiento se
deforma debido al efecto relativista:

e La mayor densidad de lineas de campo en la direcciéon perpendicular al
movimiento indica un campo eléctrico més fuerte en esta direccion.

e La menor densidad en la direccién de movimiento sugiere un campo mas
débil en esa direccién.

e Este patrén se interpreta como una contraccion de las lineas de campo en
la direccién perpendicular, un efecto que es caracteristico de la relatividad.

Una pregunta que naturalmente surge es: este resultado de las lineas de
campo, no contradice la ley de transformacién del campo eléctrico E| = Ei‘?.

La respuesta es que no. Porque nos estariamos olvidando de las contracciones
de longitudes. Quiero decir, debe cumplirse que en cualquier punto p(vt, ﬁ),
E|(p) = Ei‘ (p). O sea, deben compararse los mismos puntos del espacio.

Para un punto fijo x¢ el campo ”estético” es

!
Lo

E(z0) = q (12)

E
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como z(, = v(xg — vt), entonces xg = x(/y + vt, y por lo tanto, el campo
”dindmico es
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