Fisica Tédrica 2

Primer cuatrimestre de 2013
Guia 1. Estados cuanticos, operadores, espectros discretagipgos

1. (a) Pruebe las siguientes identidades

0 = [A,[B,C]]+[B,[C,A]l + [C,[A, B]] (identidad de Jacobi)
[A,B+C] = [A,B]+][A,C]
[A,BC] = [A,B|C+ B[A,C]
[AB,CD] = —AC{D,B}+ A{C,B}YD —C{D,A}B+{C,A}DB ,

donde{A, B} = AB + BA es el anticonmutador.

(b) Suponga quel y B son tales que conmutan con su conmutddorB]. Verifique entonces
que[A, B"] = nB""1[A, B].
(c) Dado un operadad, se define formalmente la exponencialAleomo

Compruebe que sl y B estan en las condiciones del punto anterior, entonces

cApB — A+BHAB)/2

iNote queeeB £ eA+BI

2. Enun espacio vectorial de dimension 2 considere los dpegao,, 0,/, 0, que en la base ortonor-
mal{|+),|—)} con

se representan mediante las matrices

(01 (0 i (1 0
“=\10) 7 \i o) 7 o 1)

Estas tres matrices se conocen camadrices de Pauli

(&) ¢Son hermiticas estas matrices? Halle sus autovglangevectores en esta base.
(b) Verifique que se satisfacen las siguientes propiedades

det(o) = -1
Tr(og) = 0
o} =1
ojor = i€jpop+ 10,

donde! representa a la matriz identiddd= 1,2, 3 (= x, v, 2), €% €S la densidad tensorial
de Levi-Civita, yJ;; es la delta de Kronecker.



. Suponga una matriz ¢ex 2 X que se escribe en la forma
X=ay+o0-a
dondeag y a1,2,3 SOn nUMeros, ¥ = (0,,0,,0;).

(@) ¢Como se relacionan lag (k = 0,1,2,3) conTr(X) y Tr (0, X)?

(b) Obtengaug y ai en término de los elementos de matkiz;. Muestre que cualquier matriz
hermitica d& x 2 X se puede escribir en esta forma.

. Suponga qué|1),|2),|3)} y {|a),|5),|7)} son dos bases ortogonales.

(a) Considergu) = |a) —i|B) Y |v) =i|a) + |5). ¢Cuanto valgu|v)? ¢ Son ortogonales?
(b) Sedk) = >3, ax; i), conk = a, 8,v. ¢ Cuanto valer2|3) y (a|3)?
(c) Escribdu) y |v) enlabas€|1),|2),|3)} y calcule nuevament@:|v).

. Usando las reglas del algebra de bra-ket, pruebe oeel@isiguientes items:

(@ Tr(XY)=Tr(YX)yTr(XYZ) = Tr(ZXY), dondeX,Y y Z son operadores.

(b) (XY)I =YTXT,

(c) Calculeexplif(A)] en forma de ket-bra, dondées un operador hermitico cuyos autovalores
son conocidos.

(a) Considere dos kets) y |3). Suponga quéd’|a), (a"|a),... y (d/|B),(d"|8),... son
todos conocidos, donde’) , [a”) , ... forman un conjunto completo de kets base. Encuentre
la representacion matricial del operadeyf (/3| en esta base.

(b) Considere ahora un sistema de edpiy seanja) y |3) iguales ds, = h/2) Y |s, = h/2)
respectivamente. Escriba explicitamente la matriz culzdopue corresponde|a) (5| en la
base usuals, diagonal).

. Suponga qué) y |j) son autoestados de algin operador hermiticg Bajo qué condiciones se
puede concluir qué) + |j) también es autoestado d@ Justifique.

. Considere un espacio de kets generado por los autfkét$ de un operador hermiticd. No
hay degeneracion.

(&) Pruebe que

es el operador nulo.
(b) ¢Cual es el significado del operador

a//?/:a/

(c) llustre los dos puntos anteriores usante- S, de un sistema de esplir2.

9. Usando la ortonormalidad dle) y |—), pruebe que

[Si, S;] = ie€ijhSk {Si, S;} = (h*/2)5;;



10.

11.

12.

13.

donde

S = IR+ )
Sy = T -]+ ) ]
S. = I (H = 1)1

Construyas - n; +) tal que
S-h |S-ﬁ;+>:g IS - fi;+)

donden esta caracterizado por los angulos que se muestran eruta.figxprese su respuesta
como una combinacion lineal de) y |—).

z

o

B
£

[Nota: la respuesta es

cos(B8/2) |+) + sin(B/2)e |-) .

En lugar de verificar que esta respuesta satisface la ecudeiautovalores de arriba, considere al
problema como un problema de autovalores.]

El hamiltoniano de un sistema de dos niveles es
H=a([1) (1] —12) 2] +[1) (2] +2) (1])

dondea es un nimero con dimensiones de energia. Encuentre logabares de energia y los
correspondientes autoestados como una combinacion dieeb y |2).

Un sistema de dos niveles esta caracterizado por eltbaiano
H = Hy [1) (1] + Ha2 [2) (2| + Hi2 (|1) (2] + [2) (1)

dondeH11, Hyy, Hi2 SON NUMeros reales con dimensiones de enerfiiay|2) son autoestados
de algln observable(distinto d€). Encuentre los autoestados de energia y los correspueslie
autovalores. Asegurese de que su respuesta tenga senétlcesnH, = 0 (no necesita resolver
el problema desde cero; use el resultado del ejercicio 10).

Un sistema de espin'2 esta en un autoestado 8e n con autovalori /2, donden es un vector
unitario en el plana:z que forma un angule con el eje positive:.
(a) Suponga que se midg. ¢ Cual es la probabilidad de obtehgP?

(b) EvalUe la dispersion dé,, es decir((S, — (S.))?). Verifique el resultado para los casos
~v=0,7/2,.



14. Un haz de atomos de espif2 es sometido a una serie de mediciones del tipo Stern-Gegtaltzh
siguiente manera:
(a) La primera medicion acepta atomos eonr= %/2 y rechaza atomos cony = —h/2.

(b) La segunda medicion acepta atomos gpn= h/2 y rechaza cos,, = —h/2, dondes,, es
el autovalor del operad@ - n conn en el planarz y formando un angul@ con el ejez.

(c) Unatercera medicion acepta= —h/2y rechazas, = h/2.
¢Cual es la intensidad del haz fisal= —7/2 si el hazs, = h/2 que pasa la primer medicion

esta normalizado a uno? Como se debe orientar el segundat@parmedicion para maximizar
la intensidad del haz final, = —7/2?

15. Un cierto observable en mecéanica cuantica tiene umageptacion matricial d&x 3 como sigue

1

V2

S = O

1
0
1

o = O

(&) Encuentre los autovectores normalizados de este alidery los correspondientes autova-
lores. ¢ Hay degeneracion?

(b) De un ejemplo fisico donde todo esto sea relevante.

J— cosf sind
~\ —sinf cosf
(@) Pruebe quéd es unitaria y halle/ .

(b) Aplique la transformaciorB = JAJ~! a una matriz simétrica y verifique que: (i) B es
simétrica, (ii)Tr(A) = Tr(B).
(c) Dada una matrizl simétrica, hall®d de modo queB resulte ser diagonal.

16. Dada la matriz

17. Seand y B dos observables. Suponga que los autokets simultanedsydB {|a’,b")} forman
un conjunto ortonormal completo de kets base. ¢ Se puedpre@oncluir queA, B] = 0? Sisu
respuesta es si, pruébela. Si es no, de un contraejemplo.

18. Considere un espacio de kets tridimensional. Si un dadjpigto de kets ortonormales, digamos
11),]2),]3), se usan como kets base, los operaddrgsB estan representados por

a 0 O b 0 0
A= 0 —a O B=1]10 0 —
0 0 —a 0 b 0

dondea y b son reales.

(a) Obviamented tiene un espectro degenerado. ¢ También lo tiere
(b) Muestre qued y B conmutan.

(c) Encuentre un nuevo conjunto de kets ortonormales queadakets simultaneos dey B.
Especifique los autovalores dey B para cada uno de los tres autokets. ¢ La especificacion
de los autovalores caracteriza completamente a cada titoke



19. Considere un sistema fisico cuyo espacio de estadmslesarrollado en la baséu) , |v) , |w)}.
En esta base, los operadoiésy B estan dados por

1 0 0 100
H=|0 -1 0 B=|oo 1],
0 0 -1 010

mientras que los operadorésy S se definen segin
Llu) =[u) Llv) =0 Lfw)=—|w)
Slu) = |w)  Slo) =lv)  Slw) = |u)

(&) Muestre quéd y B conmutan. Construya una base de autovectores comunes a.ambo

(b) ¢Cuales de los conjunté#l },{B},{H, B},{H?, B} son CCOC?

(c) Escriba las matrices que representan a los operafipie’s S, y S? en labase|u) , |v) , |w)}.
¢ Son estos operadores observables?

20. Dos operadores hermiticos anticonmutan, es deci{qu&} = AB + BA = 0. ¢Es posible
tener un autoket comin déy B? Pruebe o ilustre su conclusion.

21. Dos observabled; y A,, que no involucran explicitamente el tiempo, no conmutain (4;] #
0), pero se sabe que ambos conmutan con el hamiltonjaho | = [As, H] = 0). Pruebe que
los autoestados de energia son, en general, degenerdtisexcepciones? Como un ejemplo,
puede pensar en el problema de fuerzas centfalesp®/2m + V (r), conA; — L,y Ay — L.

22. (a) La manera mas facil de derivar la desigualdad de &zhes la siguiente. Primero observe
que
((al + A" (B]) - (la) + A|B)) = 0
para cualquier nUumero complejo Luego, elija\ de tal forma que la desigualdad anterior
se reduzca a la desigualdad de Schwériy) (5]3) > | (a|B) |?.
(b) Para dos observablesy By un estado cualquiera, pruebe la relacion de incertezergken
izada )
2 2 2
((A4)?) ((AB)) = L (A B)I
dondeAA = A — (A4).
(c) Muestre que el signo igual en la relacion de incertezzegizada se obtiene cuando el
estado en cuestion satisface
AAla) = AAB |a)
donde) es un imaginario puro.
(d) Verifique que la funcion de onda de un paquete gaussitaua por

e ip)a (@ = ()
(a'|a) = (2md?) 1/4exp[ e

satisface la relacion de incerteza minima

h
2 2y —
V@) /(ap?) = 5 -
Muestre también que la condicibn
(z'|Az|a) = ¢ (2| Ap|a)

dondec es un nimero imaginario, efectivamente se cumple par@ giauete, en acuerdo
con (b).




23. (a) Calcule
((AS2)2) = (S2) — (S
donde el valor de expectacion es para el estdde. Usando su resultado, verifique la
relacion de incerteza generalizada,

((a47) ((aB)) > (14, B)

conA — S,y B — S,
(b) Verifique la relacion de incerteza cen— S, B — S, para el estad®,+.

24. Encuentre la combinacion lineal de) y |—) que maximiza el producto

((A8.)2) ((A8,)?) .

Verifique explicitamente que para la combinacion linesd gncontro, la relacion de incerteza para
Sz Yy Sy no se viola.

25. Evalue{(Az)?) ((Ap)?) para una particula confinada en un pozo unidimensional

v — 0 si0<z<a
"] co enotrocaso

Hagalo tanto para el estado base como para los estadoglescita

26. Algunos libros definen que un operador es real cuandc ted®e elementos de matr|A[b")
son reales en alguna representacifi’\} en este caso). ¢Es este concepto independiente de la
representacion, es decir, los elementos de matriz peceaneales aun cuando se use otra base?
Verifigue su respuesta usando operadores familiares €Qmcs,, oz y p,.

27. Construya la matriz de transformacion que conectada dandeS, es diagonal con la base en
qguesS, es diagonal. Muestre que su resultado es consistente cela¢sOn general

U= Z ‘b(r)> <a(1“)

28. (a) Suponga qug¢(A) es una funcion de un operador hermitidccon la propiedadd |a') =
a'la’). Evalle(db”|f(A)|b') suponiendo que se conoce la matriz de transformacion kentre

based’ y la basée)'.
(b) Usando el analogo continuo del resultado obtenido grevalle

(p"|F(r)lp")

Simplifique su expresion tanto como le sea posible. Noterque./z2 + y2 + 22, donde
x,y, z Son operadores.

29. (a) Sear y p, la coordenada y el momento lineal en una dimension. Ewallemrchete de
Poisson clasico
{z, F(pz)}clasico-

(b) Sean ahora y p,. los correspondientes operadores cuanticos. Evallenaeta@dor

Py

[.’L‘, eXp( h

y compare con (a) cuand®(p,.) = exp(ipya/h).

6



(c) Usando el resultado de (b), pruebe que

exp(%) |z") con z|z') =2’ |2")

es un autoestado del operadorg Cual es el correspondiente autovalor?
30. (a) Verifique que las igualdades

oG L OF
O lpi, F(x)] = —ih o

[zi, G(p)] = ih

pueden derivarse a partir de las relaciones de conmutagidiamentales, para cualquier par
de funcioned’ y G que puedan ser expresadas en serie de potencias de su @amgumen

(b) Evalle[2?, p*]. Compare su resultado con el corchete de Poisson cl@sico? }.|asico

31. El operador de traslacion para un desplazamiento iesfiaito esta dado por

T(1) = exp (‘ig ' 1)

dondep es el operador impulso.

(a) Evaluelz;, T (1)].

(b) Usando (a) (o de alguna otra forma), demuestre como el dal expectaciorix) cambia
frente a traslaciones.

32. (a) Pruebe lo siguiente
/ . 0 /
(p'|x|a)y = zh—p<p o)
/ gk /\ - 8 /
Blela) = [ s )ingvae)

dondev, (p') = (P'|la) y ¥p(p") = (p/|5) son las funciones de onda en el espacio de mo-
mentos.

(b) ¢Cual es el significado fisico dep(ix=/h), dondez es el operador posicion¥ es algin
namero con dimensiones de momento? Justifigue su respuesta



