Fisica Tédrica 2

Primer cuatrimestre de 2013
Guia 3: Oscilador armonico y potenciales

1. Usando el oscilador armoénico unidimensional como ejenilpstre la diferencia entre los esque-
mas de Heisenberg y Schrodinger. Discuta en particutaooévolucionan en el tiempo en ambos

esquemas:

(a) las variables dinamicasy p,
(b) el vector de estado mas general.

2. Considere un oscilador armonico en una dimension.

_ P _ _
a= /2 (x+mw),a|n> VAl -1y,

ot = /22 (- 2 ,alln) =vn+1n+1),
2h mw

evalle(m|z|n), (m[p|n), (m|{z, p}In), (m|z?n) y (m|p?|n)
(b) Compruebe que se cumple el teorema del virial para lasesbe expectacion de la energia
cinética y potencial tomados con respecto a un autoestwatnahergia.

(a) Usando

3. Utilizando los resultados del ejercicio anterior, mreegtie los autoestados del oscilador arménico
unidimensional satisfacen la siguiente relacion,

<(Aw)2> <(Ap)2> - <n + %)2 R

¢, Qué ocurre para = 0? ¢,Qué condicidon impone esto sobre la funcion de ondastiEde funda-
mental?

4. Usando que |0) = 0y af|0) = |1), obtenga las funciones de onda para el estado fundamental
(x]0), y el primer estado excitad@:|1), del oscilador arménico unidimensional.

5. (a) Usando
o]
(@) = ety 2 exp ()
pruebe que
0
lz|la) = ih— (p'|a) .
(/Jele) = i (Vo)

(b) Considere un oscilador arménico en una dimensiortigPao de la ecuacion de Schrodinger
para el vector de estado, deduzca la ecuacion de Scheidiaga la funcion de onda en el
espacio de momentos (tenga cuidado en distinguir bien ehdpep de su autovalor). ¢ Puede
dar las autofunciones de la energia en el espacio de mos?ento

6. Considere la funcion, conocida como funcion de cociéta definida como

donde(z(t)) es el operador de posicion en la representacion de HeiggrniBvalle explicitamente
la funcion de correlacion para el estado fundamental desaitador arménico en una dimension.



7.

10.

Considere nuevamente un oscilador arménico en una didrerSin trabajar con las funciones de
onda:

(@) Construya una combinacion lineal @y |1) que maximicez).

(b) Considere que el oscilador se encuentta=a0 en el estado hallado en el punto (a). ¢ Cual
es el vector de estado para> 0 en la representacion de Schrodinger ? EvalUe el valor
de expectacior{z) como funcion del tiempo para > 0 usando: (i) la representacion de
Schrodinger, v (i) la representacion de Heisenberg.

(© Evalue((Am)2> como funcion del tiempo en ambas representaciones.

Demuestre que para un oscilador armonico en una dioressiVerifica

(0]e™]0) = exp <—%2 (0 22| 0>>

dondex es el operador de posicion.

ezk:c

. Considere una particula sujeta a un potencial de oscianonico en una direccion. Suponga

que at = 0 el estado viene dado por

o) = e () 10,

dondep es el operador de momentodyes un nimero con dimensiones de longitud. Usando la
representacion de Heisenberg, evalle el valor de exgéntar) parat > 0. Muestre quéy) es
autoestado del operador de destruccigncalcule su autovalor. Interprete el resultado. ¢ Qué tipo

de estado describje)?

Se definen los estados coherentes de un oscilador @o@mnuna dimension como los autoestados
del operador de aniquilacian

alX) = AN,
donde es en general un nimero complejo (note s no hermitico).

(a) Demuestre que
a2 t
[A) = e P2t o)
es un estado coherente normalizado.
(b) Demuestre que estos estados verifican la relacion dienaincerteza.

(c) Pruebe que un estado coherente se puede obtener tarddémnte la aplicacion del operador
de traslaciorexp(—ipl/h) (siendop el operador de momentolyla distancia desplazada) al
estado fundamental.

11. Escriba la funcion de onda (en el espacio de coordenpdas el estado especificado en el pro-

blema 9 & = 0. Puede usar

I\ 2 1/2
(10) = a2 [_1 <_> ] donde <i> |
2 \ xg mw

Obtenga luego una expresion simple para la probabilidagudda particula se encuentre en el
estado fundamentalta= 0. ¢ Cambia esta probabilidad para 0 ?

12. Considere un autoestado del operador de destruacion

ala) = ale)

dondea € C.



(a) Calcule(H), (p)y (z) en un estad¢n) y muestre que satisfacen la misma relacion que las
variables clasica® = p?/2m + mw?2?/2 paraF > hw. ¢Qué condicion impone ésto para
los valores dev?

(b) Halle la evolucion temporal de) desarrollandolo en la bagén)} de autoestados d&.
Muestre que el estado continlla siendo autoestado delduperapero que el autovalas
varia en el tiempo. Dibuje en el plano complejo la evolaoaife o y muestre como varian
(H)y (p) en el tiempo.

(c) Deduzcay resuelva las ecuaciones de evolucion endesepmtacion de Heisemberg para los
operadores y af.

(d) Sise mide la energia del sistema, ¢ qué valores puddenesse y con qué probabilidades?

13. Considere una particula sometida a un potencial deraafo

2
V= { kx* /2 x>0
o0 z < 0.
() ¢Cual es la energia del estado fundamental?
(b) ¢Cual es el valor de expectaci(m?> para el estado fundamental?

14. Una particula en una dimension esta atrapada erdrpatedes rigidas

V(x):{ 0 si0<zxz<lL

00 €en otro caso.

At = 0 la particula esta em = L/2 con certeza. ¢Cuales son las probabilidades relativas de
que la particula se encuentre en distintos autoestadosedgi@? Escriba la funcion de onda
parat > 0 (no necesita preocuparse por la normalizacion absolateecgencia u otras sutilezas
matematicas).

15. Considere una particula en una dimension ligada antrocio por un potencial tipé de la forma
V(z) = —Ad(x), donde\ es un nimero real y positivo. Encuentre la funcion de onideeyergia
de ligadura del estado fundamental. ¢Hay estados excligddss?

16. Una particula de masa en una dimensién esta ligada a un centro fijo por un poteatgctivo
tipo delta

V(z) =—-Xo(z) , (A>0).

A ¢t = 0 se apaga repentinamente el potencial (es dgcix, 0 parat > 0). Encuentre la funcion
de onda para > 0 (sea cuantitativo, no es necesario evaluar una integrgbue@a aparecer).

17. Una particula en una dimensibado < x < oo) esta sometida a una fuerza que puede derivarse
de un potencial de la forma

V(z)=Xxz , (A>0).

() ¢Es el espectro de energia discreto o continuo? Esand&xpresion aproximada para la
autofuncion de energia especificada poiDibujela cualitativamente.
(b) Discuta brevemente qué cambios son necesaridsesireemplazado pdf = \|x|.
18. Considere una particula que puede moverse en las padeden cilindro infinito de radidr,

sometida a un potenci®#l = kz2. El eje del cilindro coincide con el eje Calcule los autoestados
y autovalores déi. Compare con el caso en el gie— oo (particula sobre el plano).
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(@) v (b)

"

19. Considere un electron confinado en la region enceeatte dos paredes cilindricas cuyos ejes
coinciden con el eje, como se muestra en la figura. La funcibn de onda debe aawarsas
paredes de los cilindros, de radigy r, respectivamenterf{ < r;), y también en las tapas de los
cilindros ubicadasea =0y z = L.

(@) Encuentre las autofunciones de la energia (no se greqmr la normalizacion). Muestre
que los autovalores de la energia estan dados por

h? 9 lm
Elmn = <%> {kmn—k (f)} 1=123,...,m=0,1,2,...),

dondek,,,,, es la raizn-ésima de la ecuacion trascendental
Jm(kmnrb) Nm(kmnra) - Jm(kmnra) Nm(kmnrb) =0.

(b) Repita el mismo problema cuando existe un campo magnétiformeB = B2 en laregion
r < r,. Considere para ello un potencial vector de la forma

Brap.
g

y note que en la ecuacion de Schrodinger solo necesitaptaean el operado¥’ por V —
ieA /hc. Observe que los autovalores de energia cambian aunqlexeba no entra en la
regibn donde se encuentra el campo magnético.

(c) ¢Qué ocurre con los autovalores de la energia cuAngooo?
(d) Compare los resultados obtenidos en (a) y (b). Muestegpaua que los niveles de energia
no cambien se debe introducir un nUmero entero de cuantigj@enagnético

27 N he
e

A=

2B = (N =0,+1,42,...).

20. Un electron se mueve en la presencia de un campo megugiforme en la direccion (B =
B3).
(a) Evalt€[l,,II,], donde

eA eA
- I, =py, — —.

1)

(b) Comparando el hamiltoniano del problema y las relaci@eeconmutacion obtenidas en (a)
con las expresiones correspondientes al problema debdsciarmoénico unidimensional,
muestre que los autovalores de energia de este problema son

K2k2  |eBlh 1
B, = k| leB] <n+—>, @)

Il = p, —

2m mc 2

donden = 0,1,2,...,Yy hk es el autovalor continuo del operaggr



