Fisica Tédrica 2

Primer cuatrimestre de 2013
Guia 5: Suma de momento angular y teorema de Wigner-Eckart

1. Considere una particula de espji2 en un estado coh= 1.

(a) Encuentre el estado cgp .. Y m;,... €n términos de los estadfss, m;, my).
(b) UseJ_ = L_ + S_ para generar todos los estad@s,., m).

(c) Use ortonormalidad para encontrar el estggdQ. — 1, jmaz — 1).

(d) UseJ_ para generar todos los estadfg,. — 1,m).

(e) ¢Cual es el valor de expectacionideen el estado copi = 1/2y m = 1/2? ¢Cual es el
valor de expectacion d€, en ese estado?

2. Se intenta sumar impulsos angulajes= 1y j, = 1 para formar estados con= 2,1, y 0.
Usando las relaciones de recurrencia, exprese todos losstadod j, m} (nueve) en términos de
los |71, j2; m1, me). EScriba su respuesta en la forma

1 1
j=1lm=1)=—=|+0) — —=[0,+),...
f=Lm=1)= "2 +.0 - [0.4)

donde+ y 0 representam; » = 1,0 respectivamente.

3. Considere dos particulas con espifi. Calcule todos los coeficientes de Clebsh-Gordan por dos
caminos diferentes:

(a) Escriba los kets correspondientes a los posibles estidespin en la base de autoestados de
S?y S, total (triplete y singlete)

ls=1,m=1), |s=1,m=-1),
ls=1,m=0), |s=0,m=0),

en funcion de los kets en la representac{om, , m2 }, usando los operadorés. y ortogo-
nalidad.

(b) Escriba la matriz dé x 4 que corresponde a la representacion del operador
S? =521 524+28,-8S,

enlabasdml, m2}. Luego encuentre la matriz unitaria que diagonaliza estdangPuede
identificar sus elementos?

4. Muestre que la funcién de onda de un estadojcenl formado mediante el acoplamiento de dos
particulas con espin 0 provenientes de orbitalagsulta antisimétrica en las coordenadas de las

particulas.

5. Incluyendo el acoplamiento espin-6rbita, el hamiltan electronico para el atomo de hidrogeno

sin campos externos es
2
23 L -8

]‘t[:]lfo-i-—r3 o

dondeH, = p?/2m — €% /r, y S representa el espin del electron.



(a) Evalle los conmutadores
(02| 1,82 (1,2 L[H L] (S [H L

dondeJ = L + S. ¢, Cuél es el conjunto méas grande de estos operadorasyéndoH) que

conmutan mutuamente?
(b) Ahora se enciende un campo magnético ext®8ne Bz, de modo que se agrega al hamil-

toniano el termino i
Hp = ?BB (L. +2S.) .

Para este caso, repita el punto (a).

6. Considere una particula de espjf2 y masam, que esta sometida a un potencial tipo oscilador

armonico tridimensional isbtropo
2,.2
mw-r
V) = 5

al que se le aflade un potencial de interaccion espitaérh - S, dondeL es el momento angular
orbital y S el espin de la particula. El hamiltoniano total esta dawtonces por

2 2.2
P mwer
H=—
2m+ 2

(a) Halle exactamente las energias y autoestadd$ derrespondientes al nivel fundamental y

+9L-S.

al primer excitado.
(b) Sient = 0 el sistemaestaep) = |N =1,L, =h,S, =h/2), halle|o(t)). Sient =0
se mide la energia, ¢qué resultado se obtiene? ¢Y si selriold..? ¢Qué ocurre si las

mediciones se realizanta> 07?

7. (a) Evalle
J _ )
> 9@ m,

m=—j

para cualquiey (entero o semi-entero). Verifique su respuesta patal /2.

(b) Pruebe que para cualquigr

J : 2 1 1
> m? ‘dg)m,(ﬁ)‘ = §j(j +1)sin? 8 +m’2§(3coszﬁ -1).
m=—j
[Ayuda: Esto puede ser probado de muchas maneras. Por ejepy#de estudiar las
propiedades ante rotaciones.ffeusando el lenguaje de los tensores esféricos irredudibles

8. Escribad®/2) a partir ded), d(1/?), y los coeficientes de Clebsh-Gordan.

9. Considere un sistema formado por dos particulas de égpi Un observadord se especializa
en medir las componentes de espin de una de las part{¢ilasS,,, S1.), mientras que el obser-
vador B mide las componentes de espin de la otra particula. Sapumgse sabe que el sistema

esta en un estado singlete de espin, es deciSgug = 0.
(@) ¢Cuél es la probabilidad de que el observatiobtengaS;, = %/2 cuando el observadds
no efectla mediciones? Repita el calculo pgra= /2.

(b) El observadoi3 determina con certeza que la particula 2 se encuentra estachod,, =
h/2. ¢ Qué puede decir sobre el resultado de la medicich sle(i) A mide Sy ., (i) A mide

S1.? Justifique su respuesta.



10. Considere un tensor esférico de rango 1 (es decir, uaryec

1 V. £1V, 1
V:I(:l)::!: \/§y7 ‘/E)():Vz
Usando la expresion par®’=") dada en el problema 18 de la guia 5, evalte
> gy (BV," (1)
q/

y muestre que sus resultados son los que esperaria de feesdades de transformacion dg,, .
ante rotaciones respecto del gje

11. Demuestre que el producto de dos tensores irredud‘éfésy Wéh), de rangok y h respectiva-
mente, no es un tensor irreducible sino una combinaci@allide ellos. Proceda del siguiente
modo: demuestre, usando las propiedades de transfommatié rotaciones, que

Z9 =" T®OWM (kh, qp|jm)
q,p

es un tensor irreducible de rangpluego invierta esta expresion utilizando la relacioncdm-
pletitud de los coeficientes de Clebsh-Gordan. Muestre bpeoducto de dos vectoreg y U

se puede escribir como la suma de un escalar, otro vector gngort esférico de rango 2. Es-
criba explicitamente las componentes del vector y el tegsi@rico de rango 2 en téerminos de las
componente$/, , . y V.., .. En particular, sV = U = R es el operador posicion, muestre que
el tensor de rango 2 que se obtiene es, a menos de un factperador momento cuadrupolar
eléctrico.

12. (a) Considere una particula sin espin ligada a unadijirmediante de un potencial central.
Relacione lo mas posible los elementos de matriz
1 .
—=(z +iy)

<n/ U,m'
) ) \/5
utilizando unicamente el teorema de Wigner-Eckart. B de establecer correctamente

qué elementos de matriz son no nulos.
(b) Repita el punto (a) usando funciones de ofda) = R,,;(r)Y;™(6, ¢).

n,z,m> y (0 w2, Lm)

13. (a) Escribacy, 2z, y (% — 3?) como componentes de un tensor esférico (irreducible) gora
2.

(b) Elvalor de expectacion
Q=e{a,jom=j|(32* = r?)|a,jm = j)
es conocido como el momento cuadrupolar. Evalte
(% =) | eciim = 3)

(dondem’ = 5,7 — 1,5 — 2,...) en funcion deQ y los coeficientes de Clebsch-Gordan
apropiados.

. /
e<a,],m

14. Eltensor cuadrupolar de un sistema se define como
Qir=c¢ (Bximk — 5ik7"2) .

Si el sistema esta en un estado con un valor de impulso artgtédj, el momento cuadrupolar
definido en el ejercicio anterior corresponde al valor deeetgxion de&) .. en el estado com = j.
EvalGe los valores de expectacion restantes sobre ladassty, j, m = j). Interprete el resultado.
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15.

16.

17.

18.

Probar que un ndcleo atomico de espinidtiene momento cuadrupolar eléctrico nulo (el espin
de un nlcleo es el momento angular resultante de los espimesnentos angulares relativos de
los nucleones constituyentes).

Un nicleo de espisy2 situado en el origen es sometido a un campo eléctrico ingénen. La
interaccion eléctrica cuadrupolar basica se puedertcorao :

S eQ 82¢ 2 82(25 2 32(25 2
Hznt - 287(8— 1)712 [<W>OS$ + <8—y2>05y + @ OSZ 5

donde¢ es el potencial electrostatico que satisface la ecuatgdbaplace, y los ejes de coorde-
nadas se eligen de manera que

o\  [0%\ [0\ 0
9zdy ) | ~ \ 0z0y o ~ \ 020z o N
Muestre que la energia de interaccion puede ser escriia co

A(3S2 — S?) + B(S? + §?),

y exprese A y B en funcion d@?*¢/0x? y demas derivadas parciales. Determine los autoestados
de energia (en términos de:), dondem = +3/2,+1/2) y los correspondientes autovalores.
¢ Hay alguna degeneracion?

La particulaA® (espin1/2) se desintegra en un proton (esgif2) y un mesonr— (espin 0)
mediante una interaccion débil. Inicialment® tiene S, = 1/2, y las particulas producto de la
desintegracion salen formando un angtilcon el ejez (ver figura).
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() Usando la conservacion del impulso angular total, djga valores de5, del proton se
pueden medir luego de la desintegracion, cuaheo0.

(b) Para un valor arbitrario dg& calcule la probabilidad de medi,, = /2y S, = —h/2 para
la particulaA® respecto al eje’.

(c) Suponga que la probabilidad de gi&con S, = //2 se desintegre en un proton emitido
en la direccion+-z esta dada pot., mientras que:_ corresponde a la probabilidad del

decaimiento en el cas§, = —h/2. Usando (b) escriba la probabilidad de que luego del
decaimiento el proton salga formando un angulmon el ejez. ¢Qué ocurre si, = a_?
Interprete.

(d) Experimentalmente la probabilidad de que el protbgastdrmando un angulécon el ejez
esta dada por
P(0) =~ C(1—0,62cosb)

Obtengaz y a_. Interprete.

Resuelva el ejercicio 2 de la guia anterior



