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Primer cuatrimestre de 2013
Guia 6: Matriz densidad y sistemas compuestos

1. Considere un operador autoadjuialefinido positivo, y un operadagrtal que satisface

Tr(p) = 1
Tr(pR) > 0 para todoR

(@) Mostrar quep es autoadjuntoy= p') y definido positivo.
(b) Probar que cada autovalor dédenotadg;) cumple0 < p; <1,y> . p; = 1.

2. Sobre un sistema se mide cierta magnitucEl valor medio de los resultados de la mediciah
tiene una probabilidagl,, de ser igual §4), , donde

(A)p = (nlAln)

y donde{|n) } es una base ortonormal. La mezcla estadistica de los sstadonicos representa-
dos por los ket$n) se puede describir mediante el operador densidad

p="In)palnl .

donde) p, =1,y p, > 0 para todon.

(a) Demuestre que el valor medio del observables la traza de A, es decir
(A) = Te(pA) .

Generalize el resultado para cualquigr ).
(b) Demuestre qug es hermitico.
(c) Demuestre la condicion de normalizacibr(p) = 1.

3. Tenga en cuenta el siguiente lema:

Sea p lamatrizdensidad que representa un estado de un sistema, y seadet(p) el determinante
de dicha matriz. Tenemos pues que si det(p) # 0 entonces p representa un estado mixto.

(a) Decidir si el lema es verdadero o falso. Sea cual fuerass,gustificar la respuesta.

(b) Responder si vale la afirmacién reciproca al lema. Esfaesponder si es posible asegu-
rar la naturaleza de estado puro de un estado representadmgmatriz densidag con
determinante nulo. Demostrar la respuesta.

(c) Demostrar que para un estado pufo= p, es decirfTr(p?) = 1.

4. Considere la matriz densidadde un espacio de estados de dimeng&bouyos elementos estan
dados por
1
pij = 5 paratoda,j € {1,2}

y sea{|y;)} la base elegida para representar al estado.

(a) Determinar si el estado representadopes un estado mixto o un estado puro.



(b) Escribir los vectoreg/) y |¢2) en téerminos de aquéllos vectores que conforman la base en
la cual la matriz densidad es diagonal.

(c) ¢Es siempre posible diagonalizar la matriz densidadtffigue su respuesta.
5. Para los siguientes sistemas de espin 1/2, escribaraldapedensidad, y la matriz densidad en la
base{|+) ,|—-)}.
(@) Un haz completamente polarizado cnt.
(b) Un haz completamente porarizado ¢fft.

(c) Un haz no polarizado, formado por una mezcla incohem®fe. + y S, — en igual cantidad
(50%).

(d) Un haz parcialmente polarizado, formado por una merndaherente cofi5% de S+ y
25% de S, +.
Para los casos (c) y (d), calcule los valores medios estaisS..), (Sy) Y (S:).

6. Considere dos conjuntos estadisticos de sistemas elg¢8pA y B. El primero se encuentra en
un estado purdy4) = |S.,+), y el segundo en el estado pures) = |S;,+). Se realiza una
medicibn deS, sobre el sistemal y otra desS, sobre el sistemd, pero en ninguno de los dos
casos se observa el resultado.

(a) Escriba explicitamentg, y pp luego de las mediciones, en representadipn),|—)} y
verifique que describen estados mezcla.

(b) ¢Cbmo se relacionan Y pp? ¢, Podria decir que existe una interpretacion no ambiguad
operador densidad como mezcla de estados puros?

7. (a) Pruebe que la evolucion temporal del operador dadgién el esquema de Schrodinger esta
dada por

p(t) = U(t, t0)p(to)UT (¢, to) ,
dondelU (¢, ) es el operador de evolucion temporal.

(b) A partir de la ecuacion de Schrodinger para el operédort,), encuentre la ecuacion de
Schrodinger para el operador densidad. ¢, Cual es la wiii@er&indamental con la correspon-
diente ecuacion de Heisenberg?

(c) Suponga que@a= 0 tiene un estado puro. Muestre que el estado no puede evtdn@aino
mixto si la evolucion temporal esta prescripta por la etrade Schrodinger.

8. Considere un sistema de espjt2.

(&) Muestre que la matriz densidad puede ser escrita emfteafor
1

dondel es el operador identidad,B es un vector.
(b) Calcule(o). ¢Cual es la interpretacion fisica del vedr?
(c) En presencia de un campo magnético unifolne Bz, el hamiltoniano del sistema es

ne(2)s.
mc

Encuentre la ecuacion de evolucion pRralnterprete el resultado.



9. Considere un sistema compuesto de dos partes, cada wmalales tiene un espacio de estados
de dimensiér2 (denotados com@{ 4y H ). En cada uno de esos espacios se define una base de
estados{|—) 1, |+) 4} Y {|=)5,|+) g} Asimismo, se definen observableg y o? (i = =,y, 2)
para ambos sistemas, cuyas representaciones matricidetas bases estan dadas por las matrices

de Pauli.

(@) Encuentre una base del espacio de estados del sisterpaasiol, = H4 ® Hp, CUY0S
vectores correspondan a estados producto. Encuentreasteadonde los vectores no sean
estados producto.

(b) Considere los siguientes conjuntos de observablesgpaistema compuesta; = {04 ®
IB 14 ® 0B}, Cy = {02 @ 08,04 © ¢B}. Demuestre que tant®; comoC, son con-

juntos completos de observables que conmutan. Encuerdrease de autovectores para los
operadores d€’;, y otra para los d€.

10. Considere los siguientes estados del sistema complestdpto en el problema anterior:

@), = %<|——>i|++>>
vy, = %<|—+>i|+—>>.

() Calcule las probabilidades de los resultados posiltlda medicion de un observable cual-
quiera sobre el subsistema A.

(b) Para cada uno de los estad®s, y |¥), calcule el valor medio de los observabies -
oA ®np-op,dondeny y ng son dos versores arbitrarios.

11. Considere un sistema compuesto por tres partes, cadie lsmcuales tiene un espacio de estados
de dimensior2 como en el problema anterior.

(a) Encuentre una base del espacio de estados compuestéopuar vectores producto. En
particular, encuentre la base de estados comunes de Iadopeso? ® 1% @ I¢, I* ®
oBeI¢ yrteI?edf.

(b) Encuentre la base de autoestados comunes de los sgguigmeradoress? ® o8 ® I°,
‘2ol 20l yold ®0P ®cC. Para cada uno de estos estados, calcule las probabilidades
para los resultados de la medicion de un observable ceafguara la particuld y para el
subsistema formado por las particulay B.

12. Suponga que el sistema compuesto descripto en el praea®s sometido al siguiente protocolo:

(a) Se prepara un estado inicial

0) 4 = D), = % (I==) + ++4)) -

(b) Los subsistemad y B son separados Y llevados a laboratorios distantes

(c) En el laboratorio del subsisteraun fisico aplica un campo magnético en alguna direccion
y con duracion e intensidad elegidas de modo tal que el dpede evolucién temporal es
alguno de los siguientes operadores segln la direccémidel del campo magnéticdl, =
0z, Uy=0y,0U, =0..

(d) El subsistema es trasladado al laboratorio donde se encuentra el suhsiite

Encuentre cuél es el estado del sistema completo en canlaiasuta cual podria ser la estrategia
del fisico del laboratoriol para enviar informacion en el subsiste@a
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13. Considere una particula de sgif2 que puede moverse en tres dimensiones. Diga cuél es el
espacio de estados del sistema y encuentre una base codgbletesmo.

(&) Suponga que en el instarite- 0 el estado es
1
V2

donde|+) son autoestados d&. Los kets|a;) son estados coherentes caracterizados por
valores medio®(«;) = L;, S(a;) = P; (Ry S denotan parte real e imaginaria respectiva-
mente), dispersion en la posiciépn e incerteza minima. Suponga que el hamiltoniano del
sistema es de la formd = Az ® o, (¢,qué unidades tiene la constanf®. Diga cual es el
estado del sistema a tiempgtenga en cuenta que el hamiltoniano solamente depende de la
coordenada espacialy que por lo tanto la evolucion de la parte espacial debestaantico

es trivial enz y eny).

(b) ¢Cual es la probabilidad de medir la posicion de laipae en el instante? ¢Cual es la
probabilidad de medir la componenteel espin en ese instante? Considere el caso particular
en que el estado inicial es tal qiip = P, = 0y discuta la relacion entre este problema y el
experimento de Stern y Gerlach.

(c) Repita las consideraciones del item anterior si el Hamdno es de la form&l = Np® o,.

W (0)) (1) + 1) ©laz) @ |ay) @ |az) (1)

14. Esta paradoja, en la linea de EPR, fue propuesta por Bnidiéver Am. J. Phys, 58, 731 [1990],
o Phys. Rev. Lett., 65, 3373 [1990]). Considere un sistema de 3 particulas de égp; en un
estadoy = f(ry,ra,r3)(usuus — vivavs), cONu = |s,, +), v = |s,, —), y dondef(ry,re, r3)
tiene una forma que asegura que las particulas estan pasas@s espacialmente entre si.

(&) Muestre que) es autoestado de los siguientes cuatro operadores
(012 o2y O3y)h =P (01 022 ‘73y)1/’ =1

(01y 02y 032)1 =0 (010 024 032)0) = —¥

(b) Verifique que los cuatro operadores conmutan entrecgiey
(Ulm 02y U3y)(01y 02z U3y)(01y 02y UBJ:) = _(Ulm 02z U3x)

(c) Se mide, simultaneamente sobre las tres particulas, ® suo,) con resultadon,, (0 m,).
Muestre quei] si para las tres se mide. , se obtendra con certeza,, mo, ms, = —1; (ii)
si en cambio se mide, para una yr, para las otras dos, se obtendra que el producto de las
tres es la unidadn, Moy M3y = 1, M1y M2y M3y = 1, M1y T2y M3y = 1.

(d) Discuta ahora el siguiente razonamiento: Las tres riwetis (¢)-{i) se pueden realizar con-
sistentemente una tras otra sin importar el orden, puesde®peradores conmutan. Mul-
tiplicando las tres mediciones sucesivas compatiblesselteglo esny, mo, ms3, = 1, en
contradiccion con el resultado predicho para la medidieecta, (c)-{).

15. Elresultado de la aniquilacion de un electron y untparsique produce un par de fotondsy B,
puede ser descripto mediante una matriz densidaid>de¢ dada por

1
PAB = 7 (Ualp—0oa-0B) ,

dondel y o son matrices de x 2 que operan sobre la funcién de onda de polarizacion dehfot
A o B segun denote el subindicd. es la matriz identidad, y las matrices,, oy, o, son las
matrices de Pauli.



(@)

(b)

()

Utilizando los resultados del ejercicio 8 para sistededos niveles, interprete la expresion
depasp.
Evalle la polarizacion del fotGA tomando

Py =Trao[(Trppap) o4l -

¢ Por qué esta expresion describe la polarizacion dah 4P Interprete el resultado. Repita
el calculo para la polarizacion del fotd@h ¢Describey 45 un estado puro?

Se tienen ahora dos detectores configurados para resp@hgrimero a una polarizacion
Pdet del foton A, y el segundo a una polarizaciBfi* del foton B. El primero esta descripto
por la matriz densidad

1
plet = 3 (IA + Pt 0',4) Ip .
Inteprete y construya la matriz densidad del segundo aetefst. Calcule

Tr <PABPdAetPCIl36t) :

e interprete fisicamente el resultado. ¢Qué ocurre cuﬁ’r‘iﬁoy PCfB@t son paralelos? ¢Y
cuando son antiparalelos? ¢ Qué conclusion puede sdwarlaaorrelacion entre las polari-
zaciones de los fotonesy B?



