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El problema dependiente del tiempo

Consideremos la ecuacién de Schrédinger en el caso dependiente del tiempo.
Es decir, consideremos un hamiltonmano de la forma

H = Ho + H1(t).

Tipicamente, consideraremos el caso en el cual Hy contribuye a la parte del
potencial.

El problema dependiente del tiempo es mucho mas dificil. De hecho. este caso
puede ser resuelto (integrado) exactamente en muy pocos casos particulares. No
obstante. es un problema de mucha importancia, tanto desde el punto de vista
teérico como del de las aplicaciones que el mismo tiene.

Para poder abordar el problema uno recurre. genéricamente, a métodos de
aproximacién, similares a los métodos perturbativos que se vienen discutiendo.
Es decir, uno procede pensando el problema de interés como una perturbacién
de un problema distinto que si sabe resolver (el correspondiente al problma
descrito por el hamiltoniano Hp).



Consideremos el estado |¢(t)), que corresponde a la evolucién temporal de
un estado que a tiempo ¢t = 0 se encuentra en un estado |¢, ), siendo |¢,,) un
autoestado (normalizado) del hamiltoniano Hy. Es decir, consideremos
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Si'H = Hy. es decir si ' Hy = 0, tenemos que la probabilidad P, (t). correspon-
diente a la probabilidad de que al tiempo £ el estado del sistema se encuentre
en el estado original, esta dada., como sabemos, por P,(t) = 1. Esto es debido a
que
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Encendamos ahora la parte dependiente del tiempo del hamiltoniano. Es
decir, consideremos ahora Hi; # 0. Ahora, dado que el estado inicial no es
necesariamente autoestado del hamiltoniano completo, podemos esperar que el
estado se mezcle con otros autoestados de ‘Hy a medida que el tiempo avanza.
Para estudiar esta mezcla, esta evolucién, expandamos el estado a tiempo arbi-
trario t en la base de autoestados de 'Hy. Esto es. escribamos

donde d,,,(t) son coeficientes dependientes del tiempo que, para cada valor de t,
corresponden a los componentes del estado escrito en la base {|¢, )}. Sabemos,
ademds, que > |dm(t)]* = 1.



Ahora, la probabilidad de, a tiempo ¢, tener un dado estado |g,,) estd dada
por
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Esto nos ensena el significado fisico de los coeficientes d,,(t). Estos dan la
probabilidad de que un estado se encuentre a tiempo £ en el autoestado |¢,,).




Como deciamos, la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo permite
abordar el siguiente problema: Supongamos un sistema cue inicialmente estd en
un estado inicial |g;), que es autoestado de Hy. Supongamos que luego de un
tiempo realizamos una medicién para ver si el estado estd en un dado autoestado
}u,af?) de Hp. /Cuadl es la probabilidad asociada a una medicién tal?

Para responder a esta pregunta. comencemos considerando la ecuacién de
Schrédinger

Expandamos, pues, el estado |¢(t)) en la base de autoestados de Hy. Uno
siempre puede hacer esto. Asi, escribamos

le(t)) =32, dm(t) | -

Pero. por comodidad. renombremos los coeficientes de la siguiente manera ¢, (t) =
etEmt/hq  (t). Es decir,

e(t)) =3, e Frt P (t) |om) -
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Dado que |e *E=t/%|2 = 1, tenemos que la probabilidad de tener un estado

¢, a tiempo t estd dada por

Po(t) = |dn(t)]> = |eT B2 e, (1) = |en(t)]?,

de modo que la interpretacién de los ¢, (t) es la misma que la de los coeficientes

d,(t).



Pidiendo que se satistaga la ecuacién de Schrédinger sobre el estado, escrito
éste en la base que acabamos de considerar, tenemos
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Esto es
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Multiplicando a izquierda por el bra (g, | encontramos lo siguiente
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Ahora bien, hasta ahora no consideramos en absoluto ninguna aproximacién.

No debemos confundirnos con el hecho de que hayamos elegido la base de au-

toestados de Hy como la base a representar los estados: esto no es mas que una
eleccién conveniente.
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Consideremos ahora si la aproximacién: Consideremos que la parte del hamil-
toniano que depende del tiempo, H1(%), es pequeno respecto a Hp. Ya consider-
amos esta aproximacién en las clases anteriores; la novedad ahora es la depen-
dencia con f. Pensando un poco en esta dependencia con el tiempo, advertimos
que si ‘H; es pequeno en comparacién con Hyp, siempre que uno considere una ex-
cursiéon no demasiado prolongada en el tiempo, se espera que si un estado parte
inicialmente de un autoestado del hamiltoniano parcial Hy -llamemos a este

estado inicial |g,)- entonces el coeficiente ¢;(¢) que corresponde a la proye

mientras que los otros coeficientes seguirdn, en la misma aproximacién, valien

del estado sobre el estado inicial seguira valiendo aproximadamenté

cni(t) = 0. Entonces, considerando esta aproximacién, la ecuacién a la que
arribamos arriba nos dice

% 1, \ _i(E;—E;)t/R

Eff(t} =5 (5| Ha(2) p;) e Br—EHE,

Integrando esta ecuacién, obtenemos
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Esta es una ecuacion fundamental de la teoria de perturbaciones dependiente
del tiempo a primer orden.

Este resultado, en particular, nos permite calcular la probabilidad de tran-
sicién de un estado |g;} a un estado ;fj}. Llamemos a esta probabilidad
Plf—i) = e (t)|2.



Este resultado, en particular, nos permite calcular la probabilidad de tran-
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sicién de un estado |¢;) a un estado |.,¢:f}. Llamemos a esta probabilidad
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Asumamos ahora que la parte del hamiltoniano que depende del tiempo
admite ser escrita de la forma siguiente

Hi(t) =V - f(2).

donde f(t) es una funcién del timpo, mientras qye V" es un operador indepen-
diente del tiempo. No todo hamiltoniano admite ser escrito de una manera tal,
pero ciertamente es un caso que encuentra muchas aplicaciones.

En un caso tal, la probabilidad Fs_.;) adopta la forma
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Esto es interesante porque nos permite aislar la informacién de la depen-
dencia temporal separando a ésta del detalle operatorial del elemento de matriz
- / = \
Vir = (¢ V1)
Casos de interés son, por ejemplo,

J St

AVANAVAWA

o JAAVARVERVARVARN

t=m/w




Consideremos, por ejemplo, una funcién tipo escalon; es decir
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ElltonCES tenemos
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Esta integral nos da como resultado
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Identifiquemos, pues, la frecuencia caracteristica del problema Aw = (Ef —
E;)/h. En términos de esta cantidad, la probabilidad de transicién de un estado
a otro estd dada por
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2 sin’(Awtf/2)
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Pii—iy = les(@)? = |{ef| V Ies)|

O bien, en téminos de las energias de los estados
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Si expandimos esto a primer orden tenemos
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donde llamamos At =t —¢,.
Notemos, ademas, que el ancho la campana del gréafico nos da precisamente
Aw = At/2. Esto nos lleva a una relacién que puede sonarnos familiar; a saber

AE 1

R 2At

aunque esta vez en un contexto y un problema particular.
De esta relacién y de la la expresién de arriba también obtenemos que
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Otro problema de interés es considerar
Hqi(t) =V - cos(wyt)

el cual, presenta una frecuencia caracteristica de forzado dada por wjy.

Es sencillo comprobar siguiendo los pasos que describimos anteriormente que
la probabilidad de transicién para los casos en los cuales E'y > E; v valores tales
que wf =~ Aw estd dada por
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Esto nos ensena un fenémeno analogo al fenémeno al de resonancia pero en
el caso de la mecénica cuantica.
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Habiamos discutido la diferencia entre el llamado picture de Schrédinger y el
picture de Heisenberg. Discutiremos ahora un picture que podriamos llamar in-
termedio. hibrido, que resulta de suma utilidad para abordar problemas de per-
turbaciones dependientes del tiempo. Seguiremos el mismo camino que antes,
con la filosotia de abordar el problema de un hamiltoniano dependiente del
tiempo H(t) = Ho+ H1(t) como una perturbacién del problema descrito en tér-
mino de los autoestados del hamiltoniano parcial dominante ‘Hp que si sabemos
resolver.

Definimos, asi, un picture intermedio, llamado picture de interaccidn, el
que conecta estados que evolucionan sélo con el hamiltoniano de interaccién.
Definimos asi el estado |¢;(t)) en el picture de interaccion de la siguiente manera

p7(2)) = ¥R |o(2)) .

La ecuacién de Schrﬁdinger nos dice
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Esto nos lleva a definir
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de forma tal que se tiene
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Esta ecuacién puede ser integrada, y de manera iterativa se puede obtener el
operador de evolucién temporal en el picture de interaccién, el cual nombraremos
Ur(t.to) v que viene a realizar la evolucién

er(t)) = Ur(t.to) |er(to)) -

La dificultad adicional en este caso es que el hamiltoniano de interaccién
H1(t) depende explicitamente del tiempo. Aun asi, puede mostrarse en pocos
pasos que Uz(t.tg) toma la forma

Ur(t.ty) = 1—%f drHy (T )+—(——) fd*/ droT[Hq(m1)H1(T2)] +
+_(__) /d~ fdn [Ha (1) Ha (mm)] +

donde el operador lineal T, llamado operado de orden temporal, esta definido
de forma tal que actia de la siguiente manera

T[A1(t1)Aa(t2)] = Aq(t1)Aa(ta), t1 > to,
T[}h (fj :Iﬂg{tg}] = AQ{?&Q}A][h}, t1 > ta.



Una forma sucinta de escribir el operador de evolucién temporal de arriba
es, pues, la siguiente

Ur(t,to) =T [E—% [ Ha(r)dr

Este desarrollo funcional del operador de evolucién temporal en el picture de
interaccién en término de integrales temporales que se alternan v encajan recibe
el nombre de desarrollo de Dyson v es de suma importancia en muchas Aareas
de la fisica, por cuanto los fenémenos dependientes del tiempo y sus anélisis
perturbativo lo son. En particular, esto nos permitira, dentro de algunas clases,
abordar problemas de scattering en mecanica cuantica.



