Fisica Teorica 2 - Método variacional

14 de junio de 2013

1. El teorema

Supongamos el problema de un Hamiltoniano del cual no conocemos la base de autoestados
{|n)} ni las energias E,,. En muchas aplicaciones fisicas es importante tener una estimacién de la
energia del estado fundamental Ej.

Supongamos ademés que con un poco de intuicién creamos un ket de prueba |()>, no necesaria-
mente normalizado, que puede aproximar bastante bien al estado fundamental |0). Definimos:

(o)
*= ) W

Se puede mostrar facilmente en 3 pasos (ver Sakurai) que H satisface
H > Ep (2)

Es decir que no importa el estado que use para evaluar H, esta cuenta va a ser siempre mayor que
la energia del fundamental.

La estrategia es entonces construir un ket |f)> que dependa de un conjunto de parametros
ai, asg, ...ar. Sucede entonces que la funcién H dependera de estos pardametros:

H=H(a,...,ax) (3)

Una vez calculado H, podemos minimizarlo considerando

0 .
(Q)T%H(al""’ak) =0 J :1,...,I€ (4)

De esta forma, evaluando nuevamente H en los valores de a; que minimizan H obtenemos una
aproximacion cada vez mejor de la energia del fundamental.

2. Ejercicio 12 de la guia

2.1. Funcion de prueba propuesta por la guia

El ejercicio 12 de la guia dice que:

Estime el autovalor A mas bajo de la ecuacion diferencial

d21/)+(/\ |z|)® =0, < — 0 para |z| —
T z|) 1 =0, para |z 00,



usando el método variacional con

0 paralx| > o,

»= { cla—|z]) paralx| < «

como funcion de prueba de pardmetro variacional a. Tenga cuidado porque dv/dx es discontinua
en x = 0.
Podemos reformular este problema de la forma

Hy =\ (5)

donde
2

da?

El cuidado que tenemos que tener con nuestra funcién de onda tiene que ver con que

H=—2 4 Jaf (6)

%m = sgn(z) %Sgn(x) = 20(x) (7)

donde sgn(z) es la funcién “signo” y §(x) es la delta de Dirac. De aqui que

d2
wﬂf = —2cd(x) (8)
Para calcular ‘H necesitamos
N 7 ot
(Y|H ) = /d:z: Y HY = |20+ /daj (@®z — 202 + 2°) | = (20 + E) (9)
y ademas
. 2
Wi = [ dovro = 2o (10)
Por lo tanto nuestra funcién H nos queda
3 «
=—+4+ - 11
H==+ 7 (1)
Tomando la derivada i 6 )
_— = —— — = = 1/3
Jo a3+4 0 —-a=2x3 (12)
Sustituyendo en H
3
H(2 x 3Y/3) = 1% 31/3 = 1,08169... (13)

Y notemos que el valor verdadero es 1,01879... con lo cual nuestra aproximacién con esa funcién
horrenda tiene un 6 % de error solamente!!!

2.2. Con otra funcion de prueba

En vez de la funcién propuesta por la guia intentemos otra estrategia. Mirando el hamiltoniano
podemos pensar que este corresponde a una particula en una dimensién sujeta a un potencial
del tipo V' = |z|. La forma del potencial es visualmente similar a un potencial arménico del tipo
V = 22. Como sabemos que la Gaussiana es el autoestado fundamental del oscilador arménico,
podemos aplicar el metodo variacional para el problema de la guia con una funcién de prueba que
sea una Gaussiana cuyo ancho vamos a optimizar.



Consideramos entonces R

v(a) = et

donde « es el parametro a variar. Haciendo las integrales obtenemos que

1, JAVa _VF
(Y|Hp) = P (Yly) = Vo
y por lo tanto
H(a) = 24 !

El valor de a que minimiza H(«a) es a = 7~ /3. Sustituyendo este valor en H
3
H(r1/3) = §7T_1/3 =1,02418

Esta vez el error es del 0,5 %!!!



