1. Ejercicio 6 guia 6
El hamiltoniano es

H=+t 4+2*" . [.§ 1
o T T (1)

La idea es usar:

= Que conocemos los autoestados y autovalores del oscilador arménico eti-
quetados por el nimero de ocupacion N = n, + ny + 1.

» El algebra de los operadores de momento angular [L;, L;] = ihe;x Ly v el

algebra de los operadores de creacién y destruccién [a;, a}] = 0;;.

Las energfas del oscilador arménico son Exy = hw (N + 3/2). Por otro lado

el término extra se puede escribir como
Ho=l2—r2-s?) =22 2= 3 2)
2 2 4

Esto implica que las energias del sistema completo dependen de N, J? y L2.
Vamos a asumir que son los estados con N =0y N = 1 los que nos piden que
consideremos como “primeros excitados”. En realidad estados con N muy grande
pueden tener energias comparables con la del fundamental en este sistema. Pero
se puede pensar que 7y es pequeno y en ese caso podemos despreocuparnos de
que el acople del impulso angular con el spin imponga corrimientos significativos
de las energias del oscilador armédnico.

Se puede comprobar que las componentes del impulso angular en términos
de los operadores de creacién y destruccién,

Li = —iheijka;f-ak (3)

satisfacen las relaciones de conmutacién ya mencionadas.
Uno puede comprobar que el hamiltoniano del oscilador arménico, H =
fuw(N + 3/2), conmuta con las componentes del impulso angular:

[Li, Nl = Y [Li,afan] =0, (4)

n=x,yY,z

por lo tanto los autoestados que ya conocemos del oscilador arménico, 1y, 1y, 1),
formaran mediante combinaciones lineales, autoestados de los operadores de
impulso angular. La pregunta del millén es si los autestados con L? definido
y aquellos con N definido tienen alguna relaciéon. Para esto veamos como se
relacionan de estos operadores:

2 2 f
L = —h eijkemmajaka;flam
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...=HhN(N+1) - hQa;a}akak. (5)



Entonces vemos que el operador L? es casi el operador NV, salvo por ese segundo
término con dos operadores de creacién a la izquierda y dos operadores de
destruccién a la derecha. Si consideramos solamente los estados |[N = 0) y los
tres |[N = 1) entonces

L*|N) = h*N(N +1)|N) = h?I(l + 1)|N),  para N =0,1. (6)

Por lo que en estos casos N = [, y entonces N = 0 implical =0y N =1
implica [ = 1. De esta manera vemos que el estado fundamental del oscilador
arménico tiene impulso angular nulo y los estados de ocupacién 1 del oscilador
arménico tienen impulso angular 1. Lo que no sucede es que los elementos de
la base |ng ny n.) sean del tipo |lm;). Hay que formar combinaciones lineales de
la base |ngnyn.) que sean autoestados de L, con [ = 1. Para esto hacemos lo
usual, buscamos el estado de peso méximo: L |11) = 0. En general,

‘1 1> = Cz|1m>0y702> =+ Cy|01a 1ya02> + CZ|0170y7 ]-z> (7)

ya que estd formado por estados de ntimero de ocupacién 1 (N=1). El operador
L =L, +1iL, se escribe

L, = —(al + ia;’j)az + al(aw +iay), (8)
por lo que Ly|11) =0 implica ¢; = —ic, y ¢ =0. O sea
1 .
11) = %(a; + iaf)|0). (9)
Luego aplicando L_ = L, — iL, a este estado se obtienen los restantes [10) y

|1 — 1) en término de los autoestados del oscilador arménico.
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