Fisica Tédrica 2

Segundo cuatrimestrale 2014
Guia 1: Estadoguanticospperadoresgspectrosliscretosy continuos

1. (a) Pruebe las siguientes identidades

0 = [A,[B/C]+[B,[C A]l+ [C,[A, B]] (identidaddeJacobi)
[A+B,C] = [A4,C]+[B,C|
[4B,C] = [A C|B+ A[B,C]
[AB,CD] = —AC{D,B}+ A{C,B}D —C{D,A}B+{C,A}DB

donde{ A, B} = AB + BA es el anticonmutador.

(b) Suponga quel y B son tales que conmutan con su conmutddorB]. Verifique entonces
que [A%,B] = nA""[A, B].
(c) Sean A y B, dos operadores que conmutan con [A, B]. Demostrar que

1
eAB — oA+B 1AB]

Ayuda:

(a) Mostrar que [e"4, B] = ne"[A, B]

(b) Definimos el operador g(n) = e"e"Be1A+E),
Demostrar que la derivada es: g—f] = n[A, Blg.

(¢) Integrar la ecuacién anterior.

2. Enun espacio vectorial de dimension 2 considere los operaglgres, o, que en la base ortonor-
mal{|+),|—)} con

se representan mediante las matrices

oy (o i) __[(1 o0
*={10 v=1 i o =\lo -1 )"

Estas tres matrices se conocen camadrices de Pauli

(8 ¢Son hermiticas estas matrices? Halle sus autovalores y autovectores en esta base.
(b) Verifique que se satisfacen las siguientes propiedades

det(or) = -1
Tr(og) = 0
a? = ]
oo, = €0+ 1o,

donde! representa a la matriz identiddd= 1,2, 3 (= x,y, 2), €% €S la densidad tensorial
de Levi-Civita, yé;; es la delta de Kronecker.



. Suponga una matriz ¢ex 2 X que se escribe en la forma
X=ay+o-a
dondeag y a1,2,3 son nlmeros, ¥ = (0,,0y,0).

(@) ¢Como se relacionan lag (k = 0,1,2,3) conTr(X) y Tr (01 X)?

(b) Obtengaug y aj, en término de los elementos de matkiz;. Muestre que cualquier matriz
hermitica d& x 2 X se puede escribir en esta forma.

. Suponga qué|1),|2),|3)} y {|a),|5),|7)} son dos bases ortogonales.

(a) Consideréu) = |a) —i|B) Y |v) =i|a) + |5). ¢Cuanto valgu|v)? ¢, Son ortogonales?
(b) Sedk) = S22, a; i), conk = a, 3,7. ¢ Cuanto valer2|3) y (a|3)?
(c) Escribdu) y |v) enlabas€|l),|2),|3)} y calcule nuevament@:|v).

. Usando las reglas del algebra de bra-ket, pruebe oeel@d(siguientes items:

(@ Tr(XY)=Tr(YX)y Tr(XYZ) = Tr(ZXY), dondeX,Y y Z son operadores.

(b) (XY)F =vTXxT.

(c) Calculeexplif(A)] en forma de ket-bra, dondées un operador hermitico cuyos autovalores
son conocidos.

(a) Considere dos kets) y |3). Suponga quéd’|a), (a”|a),...y (d|B),(a”|B),... son
todos conocidos, donde’) , |a”) , ... forman un conjunto completo de kets base. Encuentre
la representacion matricial del operadeyf (| en esta base.

(b) Considere ahora un sistema de egpthy seanja) y |5) iguales ds, = h/2) Y |s, = h/2)
respectivamente. Escriba explicitamente la matriz culdcme corresponde|a) (3| en la
base usuals, diagonal).

. Suponga qué) vy |j) son autoestados de algin operador hermiticg Bajo qué condiciones se
puede concluir qué) + |j) también es autoestado d@ Justifique.

. Considere un espacio de kets generado por los autdket$ de un operador hermiticd. No
hay degeneracion.

(a) Pruebe que

es el operador nulo.
(b) ¢Cual es el significado del operador

all¢a/

(c) llustre los dos puntos anteriores usantle- S, de un sistema de espln2.

9. Usando la ortonormalidad dle) y |—), pruebe que

[Si, Sj] = i€ijhSk {Si,8;} = (h*/2)5;;



10.

11.

12.

13.

donde

S = DI+ 1)
s, = DR+ 1) )
S = DI G - 1) D

Construyas - n; +) tal que
h
S i [S-hy+) =[S i)

donden esta caracterizado por los angulos que se muestran eruta.figxprese su respuesta
como una combinacion lineal de) y |—).

z

>3

B
£

[Nota: la respuesta es '
cos(3/2) [+) + sin(B/2)e" [-) .

En lugar de verificar que esta respuesta satisface la ecudeiautovalores de arriba, considere al
problema como un problema de autovalores.]

El hamiltoniano de un sistema de dos niveles es
H=a(|1) (1] —[2) 2] +[1) (2] +|2) (1])

dondea es un niumero con dimensiones de energia. Encuentre logatares de energia y los
correspondientes autoestados como una combinacioh die¢b y |2).

Un sistema de dos niveles esta caracterizado por eltbaiano
H = Hu [1) (1] 4 Ha2 [2) (2] + Hiz (1) (2] + [2) (1))

dondeH;;, Hys, Hy2 SON nUmeros reales con dimensiones de enerfiay|2) son autoestados
de algln observable(distinto d€). Encuentre los autoestados de energia y los correspueslie
autovalores. Asegurese de que su respuesta tenga senébticesnH, = 0 (no necesita resolver
el problema desde cero; use el resultado del ejercicio 10).

Un sistema de espi/2 esta en un autoestado 8e n con autovalor:/2, donden es un vector
unitario en el plana:z que forma un angule con el eje positive:.
(a) Suponga que se midg. ¢ Cual es la probabilidad de obtehgp?

(b) Evalle la dispersion d6,, es decir((S, — (S,))?). Verifique el resultado para los casos
v=0,7/2,m.



14. Un haz de atomos de espif2 es sometido a una serie de mediciones del tipo Stern-Gegtaltzh
siguiente manera:

(a) La primera medicibn acepta atomos eégn= 7/2 y rechaza atomos con = —h/2.

(b) La segunda medicion acepta atomos gpn= 1/2 y rechaza con,, = —h/2, dondes,, es
el autovalor del operadd® - n conn en el planaxz y formando un angul@ con el gjez.

(c) Unatercera medicion acepta= —h/2y rechazas, = h/2.

¢Cuél es la intensidad del haz fisal= —h/2 si el hazs, = h/2 que pasa la primer medicion
esta normalizado a uno? Como se debe orientar el segundat@parmedicion para maximizar

la intensidad del haz final, = —7/2?

15. Un cierto observable en mecanica cuantica tiene umageptacion matricial d&x 3 como sigue

1

1
0
V210 1

o = O
O = O

(&) Encuentre los autovectores normalizados de este altidery los correspondientes autova-
lores. ¢ Hay degeneracion?
(b) De un ejemplo fisico donde todo esto sea relevante.

J— cosf sinf
~\ —sinf cosf
(@) Pruebe quéd es unitaria y halle/ .
(b) Aplique la transformaciorB = JAJ~! a una matriz simétrica y verifiqgue que: (i) B es
simétrica, (ii)Tr(A) = Tr(B).
(c) Dada una matrizl simétrica, halle® de modo queB resulte ser diagonal.

16. Dada la matriz

17. Seand y B dos observables. Suponga que los autokets simultanedsydB {|a’,b")} forman
un conjunto ortonormal completo de kets base. ¢ Se puedpr@@oncluir quéA, B] = 0? Sisu
respuesta es si, pruébela. Si es no, de un contraejemplo.

18. Considere un espacio de kets tridimensional. Si un dadjigto de kets ortonormales, digamos
I1),]2),|3), se usan como kets base, los operaddrgsB estan representados por

a 0 0 b 0 0
A=1] 0 —a 0 B=]10 0 —ib
0 0 —a 0 b 0

dondea y b son reales.

(a) Obviamented tiene un espectro degenerado. ¢ También lo tiefe

(b) Muestre qued y B conmutan.

(c) Encuentre un nuevo conjunto de kets ortonormales queadakets simultaneos dey B.
Especifigue los autovalores dey B para cada uno de los tres autokets. ¢La especificacion
de los autovalores caracteriza completamente a cada &toke



19. Considere un sistema fisico cuyo espacio de estadoslesarrollado en la bagéu) , [v) , |w)}.
En esta base, los operadoié#sy B estan dados por

1 0 0 100
H=[0 -1 o0 B=|0o0 1],
0 0 —1 010

mientras que los operadorésy S se definen segin
Llu) =[u) Llv)=0 Lw)=—|w)
Slu) =|w)  Slo) =lv)  Slw) = |u)

(&) Muestre qudéd y B conmutan. Construya una base de autovectores comunes a.ambo

(b) ¢Cuales de los conjunté#l },{B},{H, B},{H?, B} son CCOC?

(c) Escriba las matrices que representan a los operafipfe’s S, y S? en labas|u) , |v) , |w)}.
¢, Son estos operadores observables?

20. Dos operadores hermiticos anticonmutan, es deci{qu&} = AB + BA = 0. ¢Es posible
tener un autoket comln déy B? Pruebe o ilustre su conclusion.

21. Dos observabled; y A,, que no involucran explicitamente el tiempo, no conmufain (4;] #
0), pero se sabe que ambos conmutan con el hamiltonjano | = [As, H] = 0). Pruebe que
los autoestados de energia son, en general, degeneratbpsexcepciones? Como un ejemplo,
puede pensar en el problema de fuerzas centfalesp?/2m + V (r), conA; — L.y Ay — L.

22. (a) La manera mas facil de derivar la desigualdad de &zhes la siguiente. Primero observe
que
((af + A7 (3]) - (la) + A[B)) = 0
para cualquier nUmero complejo Luego, elijax de tal forma que la desigualdad anterior
se reduzca a la desigualdad de Schwary) (8|3) > | («|B) |*.

(b) Para dos observablesy By un estado cualquiera, pruebe la relacion de incertezergien
izada

1
2 2 2
((A4?)((AB)) = T (A B)I

dondeAA = A — (A).
(c) Muestre que el signo igual en la relacion de incertezzegizada se obtiene cuando el

estado en cuestion satisface

AAla) = AAB |a)

donde\ es un imaginario puro.

(d) Verifique que la funcion de onda de un paquete gaussitaua por
(o) = (2md?) Y exp [Z W @)

/

ho 4d?
satisface la relacion de incerteza minima
h
2 PAR—
Vi) /(ap?) =3 .
Muestre también que la condicion
(2'|Az|a) = (2| Apla)

dondec es un nmero imaginario, efectivamente se cumple para giauete, en acuerdo
con (b).




23. (a) Calcule
((A8:)2) = (S2) — ()
donde el valor de expectacion es para el estiide. Usando su resultado, verifique la
relacion de incerteza generalizada,

((a47) (aBY) = L (A B)P
conA — S,y B — S,.

(b) Verifique la relacion de incerteza cen— S,, B — S, para el estadd,+.

24. Encuentre la combinacion lineal Be) y |—) que maximiza el producto

((A5.)2) ((A8,)?) .

Verifique explicitamente que para la combinacion lineed gncontro, la relacion de incerteza para
Sz 'y Sy no se viola.

25. * Evalte((Az)?) ((Ap)?) para una particula confinada en un pozo unidimensional

v — 0 si0l<z<a
] oo enotrocaso

Hagalo tanto para el estado base como para los estadoglescita

26. Algunos libros definen que un operador es real cuandcs ted® elementos de matr@|A|b”)
son reales en alguna representacifj’{} en este caso). ¢Es este concepto independiente de la
representacion, es decir, los elementos de matriz pexeanmeales aln cuando se use otra base?
Verifique su respuesta usando operadores familiares &Qmcs., 0z y p,.

27. Construya la matriz de transformacion que conectada dandeS, es diagonal con la base en
qguesS, es diagonal. Muestre que su resultado es consistente cela¢sOn general

U = Z ‘b(T)> <a(7‘)

28. (a) Suponga qug¢(A) es una funcion de un operador hermitidacon la propiedadd |a') =
a’ |a"). Evalle(b”|f(A)|b') suponiendo que se conoce la matriz de transformacion kentre
based’ y la base'.

(b) Usando el analogo continuo del resultado obtenido grevalle

(P"|F(r)p’)

Simplifique su expresion tanto como le sea posible. Noterque/z2 + y2 + 22, donde
x,y, z Son operadores.

29. (a) Sear y p, la coordenada y el momento lineal en una dimension. Ewallieorchete de
Poisson clasico
{z, F(p2)}clasico

(b) Sean ahora y p, los correspondientes operadores cuanticos. EvalUenetatador

ipLa
h )] ?

y compare con (a) cuand®(p,) = exp(ipza/h).

[z, exp(

6



(c) Usando el resultado de (b), pruebe que

nga) |2") con z|z') =2 |a)

exp(

es un autoestado del operadorg, Cual es el correspondiente autovalor?

30. (a) Verifique que las igualdades

oG ., OF

pueden derivarse a partir de las relaciones de conmutagidiamentales, para cualquier par
de funcioned’ y GG que puedan ser expresadas en serie de potencias de su @mumen

[zi, G(p)] = ih

(b) Evale[z?,p?]. Compare su resultado con el corchete de Poisson cl@stco?} . jasico

31. El operador de traslacion para un desplazamiento iesfiaito esta dado por

7(1) = exp (—zg : l)

dondep es el operador impulso.
(a) Evaluelx;, T (1)].

(b) Usando (a) (o de alguna otra forma), demuestre como el dal expectaciorix) cambia
frente a traslaciones.

32. (a) Pruebe lo siguiente
(Wlala) = ihg (la)

/N - 0 /
Blela) = [ s ingvae)

dondev, (p') = (P'|a) y ¥p(p’) = (p'|B) son las funciones de onda en el espacio de mo-
mentos.

(b) ¢Cual es el significado fisico dep(ixz=/h), dondex es el operador posicion¥ es algln
namero con dimensiones de momento? Justifique su respuesta



