Fisica Tédrica 2

Segundo cuatrimestrale 2014
Guia 4: Impulsoangulary rotaciones

. Considere la matriz d&x 2 .
ap+10-a

U == 0 - )

apg — 10 -a

dondeag es un numero real, ¥ es un vector de 3 componentes reales.

(a) Pruebe qué& es unitaria y unimodular.

(b) En general, una matriz unitaria unimodularXe 2 representa una rotacion en tres dimen-
siones. Encuentre el eje y el angulo de rotacion paem terminos deg y las componentes
del vectora.

. El hamiltoniano dependiente del espin de un sistema electron-positron en presencia de un campo
magnético uniformd3z, puede escribirse como

H = ASE©) . glh) 4 (@) (867 — gy

mc
Swponga que la funcion de espin del sistema esta dadapor @ |—), . .

(@) ¢Es ésta una autofuncion féieen el limite A — 0, eB/mc # 0? Silo es, ¢cual es el
autovalor de energia? Sino lo es, ¢cual es el valor de expectacidf de
(b) Repita el problema cuandd/mc — 0, A # 0.

. Considere una particula de espin 1. EvalGe los elementos de maffizSje+ 1)(S, — h) y de
S.(Sz + h)(S, — h) sin usar la representacion matricial fig

. * Considere el hamiltoniano de un cuerpo rigido
1 /K? K2 K2
H=- (21,8223
2 <Il + I + Ig>

donde K es el impulso angular en el sistema de coordenadas fijo al cuerpo. A partir de esta
expresion obtenga la ecuacion de movimiento de Heisenberdgarduego halle las ecuaciones
de movimiento de Euler en el limite correspondiente.

. ¢ Cual es el significado de la ecuacdidén' A,U = > Ry A;, donde las tres componentesAison
matrices? A partir de esta ecuacion, muestre que los elementos de(méttjan) se transforman
como vectores.

. Considere un estado arbitrafi®) de un sistema de esplr2, sobre el que se aplica una rotacion
en un angulay alrededor del eje,

b =exp (<152 ) ja)

(@) Calcule(S;) en el sistema rotado, en funcion de los valores de expectasiory (S,) en
el sistema original.




(b) Muestre que para una rotacion2teen ¢ se satisface

) g =—lo) .

Observe que no se obtiene el mismo estado debido a un facfasele ¢ Puede observarse
este efecto? VeRhys. Rev. Le®85, 1053 (1975), d°hys. TodayDic. 1980, pag. 24.

7. (a) Usando las propiedades de conmutacion y anticomiuatde las matrices de Pauli, pruebe
la identidad
(c-a)(oc-b)=a-b+ioc-(axb),

dondea y b son dos vectores complejos en tres dimensiones.

(b) Usando (a), muestre que el operador rotacion para tensisde espirnl/2 en la base
{|+),]-)} se puede escribir como

D(n, ¢) = exp (—z’s .hﬂ¢> = Icos% —i0 - ﬁsin% )

dondel! es la matriz identidad.
(c) Escriba explicitamente la matriz 8ex 2 que representa la rotaci@m(n, ¢).

(d) Sean el versor definido por los angulos polarey G segiin se muestra en la figura. Aplique
al ket|+) el operador de rotacion adecuado para obtener el effadn +), que representa
un espin orientado segin Compare el resultado con el obtenido en el problema 10 de la
guia 1.
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8. Considere la secuencia de rotaciones de Euler de un sistemspirl /2 representada por

D(1/2) (Oé, 0, 'y) = D(i, oz)D(S’, ﬁ)D(iv ’7) :

(a) Muestre que la matriz dex 2 que representa esta rotacion es

p(1/2) (a757fy) = exp (—z‘%) exp <—z‘M> exp (—Nﬂ)

2 2

e~ H0tN/2cog 8 —emila=1/24in &
@ N2gin 8 it/ ¢og '

(b) Debido alas propiedades del grupo de las rotacionesrasps que esta secuencia de opera-
ciones sea equivalente a una Unica rotacion alrededdgte aje con angul@. Encuentre
0y la direccion de dicho eje.

9. Seal un operador de momento angular cualquiera, es decir queosyzonentes satisfacen las
relaciones de conmutaciéd;, J;| = ihe;jiJj.
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(a) Se definen los operadores de subida y bajada en la foyma J, +iJ, y J_ = J, —iJ,.
Demostrar las siguientes propiedades

Jo,J] = 2hJ., [J.,Jy]=hJy, [J.,J.]=—hJ_
JoJ.o = JP—J*4hJ,
Jrljm) = Wi+ 1) —mm=1)|j,m=1)

Jilj,+j) = 0.

(b) Mostrar que cualquier estado desatisface(.J,) = (J,) = 0, y que si en cierto estadg)
se satisfacd, 1)) = hm |¢), entonces sobre ese estado el valor medio de la proyeceion d
impulso angulag sobre una direccioi que forma un angulé con el ejex es(J - n) =
hm cos 6. Interprete el resultado.

10. Construya, por aplicacion de los operadores de subilgabajada, las matrices que representan a
los operadores.?, L,, L,, y L. en el subespacio generado por la bfige1),|1,0),[1,—1)} de
autoestados dB? y L,. Verifique explicitamente multiplicando las matricesdkacion|J,, J,| =
ihJ,.

(@) Encuentre la basgl,m,)} de autoestados d&® y L, de dicho subespacio. Escribala como
combinacion lineal de log, m).

(b) Sea un estado descripto por el vector

1
= —(]1,1) —|1,—1)) .
%) 7 (11,1) = [1,-1))
Si se mideL,, ¢ qué valores pueden obtenerse y con qué probabilid&tkgsta el calculo si

se mideL,,.

(c) Sobre el estadp)) se mideL, y se obtiené:, e inmediatamente después se mige ¢Qué
valores pueden obtenerse y con qué probabilidades?

11. Un autoestado de momento angujay) se rota en un angulo infinitesimablrededor del eje y.

Sin usar explicitamente la forma de la funci@ﬁj}m, obtenga una expresion para la probabilidad
de que el nuevo estado rotado se encuentre en el estadabrigista términos de ordeh

12. * Muestre que las matrices dex 3 G; (i=1,2,3) cuyos elementos estan dados (8f);, =
—ihe;;,, dondej y k son indices de fila y de columna, satisfacen las relacioaedmutacion
del momento angular. ¢ Cual es el significado fisico (o ggnoo) de la transformacion matricial
gue conecta &'; con las representaciones 3l& 3 mas usuales del operador de momento angular
J;, conJ, diagonal? Relacione su resultado con la transformacion

V> V4+ndpxV,

bajo rotaciones infinitesimales. [Nota: este problema puesdultar Gtil para entender el espin del
foton.]

13. Construya los arménicos esféridds,,. Para ello, resuelva primeio, Y; ; = 0 (L en la repre-
sentacion) y aplique luego el operaddr_ aY; ; (previamente normalizado) para hallar los otros
dos restantes. Usando los resultados del problema 12h&4arcombinacion lineal de estos que
es autoestado de, con autovalor:. Verifique su resultado aplicandalg, en la representacion

14. Suponga que fuera posible un valor semi-enteré ger ejemplol/2, para el impulso angular
orbital. A partir de
Ly Yi/21/2(0,0) =0
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podemos deducir, como de costumbre
Y1/2,1/2(97 ¢) ¢/*Vsin 6 .
Intente construir entoncés /, _;/2(0, ¢) de dos maneras diferentes:
(@) aplicandadl._ aY s /2(0, ¢),
(b) usando qué._ Y;/5 _1/2(0,¢) = 0.

Muestre que los dos procedimientos llevan a resultadosadbatorios (esto da un argumento en
contra de valores semi-enterosijle

15. Considere un autoestado de impulso angular orital2, m = 0). Suponga que este estado es
rotado en un angul@ alrededor del ejg. Encuentre la probabilidad de que el nuevo estado se

encuentre em = 0, £1, y £2.

16. (a) Considere un sistema cpr- 1. Escriba explicitamente
(G=1,mJylj =1,m)

como matriz de3 x 3.
(b) Muestre que en el caso particulae 1, es legitimo reemplazaf”/+/" por

NEAW T\
1—Z<%>Slnﬁ—<fy> (1 —cosp) .

(c) Usando (b) obtenga

(%) (I+cosp) — <%> sin 3 (%) (1 —cos )
dU=1(3) = <%> sin 3 cos 3 - <%> sin 8
(3) (1 =cosp)  (J5)sinB  (3) (1 +cos)

17. La funcion de onda de una particula sujeta a un potessfi@ricamente simétrict (r) esta dada
por:
U(z)=(r+y+32)f(r).

(a) ¢EsV autofuncion del?? Si es asi, ¢cual es el valor B Si no es asi, ¢cuales son los
posibles valores deque pueden ser obtenidos cuando se niitle

(b) ¢Cuales son las probabilidades de hallar a la paatesulos distintos estados condefinido?

(c) Suponga que se conoce de alguna maneralquges una autofuncion de energia con auto-
valor E. Indique como puede hallar$&(r).

18. * Usando coordenadas esféricas, obtenga una expnesia la corriente de probabilidgghara el
estado fundamental y los excitados del atomo de hidragbheestre en particular que, para los
estados com # 0, existe un flujo toroidal en el sentido de gjesta en la direccion decreciente
o decreciente dependiendo del signande

19. Considere un oscilador armonico tridimensionalr¢gix.

(&) Resuelva la ecuacion de Schrodinger en coordenad&siaaas suponiendo conocidas las
soluciones en una dimensiébn. Encuentre los niveles dayiengrlas funciones de onda.
Discuta la paridad y encuentre la degeneracion.
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(b) Resuelva en coordenadas esféricas. La ecuacion szdjaguede resolver usando la susti-
tucion 2 = z. Multiplicando las funciones de onda pet/* el problema se reduce al del
atomo de hidrobgeno cuya solucién se supone conocidaudatre los niveles de energia
y discuta la paridad y la degeneracion. Compare el resuktad (a). ¢De qué conjunto

completo de operadores son autoestados estas soluciones?

20. Parauna particula sometida a un potencial de oscitadunico tridimensional isétropo (suponga
gue todos los parametros de longitud y energia valen Kidere el estado definido por

r2 1
Y(z,y,2) = C(1+ 2 +y)exp <—5>> C= m-

Calcule qué valores pueden medirse y con qué probabitiddds siguientes magnitudes?, L,
L.,yH.



