Fisica Teodrica 2

Segundo cuatrimestrale 2013
Guia 2 Dinamica cuantica

. Se considera un sistema fisico con un espacio de estados de tres dimensiones, del cual una base
ortonormal e |uq) , |u2) , |ug)}. En dicha base el hamiltoniarfd y los operadores! y B estan

dados por

hwg 0 0 a 0 0 0 b0
H = 0 2hwg 0 A=10 0 a B=|b 0 0|,
0 0 2hwy 0 a O 0 0 b

dondewy, a, y b son constantes positivas. tA= 0 el estado del sistema €8(0)) = % lut) +
3 luz) + 5 [us).
(@) Ent = 0 se mide la energia del sistema. ¢Qué valores pueden encontrarse y con que proba-

bilidad? CalculeH) y (AH) para el estad@)(0)).

(b) Sient = 0 en lugar de medif{ se mideA, ¢qué resultados pueden obtenerse y con qué
probabilidad? ¢ Cual es el vector de estado inmediatamente después de la medida? Repita el

calculo si en lugar del se mideB.
(c) Sient = 0 no se midi6 nada, calcule(t)). Repita el calculo si se midio: (7, (i) A,
o (iii) B. Discuta, en cada caso, qué resultados se obtendrian si se midisestantet.
Idem para: ()H, y (i) B.
. Seanjy1) Y |¢2) autoestados del hamiltoniarf® con autovalored’; y Es respectivamente. A

t = 0 el estado del sistema ¢8,) = a; |p1) + a2 |p2). Muestre que el valor medio de un
operadorB arbitrario varia armoénicamente en el tiempo con frecuencia|E; — E1|/h. Note

que el periodo de esta oscilacion satisfdée— E1| T = h.

. Considere el hamiltoniano de un sistema de e§p2ren un campo magnético externo uniforme

B en la direccior,
H:-(ﬁ)szzwsz.
mc

(8 Verifique que los autoestados 8lg|+) y |—) son también autoestados de la energia, y calcule
los correspondientes autovalores.

(b) Suponga que eh= 0 el sistema esta descripto por) = %(IH + |—)), que corresponde
al estadaS,+. Calcule el ket de estada, t) en un instante posterior

(c) Calcule la probabilidad de hallar al sistema en los estadasy S, — en un instante poste-
rior.

(d) Calcule el valor de expectaci@s,.) en funcion del tiempoprecesdn del esp).

(e) Encuentre en funcion deel versorn tal que|a(t)) es autoestado del operaddr n(t).

. Considere nuevamente el problema de la precesion del espin. Utilizando el hamiltoniano del pro-
blema 2, escriba las ecuaciones de movimiento de Heisenberg para los operadores dependientes
del tiempoS,(t), Sy(t) y S.(t). Resuélvalas para obteng(t), S,(t) y S.(t) como funciones
del tiempo. Compare el resultado con el obtenido en el problema 2 y discuta.
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@o,

(@) Seanf(z,p) y g(x,p) dos magnitudes fisicas, ¥ y G sus correspondientes operadores
cuanticos. Analice la validez de la relacion de corresipocia

1o IF.G)

50 ih = {/. 9}clasico:

para el caso particulgf(x, p) = p?y g(x,p) = 2.

(b) Pruebe que
w=(3)  w--(3) )

dondeH es el hamiltoniano (este es un ejemplo particular del teamenEhrenfest).

Considere un paquete de ondas correspondiente a lautadibre unidimensional. Ag este
satisface la relacion de incerteza minima
2

((A2)?) ((Ap)°) = = (t=1t0).

(a) Muestre, aplicando el teorema de Ehrenfest,(glies una funcion lineal del tiempo, mien-
tras que(p) permanece constante.
(b) Escriba e integre las ecuaciones de movimiento peray ({z,p}).
(c) Muestre gue para una eleccion conveniente del origdieaipo, se satisface la relacion
2
2\ _ ((Ap)3) ,» 2
((A2)’) = =200 1 (Aa)) |

donde((Az)3) y {(Ap)3) son las dispersiones en el instarge ¢, Como varia el ancho del
paquete en funcion del tiempo? Interprete el resultado.

Seaz(t) el operador coordenada para una particula libre en unandiore en el esquema de
Heisenberg. Evalle

[z(t), z(0)] -

. Considere una particula en un potencial unidimensibita) = —kx (por ejemplo, puede corres-

ponder a un campo gravitatorio 0 a un campo eléctrico umiégr

() Escriba el teorema de Ehrenfest para los valores medit@smbsicion: y el momentagp de
la particula. Integre las ecuaciones y compare con eltegkitlasico.

(b) Muestre que la dispersigiiAp)?) no varia en el tiempo.

(c) Escriba la ecuacion de Schrodinger en la represémtdép) }. Deduzca luego una relacion
entred;| (p|ly(t)) 12y 0,] (p|(t)) |?. Integre la ecuacion e interprete.

. Considere una particula en tres dimensiones cuyo tmanaitto esta dado por

2
H=2 1vx).

2m

(a) Calculanddx - p, H] obtenga
d p?
E< 'P) <E>_< ALK

Para identificar la relacion anterior con el analogo enaniea cuantica del teorema del
virial, resulta esencial que el miembro izquierdo sea ngRajo qué condicidn ocurre ésto?

2
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(b) Paraeste caso en particular, considere un potenciaddfemeo de grade, es deci/ (\x) =
AV (x). Analice los casos particulares= —1 (potencial de Coulomb) % = 2 (oscilador
armonico).

(c) ¢Es el operadat - p hermitico? Repita el célculo realizado en (a) pgrax, H|. ¢Puede
construir un analogo cuantico del producto clasicg que sea hermitico?

Muestre que el estado fisico de una particula simesgth completamente especificado por la
densidad de probabilidaer) = |1 (r)|? y la corriente de probabilidad

h
i) = S (V) |

donde$ denota la parte imaginaria de la expresion entre paiigntBara ello, asuma la funcion
de onday(r) conocida y con argumentdr),

Y(r) = \/p(r) et .
Muestre que
) h
i) = —p(r)VE)
Deduzca que dos funciones de onda con la misma dengidady corrientej(r) solo pueden

diferir en una fase global.

Seg(r) la corriente de probabilidad asociada a la funcion de an@a que describe el estado de
una particula de masa en tres dimensiones.

(@) Muestre que
m [[iw)d'r =) .

(b) Considere el operaddr = r x p. Muestre que
m/r x j(r)d®r = (L) .

Searja’) y |a”) autoestados de un operador hermiticoon autovalores’ y o’ respectivamente
(¢’ # a”). El operador hamiltoniano esta dado por

H =46 (|a) (a"| + ]a") (a])
donded es un niumero real.

(a) Claramenteja’) y |a”) no son autoestados del hamiltoniano. Escriba los autaesel
hamiltoniano. ¢ Cuales son sus autovalores de energia?

(b) Suponga que se sabe que el sistema esta en el @éstado = 0. Escriba el vector de estado
en el esquema de Schrodinger para 0.

(c) ¢Cual es la probabilidad de encontrar al sistem@’¢marat > 0 si se sabe que esta en el
estadda’) at = 0?

Una caja conteniendo una particula es dividida en dogadimientos (izquierdo y derecho) a
través de un separador fino. Si se sabe que la particdadekiado derecho (izquierdo) con
certeza, el estado se representa por el autoestado debpd&iti(| L)), donde se han despreciado
variaciones espaciales dentro de cada mitad de la cajactinde estado mas general puede ser
escrito como

@) = |R) (R|e) + |L) (L]a)
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donde(R|«a) y (L|or) pueden ser consideradas como funciones de onda. La [earicedetune-
lear a través del separador; este efecto tlnel es caractenmad! hamiltoniano

H = A(|L) (R| + |R) (L)
dondeA es un nimero real con dimensiones de energia.

(a) Encuentre los autoestados de energia normalizadagles3on los autovalores de energia
correspondientes?

(b) En el esquema de Schrodinger los kets h&5ey | L) estan fijos y el vector de estado varia
con el tiempo. Suponga que el sistema esta dado pler)elado anteriormente &= 0.
Encuentre el vector de estaflo, t) para un tiempad > 0 aplicando &«) el operador de
evolucion temporal apropiado.

(c) Suponga que &= 0 la particula esta del lado derecho con certeza. ¢ Cualmsiabilidad
de observar a la particula en el lado izquierdo como fundil tiempo?

(d) Escriba las ecuaciones de Schrodinger acopladas asrfuthiciones de ondé&R|a,t) y
(L|a, t). Muestre que las soluciones de las ecuaciones de Schebdacgpladas son lo
que esperaria del punto (b).

(e) Suponga que por error se escribiGcomo
H=A|L)(R| .

Resolviendo el problema de evolucion temporal mas géneraeste hamiltoniano, muestre
gue se viola la conservacion de la probabilidad.

14. Considere una molécula ciclica triatbmica como sestra en la figura. Suponga qlg,) con
n = 1,2,3 representa el estado de un electron localizado en el ateégmo. Los|,) son
vectores ortonormales y en lo que sigue consideraremopatiesde Hilbert generado por ellos.
Si despreciamos la posibilidad de que el electrobn saltendatamo a otro, el hamiltonianél,
es tal quely,) es autovector con autovald, independiente de. Definamos el operador de
traslacion dclica R segln

R |¢n> = |¢n+1>

donde hemos utilizado ciclicamente los indices (es deeirl = 1).

(&) Muestre que los autovalores Beson las raices cubicas de la unidad y halle los autovectores
asociados. ¢Puede asegurar que estos autovectalel® den también déf,?

(b) Suponga ahora que se agrega al hamiltonfdgnan termino suplementarid” que hace que
el electron pueda saltar de un atomo a otro, dado por

w |wn> = —(1(|7,Z)n_1> + |7;Z)n+1>)

dondea > 0y se ha usado la notacion ciclica. Muestre que el oper&doonmuta con
el hamiltoniano totald = Hy + W. Determine los autoestados #ie ¢ Esta localizado el
estado fundamental?

(c) Suponga que &= 0 el electron esta localizado en el atomo 1. Halle la proiokd de que
el electron esté localizado en el atomé@simo para > 0.





