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I. CLASES 1Y 2: INTRODUCCION NO HISTORICA.
ESTADOS, OPERADORES, PROBABILIDADES

A. Instroduccion

La mecénica cudntica nacié hace mas de un siglo. Lo
hizo de manera turbulenta cuando un grupo cada vez
mas grande de fisicos tomé conciencia de que la emision
y absorcién de la luz por la materia no podia ser compren-
dida dentro del marco de las leyes de la fisica formuladas
hasta ese momento. Por esa época reinaban sobre la fisica
el electromagnetismo de Maxwell, la mecanica de New-
ton y la termodindmica de Boltzmann. La formulacién
de la nueva mecanica fue una tarea titanica que recayo
en personalidades como Planck, Einstein, Bohr, Heisen-
berg, Schréodinger, Dirac, Fermi, de Broglie, von Neu-
mann, Born, Pauli y muchos otros. El desarrollo de esta
teoria comienzo6 en 1900 y recién cerca de 1930 adquirid
finalmente coherencia y solidez internas. Sin embargo
los debates sobre los fundamentos y la interpretacién de
la mecédnica cuantica no se han acallado y muchos to-
davia consideran que existen problemas abiertos, como
el famoso “problema de la medicién”.

Teniendo en cuenta que la mecéanica cuantica ya cuenta
con su mayoria de edad evitaremos utilizar aqui un en-
foque histdrico para presentarla. Tal enfoque puede ser
encontrado en la mayoria de los libros de texto y de
divulgacién cientifica escritos hasta el presente. Por el
contrario, apelaremos a una introduccién “brutal” de-
scribiendo las bases conceptuales y los aspectos mas
anti-intuitivos de la fisica cuantica. El objetivo de es-
tas primeras clases es motivar, a partir de la discusion
de experimentos concretos, el escenario de la mecéanica
cuantica. Es decir, motivar la descripcion de los esta-
dos de un sistema fisico y de sus propiedades observ-
ables asi como también el poder predictivo de la mecénica
cuéntica.

La fisica clasica describe a los estados de un sistema
fisico de una manera relativamente sencilla. Por ejem-
plo, el sistema (idealizado) tipico es la particula puntual
y su estado se describe mediante un punto en el espa-
cio de las fases. Dicho espacio tiene 6 dimensiones: tres
coordenadas que definen la posiciéon del objeto y otras
tres que definen su momento. Es decir, el estado de la
particula queda completamente definido si conocemos la
posicion y el momento. Cabe notar que estas dos magni-
tudes (posicién y momento) son propiedades observables
de la particula: pueden medirse con precision arbitrari-
amente alta (e con instrumentos que introduzcan una
perturbacién arbitrariamente pequena).

En cambio, la mecénica cuantica describe al estado de
un sistema de una manera drasticamente distinta, mucho
mas abstracta. La principal diferencia es que el estado
ya no esta univocamente asociado a las propiedades ob-
servables sino que ambos personajes, que son centrales
en la fisica (estado y propiedades), se describen de man-
era muy distinta. El origen de la diferencia es que la
mecdanica cuantica acepta un hecho experimental, que

hasta su surgimiento no habia sido notado: no es posible
determinar los valores de todas las propiedades de un sis-
tema simultaneamente. El proceso de medicién, que en
la fisica clasica puede ser considerado como un acto in-
ocuo (si bien cualquier aparato real causa un efecto sobre
el objeto medido, siempre imaginamos que en principio
nada nos impide construir otro que lo perturbe menos).
Como veremos, en la mecanica cudntica el proceso de
medicién se describe como una interaccién y todas aque-
llas cosas que denominamos ” propiedades observable” de
un sistema solo definen ”canales” mediante los cuales el
sistema puede interactuar con el resto del universo. Us-
ando una terminologia mas precisa, todo aquello que en
la fisica clasica denominamos propiedad observable no es
otra cosa mas que una magnitud que puede aparecer en el
Hamiltoniano de interaccion entre el sistema y el resto del
mundo (la posicién, el momento, el spin, etc). En estas
dos clases motivaremos la descripcién cuantica de los es-
tados fisicos, que son identificados con vectores en un es-
pacio vectorial que tiene una estructura matematica bien
definida (un espacio de Hilbert). Las propiedades observ-
ables, en cambio, se describen en la mecédnica cudntica
como operadores lineales que actian en ese espacio de
estados.

Mas adelante discutiremos alguna de las consecuen-
cias mas radicales de la mecanica cuantica que surgen in-
evitablemente a partir de esta descripcién. Por ejemplo,
discutiremos la bien conocida propiedad que establece
que no todos los observables pueden ser medidos simul-
taneamente. Pero también, discutiremos la incompatibil-
idad de la mecénica cuantica con toda teoria que acepta
la idea de que estas propiedades observables tienen val-
ores definidos (es decir, son realmente una ”propiedad
del sistema”) aunque no los midamos. La mecénica
cuantica sélo es compatible con modelos sobre la nat-
uraleza en la que se acepta el principio que condensd
Asher Peres en una frase: ”Los experimentos que no se
realizan, no tienen resultados”. Si bien este no es el obje-
tivo del curso, tomaré un tiempo para discutir las impli-
cancias filosoficas de estas ideas, que parecieran conducir
inevitablemente al idealismo (o inclusive al solipsismo).
Esto no es asi ya que la mecanica cuantica, pese a ser tan
rara, es perfectamente compatible con la idea que acepta
la existencia de una realidad objetiva externa a nosotros
(lo que el solipsismo niega) pero establece cldramente
cuales son los limites que existen en las formas en las
que podemos interactuar con esos objetos.

B. El estado de un sistema

Antes de motivar la descripcion cuantica del estado de
un sistema, es necesario definir con precisién que es lo
que entendemos por ese concepto. Diremos que el "es-
tado puro de un sistema fisico” es la maxima informacién
necesaria para predecir los resultados de todos los exper-
imentos posibles sobre dicho sistema”.

Cabe acotar que aqui estamos utilizando una de-



scripcién del estado en términos de ”informacién” y por
lo tanto esta es una descripcién subjetiva del estado ya
que la informacién estéd disponible para un dado obser-
vador (el que prepar6 al sistema en ese estado). Otra
definicién equivalente es la que presenta Asher Peres en
su celebrado texto: un estado es una clase de equivalencia
de procesos de preparacion. Es decir, un estado esta aso-
ciado a un procedimiento experimental que lo prepara.
Este proceso es una sucesién de acciones fisicas que se
ejecutan sobre el sistema en cuestiéon y que, como resul-
tado, lo preparan en un cierto estado.

Decimos que el estado es informacién necesaria para
?predecir” resultados de todos los experimentos. Esto en
mecdnica cldsica tiene una interpretacién muy clara: si
conocemos la posicién y la velocidad de una particula po-
dremos predecir todas sus magnitudes observables (y si
conocemos las fuerzas que actuian sobre la particula po-
dremos predecir sus valores en cualquier instante). En
cambio, en la mecanica cuantica solamente podremos
predecir probabilidades, no certezas. Este acto de renun-
ciamiento intelectual (aceptar que no podremos predecir
certezas sino probabilidades) es un renunciamiento al que
los fisicos se han resistido denodadamente. No es sencillo
aceptarlo. Pero la mecédnica cuantica estd construida so-
bre esa idea: "sélo podremos predecir probabilidades y
no certezas”. En algunos casos (los llamados ”estados
puros” o estados de mdxima informacién) podremos pre-
decir con certeza el resultado de algunos experimentos
pero habrd una cantidad infinita de experimentos para
los cuales deberemos contentarnos con probabilidades.

Naturalmente surge la pregunta: ”Cual es el motivo
por el cual podemos predecir solamente probabilidades
y no certezas?”. La mecédnica cudntica no responde esta
pregunta. Acepta ese hecho como una propiedad de la
naturaleza. Y, como dije mas arriba, acepta ese hecho
obligada por una abrumadora evidencia experimental a
su favor. Mas aun, por si lo anterior fuera poco: vere-
mos a lo largo del curso que es posible demostrar que las
predicciones de la mecanica cuantica son incompatibles
con aquellas en las cuales las probabiliddes se originan en
nuestra ignorancia sobre los pequenos detalles del sistema
o en nuestra incapacidad de controlar todas las variables
en un experimento (ruido). Efectivamente, podremos de-
mostrar que las probabilidades cuanticas NO se originan
en nuestra ignorancia. Pero entonces: donde se origi-
nan? Debemos reconocer que ignoramos la respuesta a
esta pregunta. La mecanica cudntica parece compatible
solamente con teorias que aceptan la existencia de una
fuente de azar intrinseco en la naturaleza.

C. El estado de un spin 1/2, la mas cuantica de las
propiedades.

El spin es una propiedad de algunas particulas que fue
descubierta en 1922 en experimentos realizados por Otto
Stern y Wolfgang Gerlach. Una particula con spin lleva
consigo un pequeno imén que, como todo iman tiene dos

polos y puede describirse utilizando una flecha imaginaria
(un vector) que se dirige desde el polo sur hacia el norte.
La longitud de la flecha (el médulo del vector) es propor-
cional a la intensidad del imén. Como veremos, imaginar
al spin como una flecha es una sobre—simplificaciéon ya
que este personaje tiene muchas cararcteristicas sorpren-
dentes. La mas sorprendente de todas ellas es la sigu-
iente: cuando medimos la proyeccién del spin a lo largo
de una direccién cualquiera obtenemos sélo dos valores
posibles.

El experimento que permitié descubrir el spin fue real-
izado, como dijimos, por Stern y Gerlach con un aparato
descripto esquematicamente en la Figura 1: En el exper-
imento original, se calentaban dtomos de Ag en un horno
y se extrala un haz por un orificio. El haz colimado
se movia aproximadamente en una direccién (digamos
que es la direccién del versor €,). Una vez colimado, el
haz ingresa en la regién contenida entre los polos de un
imén cuidadosamente disenado de modo tal que genera
un campo magnético que apunta en una direccién per-
pendicular a la del movimiento del haz (tomemos esta
direccién como la del versor €,). El campo es inhomo-
geneo, es decir, su intensidad depende de la posicién z:
B = B(z)é.. El objetivo del experimento era estudiar el
origen del magnetismo en los dtomos (o las propiedades
magnéticas de ciertos dtomos). Sin embargo, también
existia una motivacion fuerte por encontrar huellas de la
mecanica cuantica en el momento dipolar magnético ya
que la teoria de Sommerfeld predecia que todo vector que
jugara el rol del momento angular (y i se suponia que se
generaba por el giro de alguna carga alrededor del nucleo)
debia estar cuantizado y adoptar valores discretos.

| s
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FIG. 1 Cuando un haz de particulas con sin 1/2 atravieza
un campo magnético que aumenta en la direccién 2 se divide
en dos componentes (una para cada valor de la componente
% del spin).

La idea del experimento es sencilla: si un atomo tu-
viera una dada magnetizacion, llevaria consigo un mo-
mento dipolar magnético fi. Al ingresar al imén este mo-
mento magnético interactua con el campo magnético del
imdn mediante un térimino de interacciéon en el Hamil-
toniano que es de la forma H,,; = —fi - B (es decir, el



momento magnético tenderia a alinearse en forma an-
tiparalela con el campo). Como el campo es inhomoge-
neo, el término de interaccion depende de la posicién del
atomo: H;n,; = —p,B(z). Por lo tanto, aparecerd una
fuerza sobre el d4tomo que sera obtenida a partir del gra-
diente de H;yy, es decir: F, = p,0,B(z). Si a primer
orden consideramos que B(z) depende linealmente de
z (B(z) = zB’, donde B’ es el graadiente del campo
magnético que en el experimento tenia un valor de aprox-
imadamente 106 G /m) entonces la fuerza es F, = pu,B’.
Por lo tanto, los atomos desviaran su trayectoria en la
direccién €, en una cantidad proporcional al valor de
. Conociendo la velocidad de los dtomos (que define
el tiempo durante el cual permanecen dentro del iman
y son afectados por la mencionada fuerza) podemos cal-
cular la desviaciéon de la trayectoria en funcién de p,.
En resumen: el aparato construido por Stern y Gerlach
puede interpretarse simplemente como un ”instrumento
de medicién de la propiedad p.”.

Cuando se realiz6 el experimento, el resultado obtenido
fue sorprendente. Nuestra intuicién cldsica nos dirfa lo
siguiente: Si dentro del horno en el que se preparan los
atomos no hay ninguna direccién privilegiada (isotropia)
entonces se espera que los atomos salgan del horno
tomando todos los valores posibles de i, distribuidos en-
tre un valor maximo pg y uno minimo —pg (po serfa
entonces la magnitud del momento dipolar atémico ji.
En esta situacién el resultado esperado del experimento
de SG es que los atomos tendrian que sufrir todas las
desviaciones posibles que corresponden a todos los val-
ores entre +pp. Claramente, en un experimento como
este, podriamos extraer el valor de pp. Sin embargo,
este no fue el resultado sino que lo que e observd fue
que los atomos sufrian sélamente dos desviaciones, com-
patibles con dos valores precisos de pu, = +pg. Es-
tos dos valores pudieron ser medidos y resultaron ser
o = geh/2me donde m y e son la masa y la carga
del electrén, g es el factor giromegnético del electrén (y
que es g = 2) y h resulté ser la constante de Planck
h = h/27 = 1.05457 x 1073 Joules x seg. Es decir,
los angulos de desviacién en el experimento son tales
que tan(d) = ehB’L/2m?cv3 donde L es la longitud
del imén y vg es la velocidad de los dtomos (para que
la separacion entre los haces sea significativa es nece-
sario usar imanes que tengan valores de B’ suficiente-
mente altos y dtomos suficientemente lentos). En el imdn
original el gradiente del campo magnético era de alrede-
dor de 10° Gauss/m y la velocidad era de alrededor de
vg = 100m/seg. Esto da lugar a desviaciones de alrede-
dor de tan(f) = 3 x 1073(L/metro). O sea que para un
aparato de L = 1m se obtenfa tan(f) ~ 3 x 10~3. Sugiero
al lector hacer esta estimacién para lo cual es necesario
usar datos tales como que m = 9 x 103'kg ademds del
mencionado valor del cociente e/m ~ 1.7 x 1011C/kg.

El experimento fue repetido numerosas veces y los re-
sultados fueron confirmados con precisién asombrosa. El
mismo resultado se obtiene si el eje del iman se alinea
en cualquier otra direccién. Es decir, cada vez que medi-

mos alguna componente de [ (fiz, fty O [z, POT ejemplo)
obtenemos solamente dos resultados. En lo que sigue,
definiremos a partir del vector [ otro vector al que lla-
maremos spin, que es tal que y = geg /mec. Los resulta-
dos anteriores implican que la medicién de cualquier com-
ponente del spin S da como resultado los valores +h/2.
En estos términos, diremos que el experimento de SG
mide alguna componente del spin.

Si bien este resultado es sorprendente, son mucho mas
sorprendentes los resultados que se obtienen a partir del
estudio de secuencias de experimentos de SG. Analizare-
mos estas secuencias en lo que sigue.

D. Secuencias de experimentos de SG

Por simplicidad, usaremos un esquema sencillo para
denotar lo que sucede en un experimento como el de
Stern y Gerlach. Evitaremos todos los detalles y dicho
experimento serd descripto por un diagrama como el de
la Figura 2. En ese esquema, el versor €, denota la di-
reccién del campo magnético del iman. El dispositivo
separa un haz entrante en dos componentes. Es impor-
tante destacar que en el diagrama NO incluimos la pan-
talla donde colectamos los 4tomos sino solamente el pro-
ceso de separacién que permite obtener dos haces a partir
de uno solo. Por ese motivo podemos hacer una primera
secuencia de experimentos en los que demostramos que
el proceso de separacién en dos haces puede ser rever-
tido. Esto estd descripto por la Figura 3. El aparato
que invierte la accién del primero tiene que tener cam-
pos magnéticos apropiadamente elegidos para deshacer
la accién de los primeros.

e o
€
%1 = anasile
2 T o win
FIG. 2 Esquema que describe un aparato de Stern Ger-

lach con el campo magnético orientado en la direccion é,.
El aparato divide el haz incidente en dos haces salientes.

1. La primera secuencia es la secuencia trivial, que no
da lugar a ningun resultado sorprendente, pero que
pone en evidencia la reversibilidad del proceso de
separacion de un haz en sus dos componentes de
spin.

2. La segunda secuencia de experimentos de SG tam-
poco dard lugar a resultados sorprendentes. En
efecto, consideremos una sucesién de dos aparatos
de SG con el iman orientado en la misma direccién
€. Después del primer aparato bloqueamos el haz
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FIG. 3 Primera secuencia de aparatos de Stern Gerlach. El
efecto

del campo que separa el haz incidente puede revertirse.

asociado a la componente de S, = —h/2 y hace-
mos que la otra componente ingrese al segundo
aparato. Nos preguntamos: Cudl es la proba-
bilidad de que una particula sea detectada a la
salida del segundo aparato salié6 por el haz supe-
rior del primer aparato? El resultado experimen-
tal es que dicha probabilidad es igual a 1. O sea,
Prob(Siz) = —|—ﬁ/2|5§1) = +h/2) = 1 (la proba-
bilidad de que la segunda medicién de S, sea /2
dado que la primera también fue //2 es igual a la
unidad. Experimentalmente, podemos confirmar
esto haciendo dos experimentos: primer hacemos
un experimento en el que sélo usamos el primer
aparato y detectamos el niimero de particulas (por
unidad de tiempo) que llegan a la pantalla por el
haz correspondiente a S, = h/2. Luego colocamos
el segundo aparato y verificamos que el niimero que
llega por el haz superior es idéntico al anterior. Ob-
viamente este mismo resultado se obtiene con una
secuencia de dos aparatos de SG con el iman orien-
tado en la misma direccién (cualquiera sea ella).
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€1 y €, el resultado de la mencionada probabili-
dad es Prob(& - S® = +h/2l¢; - SO = +1/2) =
(14-¢€4-€3)/2. El caso anterior corresponde a direc-
ciones ortogonales en las que €] - €o = 0, mientras
el primer caso corresponde a €] = €.
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FIG. 5 Tercera secuencia de SG: El primer aparato sélo deja
pasar las particulas con la comopente S, = +5/2, el segundo
analiza el valor de S5. Se obtiene que ambos resultados +7,/2
son equiprobables.

Este resultado es interesante pero no es imposible
de reconciliar con nuestro sentido comtn. Podemos
razonaar de la siguiente forma para comprenderlo.
El primer aparato de SG filtra las particulas de
acuerdo a su componente S, y el segundo lo hace
de acuerdo a su componente S,. El resultado se
explica simplemente aceptando la idea de que de
todas las particulas que tienen S, = fi/2 la mitad
tiene S, = fi/2 y la otra mitad tiene S, = —h/2.
No sabemos cual es el motivo por el que esto podria
suceder pero al menos podemos concebir esta ima-
gen sencilla del comportamiento del spin. Notable-
mente, esta imagen colapsa cuando consideramos
la secuencia de tres aparatos de SG.

4. La cuarta secuencia es crucial. Encadenamos dos
aparatos de SG con el imén orientado en la di-
reccién €, y entre ellos colocamos un tercero con
el imén orientado en la direccién €,. Tomamos las
particulas con S, = h/2 que salen del primero y
luego las que salen del segundo con S, = i/2. Si

FIG. 4 Segunda secuencia de aparatos de Stern Gerlach: fuera cierto el razonamiento esbozado en el parrafo
campos magnéticos orientados en direcciones perpendiculares. anterior todas estas particulas deberfan tener S, =
Ambas salidas finales son equiprobables. l/2 en el dltimo aparato. Es decir que la prob-

3.

La tercera secuencia ya es menos trivial que las an-
teriores. Analizamos una secuencia donde primero
tenemos un aparato de SG con el iman alineado en
la direccién €, y luego otro con el iméan alineado
en la direccién €,. Nos hacemos la misma pre-
gunta que antes: Cudl es la probabilidad de que
un atomo salga por el haz superior del segundo
aparato dado que salié por el haz superior del
primero? (la estrategia para medir estas probabili-
dades es la misma que en el caso anterior: se necesi-
tan dos experimentos). La respuesta experimental
es que esta probabilidad es igual a 1/2. Es decir:
Prob(st” = +h/2|S" = +h/2) = 1/2. En gen-
eral, si analizamos una secuencia de dos aparatos de
SG con imanes orientados en direcciones arbitrarias

abilidad de que las particulas salgan por la rama
superior del iltimo aparato, dado que salieron por
la rama superior de los dos primeros deberia ser
igual a 1. Sin embargo, el resultado del experi-
mento no es este. Esa probabilidad resulta ser igual
a 1/2. Asimismo, es 1/2 la probabilidad de que las
particulas salgan por la rama inferior del ultimo
aparato. Es decir:

Prob(S®) =n/2 | S& =hn/2ASH =h/2) =1/2
Prob(S®) = —n/2 | S =n/2nSM =1/2) =1/2

El resultado es sorprendente. Intercalando un
aparato que mide S, entre dos aparatos que miden
S, hacemos aparecer particulas con S, = —f/2 (la
mitad) siendo que si no intercalamos el aparato que



mide S; no obtenemos ninguna particula en el haz
inferior. Este experimento es dificil de comprender
y sblo la mecénica cudntica es capaz de formular
un modelo predictivo que describa correctamente
el resultado de esta secuencia de experimentos.

4

FIG. 6 Cuarta secuencia de SG: El primer aparato solo deja
pasar las particulas con la comopente S, = +5/2, el segundo
deja pasar aquellas con S, = +7/2 y el tercero analiza nueva-
mente el valor de S,. Sorprendentemente en el tercer aparato
la probabilidad de cada resultado es 1/2.

5. 5 Analogia con el experimento de dos rendijas. Esta
dltima secuencia tiene la notable propiedad de es-
tablecer una muy clara analogia con el experimento
de las dos rendijas de Young. En efecto, en las se-
cuencias de experimentos de SG el ingrediente fun-
damental es la interferencia de ondas de probabili-
dad. Analizaremos tres secuencias. El primer caso,
que llamaremos A es una variante de los anteriores.
Se encadenan dos aparatos de SG con el iman en
€, y entre ellos se coloca dos SG con el iman en €,
siendo uno el inverso del otro.

5 A) , : : |
B T

FIG. 7 Secuencia 5A de SG: El primer aparato solo deja
pasar las particulas con la comopente S. = +7/2. Luego hay
una secuencia de tipo 1 (trivial) construida con aparatos que
separan el haz segiin su componente S, y lo vuelven a juntar.
El tercer aparato analiza el valor de S,. Naturalmente el
Unico resultado obtenido es S, = +h/2 (con probabilidad 1).

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores
los dos aparatos de SG con el imén en €, cancelan
mutuamente su efecto. Por lo tanto, la probabili-
dad de obtener S, = h/2 en el dltimo SG es 1 y la
probabilidad de obtener S, = —//2 en ese mismo
SG es 0. Todas las particulas salen por el haz su-
perior (o sea que la pantalla estd iluminada en este
haz) y ninguna sale por el haz inferior (la pantalla
queda ensombrecida). Observamos ”luz” en la sal-
ida superior y ”sombra” en la inferior (esta es una
metéafora ya que este experimento no se realiza con
ondas luminosas).

Los otros dos experimentos tienen la misma secuen-
cia que el anterior, tal como se indica en la figura.
La diferencia es que en el experimento B se blo-
quea el haz superior que sale del primer aparato

de SG con el iman orientado en €, y en el exper-
imento C se bloquea el haz inferior. Al bloquear
alguno de los dos haces, las particulas que ingresan
al dltimo SG tienen S, = —/i/2 en el experimento
By S, = h/2 en el experimento C. Por lo tanto al
pasar por el dltimo aparato de SG, que analiza el
valor de S, la particula tiene la misma probabili-
dad (1/2) de salir por cualquiera de los dos haces.
Usando la metéfora del parrafo anterior: en ambos
haces tenemos "luz” (ya que detectamos la mitad
de las particulas en cada haz.
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FIG. 8 Secuencia 5B y 5C' de SG: En el caso A se bloquea
el haz inferior entre los aparatos que separan y juntan el haz
segun su valor de S,. En la secuencia 5C' se bloquea el otro
haz. En ambos casos, al analizar el valor de S, se obtienen
resultados equiprobables.

Este experimento es sorprendente. La intuicién
dirfa que si al ser separados de acuerdo al valor
de S, las particulas siguen una trayectoria u otra
(la superior o inferior) entonces el resultado de las
cualquier probabilidad en la estapa final del experi-
mento deberia satisfacer la igualdad P4 = P+ Pc.
Pero esto claramente no se cumple! Cuando los dos
caminos estdn abiertos (no bloqueamos ninguno)
observamos sombra en el haz inferior del SG fi-
nal. En cambio, si alguno de los dos haces esta
bloqueado (tal como ocurre en los experimentos B
y C observamos ”luz” en ambos haces del SG final.
Esto es lo mismo que sucede en el experimento de
dos rendijas de Young en el que uno puede afir-
mar que ”luz+luz=sombra” ya que hay zonas de la
pantalla donde no llegan particulas cuando las dos
rendijas estan abiertas mientras que si alguna esta
tapada en esas zonas se registran particulas.

La mecénica cudntica permite formular un modelo que
describe adecuadamente los experimentos anteriores, que
desaffan nuestra intuiciéon. En este modelo el estado del
sistema es descripto por un vector en un espacio vectorial
complejo de dos dimensiones. Cdémo surge este modelo
a partir de los resultados de los experimentos menciona-
dos? La forma mas natural de verlo es observando que
existe una analogia directa entre los experimentos men-
cionados mas arriba (secuencias de aparatos de SG) y los
que se realizan con luz polarizada. Veremos esto ahora y
luego adaptaremos el modelo que describe la luz polar-



izada para describir al spin.

E. Analogia con la polarizacién de la luz

Es importante notar que hay otros experimentos en la
fisica que dan resultados totalmente analogos a los que
describimos mas arriba para las particulas de spin 1/2.
Se trata de experimentos con luz polarizada. Como sabe-
mos, la luz es una onda electromagnética cuyo estado estd
descripto por un vector campo eléctrico E(F, t) y otro
vector campo magnético E(F, t). En el caso de las ondas
planas que se propagan en la direccién del vector k,E y B
estan en el plano perpendicular a k. La luz se dice lineal-
mente polarizada si la direccién del vector E no varfa en
el tiempo. Obviamente, puede estar polarizada a lo largo
de cualquiera de las direcciones del plano perpendicular
a k. También la luz puede tener polarizacion circular, lo
que corresponde al caso en el cual el vector E va cam-
biando de direccién rotando alrededor del eje definido por
k. La polarizacién serd circular si las amplitudes de las
distintas componentes de E son todas iguales o eliptica
cuando cuando estas son diferentes. En lo que sigue, para
establecer la analogia con el spin, apelaremos a la fisica
de los materiales birrefringentes para los cuales el indice
de refraccién de la luz depende de su polarizacién. Al
entrar en este tipo de materiales, un haz de luz se de-
scompone en dos haces (llamados por razones histéricas
ordinario y extraordinario). Es decir, un haz con po-
larizacion lineal a lo largo de una direcciéon cualquiera
E= Ey€é, cuando ingresa a ese material se divide en dos
haces cuyas campos eléctricos son Ey = Egcosbey y
Ey = Eysin &y, donde cosf = &y - &, y sinf = &y - &,.
Un material tipico que tiene este comportamiento es la
Calcita, en la que la separacién entre los haces es signi-
ficativa. Partiendo de este principio es posible construir
dispositivos simples que separan los haces EV y Ep en
dos direcciones perpendiculares entre si. Estos disposi-
tivos habitualmente tienen forma cibica y estan forma-
dos por dos prismas unidos por una superficie especial-
mente preparada (con un material multi capa, es decir
funcionan de manera mas compleja que en el caso de ma-
teriales birrefringentes). En la clase tedrica se mostrard
el funcionamiento de uno de estos artefactos, a los lla-
mamos Divisores de Haz Polarizante y usamos la sigla
PBS (por Polarizing Beam Splitter) para denotarlos (el
uso de la sigla DHP en castellano podria dar lugar a
malas interpretaciones ante permutaciones no ciclicas de
las letras). En realidad usaremos la sigla PBSy,, en
la que los subindices nn’ indican las direcciones en las
que los dos haces salen polarizados (y deben ser tales
que €&, - €, = 0). El divisor de haz PBSgy refleja
la componente polarizada horizontalmente y transmite
la polarizada verticalmente. Obviamente podemos con-
struir divisores de haz tipo PBS que separen los haces
en cualquier par de direcciones ortogonales entre si. El
PBSpps denotara el divisor de haz que separa las direc-

ciones D y D’ que forman, respectivamente, un dngulo
de 7/4 y 3m/4 respecto del eje H. También es posible
usar estos dispositivos (combinandolos con ldminas re-
tardadoras de cuarto de onda y media onda que agregan
un desfasaje entre las polarizaciones en las direcciones
H y V) para construir PBS que separen un haz de luz
en sus componentes de polarizacién ciruclares (derecha e
izquierda). A estos los denominaremos PBS;_. Estos
dispositivos estan ilustrados en la Figura siguiente:

FIG. 9 Un divisor de haz polarizante PBS,,,, genera dos
haces con polarizacién a lo largo del eje €, (el reflejado) y del
eje €,, el transmitido.

Es bastante evidente que el divisor de haz PBSgy
juega un rol muy similar al del aparato de SG que separa
un haz de acuerdo al valor de S, = +h/2. La diferen-
cia que salta a la vista es la siguiente: los experimentos
que hacemos con luz polarizada (que describiremos mas
abajo) tipicamente se hacen con haces intensos (un laser,
por ejemplo). En ese régimen la analogia con las secuen-
cias de aparatos de Stern Gerlach parece tenue ya que
en el caso de SG los dtomos pasan por el aparato de a
uno a la vez (o pueden hacerlo en ese régimen). En ese
régimen (de un tnico dtomo presente en el dispositivo)
el resultado del 1ltimo experimento descripto es total-
mente anti-intuitivo ya que para explicarlo es necesario
abandonar la idea de que los 4tomos siguen una trayec-
toria o la otra.

La analogia entre experimentos SG y aquellos con luz
polarizada se vuelve completa cuando trabajamos con
haces de luz suficientemente atenuados como para poder
asegurar que hay un tnico fotén en el dispositivo. De
hecho, los experimentos que describiremos (con luz) se
pueden realizar (y se realizan) con fotones individuales.
Tipicamente esto puede hacerse aprovechando fuentes de
fotones anunciados que son de facil acceso en la actu-
alidad. En esas fuentes se generan pares de fotones,
cuyas direcciones de propagacion estan fuertemente cor-
relacionadas. En esas circunstancias, si se detecta uno
de los miembros del par, hay certeza de que otro fotén
se propaga en una trayectoria que, originalmente, esta
bien definida. A partir de ese momento, ese fotén se usa



como insumo para cualquiera de los experimentos que
describiremos a continuacion.

F. Equivalencia entre PBS y SG: experimentos de SG con
fotones individuales

En la figura de abajo se muestra el dispositivo foténico
que es totalmente analogo al aparato de Stern Gerlach
con el imén orientado en alguna direccién arbitraria
(elegimos esta como €&,). El dispositivo consiste en un
PBSpyy seguido por un espejo en el haz reflejado para
lograr que se mueva en la misma direcciéon que el trans-
mitido (esto no es estrictamente necesario!). En la rama
inferior se incluye una ldmina retardadora (una placa de
vidrio) que logra que el camino 6ptico en ambas ramas
sea idéntico.

FIG. 10 A partir de un haz de luz incidente, un divisor
de haz polarizante (PBS) genera dos haces, el reflejado tiene
polarizacion en &, y el transmitido en &,.

La reversibilidad del PBS es obvia y estd mostrada en
la figura siguiente xxx. Alli, la accién del primer PBS es
cancelada por la del segundo y obviamente el resultado
que el haz no sufre ninguna transformacioén.

La concatenacién de divisores de haz PBS orienta-
dos en distintas direcciones también es sencilla de enten-
der. Por ejemplo, la figura xxx muestra el dispositivo que
toma el haz polarizado en la direccién V' (el transmitido
en el PBSyy y lo hace pasar por un PBSpp». En este
caso, las leyes de la éptica cldsica (las leyes de Malus) nos
dicen que la intensidad de cada haz saliente del PBSpp/
sera la mitad de la intensidad entrante. Cuando repeti-
mos el experimento con fotones individuales veremos que
la mitad de los fotones va a parar a cada uno de los detec-
tores ubicados a la salida del PBSpp:. Esta secuencia
es andloga a la analizada en tercer lugar con aparatos de
SG (un SG con el imén en €, seguido por otro con el
imén orientado en €.

La concatenacion de tres divisores PBS, el primero
un PBSgy con la componente H bloqueada. Este PBS
cumple una tunica funcién: prepara un estado con po-
larizacion V' que ingresa al segundo un PBSpp/ con la
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FIG. 11 Una secuencia de dos PBS que dividen un haz
en dos direcciones que forman un angulo de 45 grados. La
intensidad del haz saliente del dltimo PB.S es la mitad de la
entrante.

componente D bloqueada y el tercero un nuevo PBSgy .
Esta secuencia es totalmente andloga a la concatenacion
de aparatos de SG analizada en cuarto lugar: El resul-
tado de esta secuencia de PB.S puede comprenderse per-
fectamente a partir del modelo que acepta que el campo
eléctrico es un vector en el plano perpendicular a la di-
reccién de propagacion y que cada uno de los PBS sep-
ara el haz de acuerdo a sus componentes en un par de
direcciones ortogonales en dicho plano (el caso de la po-
larizacién circular es andlogo). Entonces, cada uno de los
detectores ubicados a la salida del segundo PBSgy de-
tectaran la mitad de los fotones. O sea, introduciendo un
aparato que filtra la componente D, generamos fotones
con polarizacién H, que estan ausentes en el estado en-
trante al segundo divisor (ya que fueron filtrados por el
primer PBS.

El quinto ejemplo de concatenacién corresponde, lit-
eralmente, a un experimento de dos rendijas con luz (en
el régimen de fotones individuales). Este estd ilustrado
en la figura xxxx. El primer PBSgy prepara un estado
con polarizacién V. Este fotén ingresa al PBSpp: que
separa el haz en esas dos componentes. Luego de ser re-
flejados en sendos espejos perfectos, los fotones entran al
PBSp/p que invierte la accion del anterior. Tal como
vimos mas arriba el efecto de estos dos PBS se cancela
y el fotén sale por la rama horizontal en el mismo es-
tado en el que entré. Por lo tanto, al ingresar al nuevo
PBSyy siempre es transmitido (tiene polarizacién V):
la probabilidad de detectar fotones con polarizacién hor-
izontal (en el detector Dy es cero. Sin embargo, si blo-
queamos alguno de los dos caminos entre los detectores
PBSppr y PBSp/p (que estdn en una configuracién
de interferémetro de Mach Zender) la situacién cambia
drasticamente. El fotén ingresara al ultimo PBSpyy con
polarizacién diagonal (D o D’) y por lo tanto tendra
probabilidad 1/2 de ser detectado por cada uno de los
detectores. La probabilidad de detectar fotones con po-



larizacién H es distinta de cero cuando alguin camino
estd cerrado pero se hace igual a cero cuando ambos estan
abiertos: luz+luz=sombra! Cldramente, el experimento
muestra que el fotén, que es detectado como particula
(siempre en un unico detector, localizado en una regién
del espacio) no viaja siguiendo una tnica trayectoria.
Este experimento pone en evidencia el misterio central
de la mecénica cuantica.
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FIG. 12 Un experimento de interferencia con luz polar-
izada. La luz verticalmente polarizada preparada por el
primer PBSpyv ingresa al interferémetro de Mach Zender.
Los haces se recombinan y la polarizacién del haz saliente es
idéntica a la del haz incidente.

G. Cémo describir el estado de un spin 1/2?

Para formular un modelo que prediga correctamente
los resultados de los experimentos con secuencias de
aparatos de SG podemos copiar casi textualmente el
modelo usado para describir los experimentos con la po-
larizacién de la luz. El modelo para la luz es el siguiente:
El estado del campo eléctrico) se describe con un vec-
tor que es siempre perpendicular a la direccién de propa-
gacién (el magnético es perpendicular a E(F, t)). Cuando
un haz de luz caracterizado por un campo E incide en un
PBS,,, se generan dos haces. En cada uno de los haces
salientes el campo eléctrico es la proyeccién del campo
incidente en la direccién €, (el reflejado) y &, (el trans-
mitido). La intensidad del haz reflejado es |E - &,|2, o sea
que el cociente entre la intensidad incidente (I = |E|?)
y la reflejada es Ir/Iy = |Ef/|E||2 = cos? 0, donde 6 es
el angulo formado entre el campo incidente y la direccién
€, (esta es la ley de Malus para la luz polarizada). Es
evidente que si el campo incidente estd polarizado en la
direccion €, toda la intensidad serd reflejada y el haz
transmitido por el PBS,,,s tendra intensidad nula.

Hagamos entonces una copia de este modelo para de-
scribir el estado de un espin 1/2. Diremos entonces que
para un espin, entonces, el estado estara descripto por
un vector (E (que puede variar en el tiempo). Este vector
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pertenece a un espacio vectorial de dimensién 2 que, como
veremos, tiene que ser complejo. Al pasar por un aparato
de SG un haz descripto por este estado se descompone en
dos haces, cada uno de los cuales estd asociado a las dos
salidas del SG. El haz superior estd descripto por un es-
tado que llamaremos 0,, y el haz inferior estara preparado
en otro estado, que T,. Cuando el sistema esté preparado
en alguno de estos dos estados y se lo hace incidir sobre un
nuevo aparato de SG con el imén orientado en la misma
direccién, se obtiene un tnico resultado (+h/2 para 0, y
—h/2 para 1,,).

El modelo se completa, tal como en el caso de la polar-
izacién de la luz, con una forma de calcular la probabili-
dad de que si el haz entrante estd preparado en el estado
qz_g, el sistema salga por el haz superior o por el inferior
(con lo que diremos que el resultado de la medicién de S,
es, respectivamente +#/2). Diremos que esas probabili-
dades deben calcularse, tal como en el caso de la luz po-
larizada, tomando el médulo al cuadrado de la proyeccion
del estado del haz entrante qg sobre los estados asociados
a cada uno de los haces salientes. O sea: Prob(S, =
1/2|¢) = [0, - ¢ y Prob(S, = —h/2|¢) = [T, - ¢~
Cabe aclarar que no estamos usando la notacién usual
de la mecédnica cudntica en la que los vectores se denotan
como "kets”: ¢ — |¢) (esa es la notacién de Dirac).

Si aceptamos estas ideas sencillas, tenemos un mod-
elo que permite describir adecuadamente los resultados
de experimentos de SG. Pero estos resultados imponen
restricciones y caracteristicas fundamentales al modelo.
Veamos, por ejemplo, que de los experimentos consis-
tentes en secuencias de aparatos de SG surge no sola-
mente que la dimensién del espacio debe ser igual a 2
sino también que este espacio debe ser complejo.

H. Propiedades del modelo

1. Por qué la dimensién del espacio de estados es igual
a 2?7. En el modelo aceptamos dos hechos funda-
mentales: 1) Cada vez que analizamos nuestro sis-
tema con un aparato de SG con el iman orientado
en una direccién arbitraria obtenemos dos resulta-
dos (y sélo dos). El nimero de resultados distintos
en esta medicién es una propiedad que caracteriza
al sistema y, necesariamente, tiene que ser igual a
la dimensién del espacio de estados fisicos.

En efecto, el modelo aceta el hecho de que hay un
estado asociado a cada uno de los haces que salen
de un aparato de SG que mide S,,. Estos estados
los denominamos 0, y 1,. Los datos experimen-
tales nos fuerzan a aceptar el hecho de que estos
estados deben ser vectores ortonormales. La ortog-
onalidad de estos vectores surge de que |0,, - T,,|? es
la probabiliad de medir S,, = +5/2 dado que en el
SG, ingreso el estado 1,. Esta probabilidad, como
discutimos mas arriba, es nula, de donde surge que
estos estados deben ser ortogonales. La normal-



izacion de los estados es también una consecuencia
del modelo y de los datos experimentales. En efecto
|0,,-0,,|2 es la probabilidad de detectar el valor +7,/2
en la medicién de S,, dado que el estado entrante
es 6n, que, como vimos, es igual a la unidad.

En general, la dimension del espacio de estados de
un sistema es siempre igual al nimero de resultados
distintos que se obtienen en una medicién exhaus-
tiva del sistema. La pregunta que podemos hacer
es obvia: Cémo sabemos que una medicion es real-
mente exhaustiva? La respuesta es: no lo sabemos.
Hacemos un modelo que, luego de interrogar al sis-
tema con todo el instrumental que estd a nuestra
disposicién (y con toda la imaginacién de la que
disponemos para proponer experimentos). Eviden-
temente, el modelo es siempre provisorio ya que
podemos encontrar en el futuro nuevos grados de
libertad, con lo cual la dimensién del espacio de
estados deberd cambiar. El modelo es considerado
valido mientras no sea contradicho por los resulta-
dos experimentales.

. El espacio debe ser complejo. Teniendo en cuenta
lo anterior, cada aparato de SG divide un haz en
dos, y el sistema saliente en cada uno de ellos esta
preparado en un estado que debe ser ortogonal al
estado asociado al otro haz. En consecuencia, cada
aparato de SG define una base ortonormal del es-
pacio de estados. En efecto, para toda direccion é,,
el conjunto de estados B, = {6,L, fn} es una base
ortonormal.

Consideremos las tres bases B;, B, y B, asoaci-
adas a las tres direcciones cartesianas (perpendicu-
lares entre si) €, €, y €.. Los experimentos de SG
descritos anteriormente nos dicen que estas bases
deben tener una propiedad muy importante: deben
ser mutuamente ”"no sesgadas”. Esto es: si preparo
algiin vector de alguna de estas bases (por ejemplo
vec0,) y mido la probabilidad de obtener £%/2 en
cualquiera de las otras dos direcciones ortogonales,
ese resultado debe ser siempre igual a 1/2. Es decir:
In -};,\2 = 1/2 para todo j,j" = 0,1 siempre que
sea n # n' (o sea que |0, - 1,2 = [T, - 0.]? = 1/2,
etc. Esta condicién impone que el espacio vectorial
debe ser complejo, lo que puede verse de la sigu-
iente manera. Tomemos la base B, y escribamos
los vectores de B, como combinacién lineal de el-
los:

r — a6z+6
z = 762+5z

= Ol

La condicién de normalizacién implica que |a|? +
1812 = 1 |72 + |6]*> = 1. Asimismo, la condicién
de que las bases B, y B, sean "no sesgadas” im-
plica que todos los coeficientes en médulo deben ser
id”enticos a 1/v/2. En efecto, |a|?> = [0, - 0% =
1/2, etc. En consecuencia, la anterior combinacién
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lineal puede escribirse de la forma:

—

0.

%(e“ﬁ1 0, + ¢ 1))

1, %(ew53 0, + €% 1,).

Sin pérdida de generalidad, en cada uno de los es-
tados anteriores, podemos tomar uno de estas fases
iguales a 0. Esto equivale a redefinir a cada uno de
los estados 0, y 1., los que siempre estan definidos
a menos de una fase (lo que surge del hecho de que
todas las predicciones fisicas son independientes de
una fase global ya que s6lo dependen del médulo del
producto escalar entre estados). Por lo tanto pode-
mos elegir ¢1 = ¢35 = 0. la condiciéon de ortonor-
malidad entre 0, y 1, implica que debe cumplirse
que 0 = 1+ exp(i(¢ — ¢u)), 0 sea que ¢g — ¢y = 7.
Podemos encontrar soluciones a esta ecuacion de
modo tal que todos los coeficientes sean reales. En
efecto, si hacemos esto, la solucién es ¢ = 0 y
¢4 = m (o viceversa). Entonces, sin pérdida de
generalidad podemos escribir la relacién entre los
vectores de B, y B, como

!

—

0, =

=1

(0.+ I.)

=

S-Sl
o no
~—

o

Nl

\

I3

N

De lo anterior surge que esta es la unica solucién
con coeficientes reales (ya que la otra es simple-
mente una permutacién de los dos vectores). Si
repetimos el argumento anterior con los vectores
de la base B, podemos escribirlos, sin pérdida de
generalidad, como

6&/ %( 62 + eublz Tz)

I, = % 0. + ¢ 1.).

La ortogonalidad de estos estados nuevamente im-
plica que debe valer la condicién ¢} — ¢} = .
Por otra parte, si imponemos las condiciones \(_)‘$ .
6y|2 = 1/2 obtenemos que debe cumplirse que
|1 + exp(idh)|? = 2 (v andlogamente con ¢}). De
aqui es inmediato ver que las tinicas soluciones posi-
bles son ¢y = +7/2 (v ¢}, = Fn/2). En conse-
cuencia, sin pérdida de generalidad podemos tomar
¢h =m/2 = —¢}, de donde

_ 1~ -
Oy:ﬁ(()qu ’le)
- 1~ -

1, = —=(0,— ¢1,),

En conclusién, el espacio de estados debe ser com-
plejo para permitir que existan al menos tres bases



mutuamente no sesgadas, como B,, By y B,. Es
posible demostrar que en cualquier espacio vec-
torial complejo con dimension d hay a lo sumo
d + 1 bases no sesgadas. En consecuencia, el mod-
elo propuesto ”predice” que no existen otras direc-
ciones €, de modo tal que la base asociada sea no
sesgada con B, B, y B..

I. Observables y operadores

Hasta aqui, hemos descripto la forma de representar a
los estados y tambén hemos descripto la manera en que
podemos calcular probabilidades para cada resultado de
un experimento en el caso de la polarizacién y del spin.
Esto dltimo, como vimos se realiza de la siguiente forma:
Si medimos una componente de S,, siempre obtenemos
dos resultados +//2. Cada uno de estos resultados tiene
un estado asociado: el vector 0,, es aquel que describe al
estado que cumple con que la medicién de S,, da un tnico
resultado con probabilidad 1 (y el otro con probabilidad
0).

Vemos claramente que una propiedad observable de
spin (su componente S, tiene que estar representada por
un objeto matematico tal que a dos vectores ortogonales
les asigne dos numeros reales diferentes (los resultados
de la medicién). El objeto matemdticamente mas simple
que hace esto es, precisamente un operador lineal. En
efecto, deﬁnlmos el operador S, Como aquel operador tal
que S 0, =20, y S 1, =-= 1 Esto define com-
pletamente al operador S, ya que nos dice como actia
en la base de vectores B, = {Gn, Tn} Por ejemplo, el
operador 5} en la base B, resulta ser

=500 ) 1)

Podemos calcular facilmente cémo actia el operador S,
en la base B,. Para esto basta con revertir algunas de
las expresmnes anteriores para demostrar facilmente que
S 0. 1,y S, 1, = wvec0,. Haciendo lo mismo con
S obtenemos que las matrices de estos operadores en la
base B, son

- hlo1 A R0 —i

En lo que sigue usaremos la definicion de las matrices
de Pauli 0; (j = z,y,2) como aquellas que cumplen que

S]—2

S R R

Estas matrices tienen propiedades muy importantes, que
usaremos a lo largo del curso. En particular, satisfacen
las siguientes relaciones:

. Estas matrices son

{O'j70'k} == 25]'1@7 [(Tj,O'k] = 2i€jlil. (4)
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En muchas ocasiones usaremos la notaci

on ¢ para denotar a un vector de tres operadores: ¢ =
(04,0y,0:). De estas propiedades se deduce simplemente
que para cualquier vector d@ = (az, ay,a,) vale

F)=d - d L +i(@AG) G  (5)

Dejamos para mas adelante la demostracion de que de
todo lo antedicho surge naturalmente el resultado general
obtenido en una secuencia de aparatos de SG en la cual
el primero estéd orientado en la direccién €, y el segundo
en €, (que, como adelantamos tiene resultados +h/2 con
probabilidades (1 & €, - €,/)/2.

Por tltimo, en el modelo esbozado hasta aqui el pro-
ceso de medicion es siempre visto como un proceso de fil-
trado en el cual el sistema interactia con algun aparato
que tiene otros grados de libertad (en el caso del SG
el spin interactiia con la posicién del atomo por via del
Hamiltoniano de interacciéon Hi,; = —ﬁg (z)). Hasta
aqui simplemente hemos descripto esta interaccién de
manera muy simplificada dando por entendido que los
distintos valores del observable a medir dan lugar a dis-
tintos haces en los cuales el sistema queda preparado en
los estados correspondientes (cada uno de los cuales cor-
responde a un resultado diferente de la propiedad me-
dida).

J. Los experimentos que no se realizan no tienen resultados

La mecéanica cuédntica nos dice que el extrano modelo
que esbozamos mas arriba es universalmente aplicable.
Todo sistema f
1sico debe ser descripto de la misma manera. Sus es-
tados son vectores, sus propiedades observables son op-
eradores etc. Es un modelo extrano e anti intuitivo
que, como discutiremos a lo largo del curso, impone una
visién radicalmente distinta sobre la naturaleza que aque-
lla que caracterizaba a la ciencia pre-cuantica. En efecto,
nunca antes de la mecdnica cuantica la fisica se habia
planteado una limitacién epistemolégica tan fuerte como
la que caracteriza a este modelo: Siempre se habia pen-
sado que los objetos que componen el Universo no sola-
mente pueden ser caracterizados por propiedades mensu-
rables (o sea, propiedades que toman valores susceptibles
de ser medidos experimentalmente). También, la fisica
siempre acepté aquello cuya validez resulta obvia a par-
tir de nuestro sentido comin: todas las propiedades de
un objeto deberian poder determinarse simultaneamente.
Por supuesto, la determinacion simultanea de los valores
de todas las propiedades de un objeto podria ser una
tarea técnicamente dificil. Pero las dificultades técnicas
o instrumentales son siempre vistas como desafios, como
obstaculos que podemos intentar superar.

En cambio, la mecénica cudntica plantea, como ver-
emos, que no todas las propiedades observables de un
sistema pueden ser medidas simultaneamente. Suele afir-
marse que en realidad lo que sucede es que la medicién
de un observable afecta el valor de cualquier otro que



sea incompatible con el anterior. Pero esa visién es su-
perficial y, tal vez, estd demasiado atada a la historia y
no a los principios de la mecédnica cudntica. Discutire-
mos este punto cuando hablemos sobre el principio de
indeterminacién pero adelantamos algo que puede servir
como motivacién, para invitarlos a reflexionar:

La mecanica cudntica no afirma que la medicién de
un observable afecta el valor de otro complementario.
Dice algo mucho mas radical y anti intuitivo: Afirma
que ninguna propiedad observable toma valores antes de
ser medida (y la medicién es un proceso de interaccién).

La consigna: ”los expermentos que no se realizan no
tienen resultados” es probablemente la mas indigerible
de todas las ”consignas cudnticas”. A lo largo del curso
veremos maneras contundentes de demostrar su validez.
Como simple ilustracién veamos un caso hipersimplifi-
cado: Consideremos una particula de spin 1/2. Sabe-
mos que la medicién de cualquier componente del spin
da como resultado los valores +#//2. Tomemos tres di-
recciones €y, , €n,, €n, que forman un angulo de 120 gra-
dos entre si, tal como indica la figura (de modo tal que
€n, + €n, + €y, = 0. Supongamos que en la naturaleza
las tres propiedades Sy, ,, estdn definidas antes de que
las midamos (aceptamos que la medicién de una podria
eventualmente afectar el valor de la otra). Y aceptemos
dos hipdtesis adicionales: a) que los valores existentes son
idénticos a los medidos (o sea, son +//2) y b) Los val-
ores existentes estan relacionados entre si por las mismas
relaciones funcionales que los observables que los repre-
sentan (hipdtesis que se conoce con el nombre de ”con-
sistencia funcional”). Evidentemente, con estas hipétesis
llegamos a la siguiente contradiccién: Como los observ-
ables satisfacen Sy, + Sp, + Sn, = 0, la misma relacién
deberia cumplirse para los valores existentes, que tienen
que tomar valores +h/2. Sin embargo nunca es posible
sumar tres cantidades que toman valores £//2 y obtener
cero como resultado!!

Veremos unos cuantos ejemplos mas sobre las parado-
jas (o pseudo paradojas) a las que se llega si se supone
que los valores de las propiedades observables toman val-
ores antes de ser medidos. Y lo haremos relajando las
hipétesis anteriores (que pueden ser cuestionadas por var-
ios motivos).
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FIG. 13 Podriamos medir el espin en alguna de tres direc-
ciones €5, j = 1,2,3 que formen un angulo de 120 gredos
entre si. Como }.€; = 0, deberfa cumplirse que > 5; = 0

si S5 = S - €;. Sin embargo, no es posible lograr que esta
ecuacién se satisfaga si tomamos S; = +h/2. Esto es un
ejemplo mas que nos muestra que la mecanic cuantica es in-
compatible con la idea de que las propiedades observables de
un sistema toman valores bien definidos antes de la medicién.
Los experimentos que no se realizan no tienen resultados.



Il. CLASE 3: FORMALISMO. ESPACIOS VECTORIALES,
FUNCIONALES, OPERADORES (DIMENSION FINITA)

Vamos a presentar aqui los elementos matemaéticos
necesarios sobre las propiedades de los espacios de es-
tados. Como dijimos, estos espacios son espacios vectori-
ales complejos cuya dimensién es igual al nimero méximo
de resultados diferentes en una medicién exhaustiva. En
general, este nimero es infinito (no numerable) para to-
dos los casos en donde intervengan grados de libertad
de traslacién (continuos). Entonces, los espacios vecto-
riales que necesitamos analizar tienen dimensién infinita
(no numerable). Pero, por simplicidad, resumiremos en
primer término las caracteristicas de los espacios vecto-
riales de dimensién finita.

A. Espacios vectoriales

Un conjunto es un espacio vectorial, y sus elementos
se denominan ”vectores”, si es cerrado frente a una op-
eracién que llamamos "suma” y frente al producto con el-
ementos de otro conjunto (que debe ser un ”cuerpo”) a los
que llamamos ”escalares”. Entonces, un espacio vectorial
consta de cuatro ingredientes {V, +, K, x}, donde V es un
conjunto de vectores, K es un cuerpo (que tupicamente
puede ser el de los ntimeros reales o los nimeros com-
plejos), y las operaciones + y X son la suma de vec-
tores y el producto por un escalar. Si |v1) y |ve) son
elementos de V' y A1 y Ag son elementos de K entonces
|w) = A1 X |v1) + A2 X |v2) es también un elemento de
V. En general omitiremos el simbolo x para indicar el
producto de un vector por un escalar. La dimensién del
espacio vectorial dim(mathcalV) es el nimero mdximo
de vectores linealmente independientes que es posible en-
contrar en V.

B. Producto interno hermitiano

Trabajaremos con espacios vectoriales sobre los que es
posible definir un producto interno. Dados dos vectores
[v) v |w) el producto interno entre ambos se denominard
(Jv), [w)) y es tal que

e (Jv),|w)) € C, donde C es el conjunto de los nimeros
complejos.

e (Juy,|w)) = (Jw), |v))* donde el sisuperindice * se
usara para denotar el complejo conjugado.

e El producto interno es lineal en la segunda en-
trada. O sea: (Jw), A1|v1)+A2|v2)) = A (|w), |v1))+
Az (|w), [v2))-

e (¥, %) es un numero real no negativo y (|v),|v)) =0
si y sélo si [v) = 0 (donde 0 denota aqui el vector
que es el elemento neutro de la operaciéon suma de
vectores).
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C. Norma

Con un producto escalar hermitiano podemos definir
la norma de un vector asi como también una nocién de
distancia entre vectores.

e La norma de un vector se define como |||[v)|| =

V([v), [v).

e La distancia entre dos vectores se define como
la norma del vector diferencia entre ambos:

dist(fu), [v)) = [||w) = [0)]].

e El producto escalar nos permite definir también
una nocién de ortogonalidad entre vectores. Dire-
mos que |u) es ortogonal a |v) siy solo si (|u), [v)) =
0.

D. Desigualdad de Schwartz.

Todo producto interno con las propiedades men-
cionadas mas arriba satisface la ”desigualdad de
Schwartz” que establece que: |(v,%@)|? < (¥, 7) % (|u), |u)).
Esta propiedad es facil de probar: Consideremos dos vec-
tores |u) y |v). Definamos un tercer vector |z) como
la parte de |u) que es ortogonal a |v). O sea: |z) =

|u) — E\Z;\Z;g |v) (es trivial probar que (|v),|2)) = 0). De

aqui vemos que el vector |u) puede escribirse como suma
de dos vectores ortogonales simplemente invirtiendo la
expresién anterior: |u) = |z) + %hﬁ Calculando

ahora la norma de |u) obtenemos

lla)1?

2P+ M1 < (o), k) P* x s

> (o), [u)[* x

w2

Multiplicando ambos lados de la igualdad por [||v)
obtenemos la desigualdad de Schwartz.
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E. Bases ortonormales

Un conjunto de D vectores B = {|u;),i = 1,...,D}
en un espacio vectorial de dimensién D es una base
ortonormal si y solo si: a) Los D vectores son lineal-
mente independientes y b) Los vectores satisfacen que
(lui), [ug)) = 655

Todo vector |v) puede escribirse como compinacién
lineal de los elementos de una base ortonormal. FEn
efecto, [v) = >, vj [u;) donde los coeficientes u; pueden
calcularse tomando el producto interno con los estados
|uk). De este modo obtenemos vi = (|uk),|u;)). O
sea que la descomposicién de cualquier vector es |[v) =

2 ([vi) [0)) Jvi).



F. Funcionales lineales. Notacién de Dirac

f es una funcional lineal si f es una aplicacion f : V —
C (a todo vector le asigna un ntimero complejo) tal que
satisface la linealidad f(A1|v1) + A2lve)) = Arf(jv1)) +
Az f([v2)).

Es importante notar que una vez definido el producto
escalar (|u), [v)) queda definida una asociacién entre vec-
tores y funcionales. Esto es, para todo vector |v) pode-
mos definir una funcional, que denotaremos Fj,y de modo
tal que su accién sobre cualquier otro vector |w) es tal
que Flyy(Jw)) = (|v), |w)). Es decir, la funcional asociada
al vector |v) le asigna un nimero a todo otro vector |w)
que es igual a la proyeccién de |w) sobre |v).

A partir de ahora usaremos la llamada ”Notacién de
Dirac” para las funcionales. A la funcional F}, la deno-
taremos como (v| (o sea: Fj,y = (v|) y al producto in-
terno entre dos vectores lo denotaremos como (|v), |w)) =
(v|w).

G. Operadores lineales

Un operador lineal A/l es una aplicacién A V=V
tal que cumple con A(A1|v1) + Aajva)) = AA(jvr)) +
A2 A(Jvg)).

Para cada base B = {|u;),j = 1,..,D} un oper-
ador lineal tiene asociada una matriz A;;. En efecto,
supongamos que aplicamos el operador A al vector |w) =
> WiUj. Por la linealidad tenemos que |w') = Alw) =
Dok Wk Alvg). Pero el vevtor |w’) también puede desar-
rollarse en la misma base: |w’) = >, w} |v;). Entonces,
tenemos la igualdad

') = w) o) = wi Alvg). (6)
J &

De aqui podemos despejar w; tomando el producto in-

terno con [v;) y obtenemos w) = >, wy Ajx, donde
Aji = (vj|Alvg) (o sea, Aji = (|vj), Alvg))). La matriz
del operador A en la base B nos permite obtener las co-
ordenadas del vector transformado por A en funcién de
las coordenadas del vector sin transformar.

Obviamente la matriz del operador depende de la base.
Para relacionar la matriz del operador en dos bases
diferentes B = {|v;),j = 1,...,D} y B" = {|v}),j =
1, ..., D} podemos proceder de la siguiente forma: si vin-
culamos las dos bases escribiendo [v}) = >, (vi|v})|vk) ¥
reemplazamos esta expresién en la férmula para A;. b=
<v§\/1|v;€> obtenemos:

e = (lAl) =Y Wil (vl Alom) (o] [vg)

lm

o= > Uil A Upy, (7)

lm

donde definimos la matriz de cambo de base Uj; =
<v§\vm>.

15

H. Operadores a partir de kets y bras. Proyectores.
Algunas virtudes de la notacién de Dirac

A partir de dos vectores |v) y |w) podemos construir
dos operadores lineales distintos:

Pyp = u)(v],  Pou = [v)(u] (8)
donde la interpretaciéon de cada uno es simplemente que
P,, aplicado a cualquier vector |w) siempre apunta en
la direccién de |u) y tiene un médulo proporcional a la
proyeccién de |w) sobre |v). Asimismo, es facil notar que
hay un operador al que podemos denominar el ” proyector
sobre |v) que simplemente resulta ser

Plyy = [v) (] 9)

Es evidente que este operador cumple que P|2v> = Py

(que es la regla bdsica que define a un proyector). El
proyector P,y proyecta sobre un tnico vector y por eso
se dice que es un proyector de rango 1 (su matriz tiene un
unico autovalor no nulo). Podemos definir proyectores de
mayor rango simplemente sumando los proyectores sobre
dos vectores ortogonales |v1) y |v2). En efecto, el oper-
ador P o = P,y + P,y también es un proyector pero
su rango es 2. Esto puede generalizarse a proyectores de
rango mas alto, tal como veremos en lo que sigue.

Consideremos una base ortonormal B = {|u;),j =
1,...,D} y los proyectores P; = |vj)(v;|. Entonces, pode-
mos demostrar que vale que el operador identidad 1
puede escribirse como

ﬂ=Z|Uj><Uj|=Z P (10)

Esto vale para cualquier base ortonormal. Es decir, la
identidad se puede escribir como la suma de los proyec-
tores sobre cualquier base ortonormal. Esta descom-
posicion de la identidad es muy 1til ya que nos permite
obtener facilmente muchos resultados. Por ejemplo, a
partir de ella podemos obtener de manera inmediata la
relacién que existe entre la matriz del operador en dos
bases diferentes. En efecto:

= (WlAjy) = (Wi LALfef)

WHO oy DA [om) (wmllog)
l m

Z<U;‘||Ul><vl|A|Um><U7n|IU;c>

lm

> Uiy Aim Ul

m

También es evidente que la matriz U satisface que
UxUT™ =1 yaque (Ux U™ =>,U; Uy =
2ulvilo){ulvg) = (G2 v ul)lv;) = (vj[Tlvg) =

6jk-



I. Funcién de un operador

Sea una funcién f(z) R — R que ad-
mite un desarrollo de Taylor de la forma f(z) =

50 f™(@)|z=02™/n!. Entonces, dado un operador A
cual?luiera, podemos definir al operador lineal f (121) como
JA) = Szo /(@) amo A" frl.
ador exp(A) =3 ., A"/nl.

Por ejemplo, el oper-

J. Operador Adjunto. Operadores hermiticos y unitarios

Dado un operador A definimos el operador adjunto her-
mitiano, que se denota como AT como aquel operador tal
que para todo par de vectores |u> y |v) vale que

(@, Alo)) = (A'fu), [v). (11)

Es facil encontrar una relacién simple entre los elementos
de matriz de A y de Af. En efecto:

(AN = (Jv), Af|we))
= (Afor), o))" = (Jow), Alv;))*
= () (12)

O sea, la matriz de Al es la transpuesta y conjugada
de la matriz de A. Hay propiedades importantes de
los operadores adjuntos. En particular se cumple que
(AB) = BTA'. Esta identidad se demuestra trivial-
mente usando que la matriz adjunta es la transpuesta
y conjugada: ((AB)T)jk = (AB),’;J- = >, nBl =
(BN (AN, = (BT AT) .
Definimos los siguientes tipos de operadores

e Aesun operador hermitico si y solo si satisface que
A = A, Es evidente que para estos operadores
todos los elementos diagonales deben ser reales.

e U es un operador unitario si y solo si satisface
que UtU = U0t = 1. Es decir, que para estos
operadores la matriz adjunta es la inversa. Un
ejemplo importante de este tipo de operadores es
el operador de cambio de base. Dadas dos bases
B={lv;),j=1,...D} y B' = {]v}),j =1,..,D}
la matriz definida por los productos escalares entre
los elementos de ambas bases es unitaria. Es decir,
si definimos (U);x = (v/|vy) entonces se cumple que
UtU = 1. Esto puede demostrarse apelando a la
versatilidad de la notacién de Dirac de manera muy
sencilla:

Uk = Y ([T or) (o] Tlox)
l

> il Ulvg)* (vi|Ulo)

l
= D (vilog) {vflor) = D _{vlop) (vilox)

l !
(vjlvk) =
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e Como ya definimos mas arriba, los proyectores son
operadores que cumplen que P2 p.

e Un operador Aes "normal” si y solo si se cumple
que ATA = AAT (0 sea, si A ”conmuta” con su ad-
junta). Ev1dentemente, los operadores hermiticos
v los unitarios son normales.

K. Traza de un operador

Dado un operador A se define la traza de A como el
funcional lineal que cumple Tr(A) = 37 (v;|Alv;). O sea,
la traza es la suma de todos los elementos diagonales de
A en una base. Es simple ver que la traza es la misma
cualquiera sea la base en la que la calculemos. En efecto,
si usamos la base B’ en lugar de la base B para escribir
la traza, podemos ver que

> (wilAug) = D (s o) (vl Alery) (og, v;)

J jkm
= > O (Whlvg) (v lvi)) (wi | Alo),)
km j
= > (W lvi) (il Alor,)
km
= D (Wl Al),)

Una propiedad muy importante de la traza, que se deduce
de las expresiones anteriores, es que Tr(AB) Tr(BA).
De hecho, puede demostrarse que la inica funcional lineal
con esta propiedad es la traza, definida mas arriba.

L. Operadores diagonalizables

Un operador A es diagonalizable si y solo si existe una
base ortonormal tal que la matriz de A es diagonal. Si A
es diagonal en la base B entonces se cumple que Alv;) =
a;lvj). Cuando esto sucede, se dice que los vectores |v;)
son los autovectores de A y a; son los correspondientes
autovalores. .

Es importante saber cuando un operador A es diago-
nalizable. Para esto previamente definimos el polinomio
caracteristico de A, y lo denotamos como p(x), como
p(z) = det(A — z21). Un teorema importante (Cayley
Hamilton) establece que el polinomio caracteristico es an-
ulado por A, o sea: p(/i) = 0. Dado el polinomio carac-
teristico p(z) podemos encontrar sus raices (dado que el
grado de p(z) es D, alo sumo hay D raices distintas a las
que llamamos z1, 22, ..., p). O sea p(z) = [[;(z — z;)
(a menos de un factor multiplicativo, o sea, elegimos p(z)
como un polinomio ménico). Cabe notar que si Aes diag-
onalizable entonces las raices de p(x) son los autovalores
de A. Por ultimo, se define el polinomio "minimal” de fl,
denotado como m(z), como el polinomio de menor grado
tal que m(/l) = 0. Es posible demostrar, como corolario



del teorema de Cayley Hamilton, que m(z) divide a p(z)
y que m(x) tiene las mismas raices que p(x).

Dados estos elementos podemos formular la condicién
necesaria y suficiente para que A sea diagonalizable: A
es diagonalizable si y solo si el polinomio minimal m(z)
no tiene raices multiples. Como ejemplo de matriz no di-
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cuyo polinomio caracteristico es p(z) = 22 y cuyo poli-
nomio minimal es m(xz) = p(z). La matriz (que es nilpo-
tente) no es diagonalizable ya que m(z) tiene una raiz
doble.

Hay otra condiciéon mas sencilla para verificar si una
matriz es diagonalizable ya qe es posible demostrar el
siguiente teorema: A es diagonalizable si y solo si A es
normal. En la tedrica solamente voy a mencionar esta
condicién (no la del polinomio).

El método de diagonalizacién de operadores es bien
conocido: una vez conocido el polinomio caracteristico y
sus raices, para cada una de ellas es necesario resolver
un sistema de ecuaciones para encontrar los autovectores
asociados a cada autovalor. El sistema es de la forma
Alw;) = z;lwj).

agonalizable podemos mencionar a la matriz o_ = [0 1]

M. Descomposicion espectral de un operador.

Supongamos que A es diagonalizable en la base B =
{lvj),j =1,..., D} y que los autovalores asociados a cada
autovector son a;. Entonces, es facil demostrar que el
operador puede escribirse como

A=3" aj o)l

En un caso mas general, puede haber muchos autovec-
tores que tengan el mismo autovalor. La degeneracién
del autovalor a; serd igual al nimero méximo de au-
tovectores ortogonales que tienen autovalor a;. La de-
notaremos como g; y no es otra cosa que la dimensién
del subespacio asociado al autovalor a;. En ese caso,

la base de autovectores de A puede escribirse como
B ={|vju;), j=1,...K, pj =1,....,9;} (en este cado,
la dimensién del espacio de estados es D = Zszl gj)-
Entonces, la descomposicién espectral del operador es

K 9gj
A=>"a; Y (v, ) (] (13)
Jj=1 p=1

En cualquier caso, esta desomposicion es del tipo A=
>_; a; II; donde II; es el proyector sobre el subespacio
asociado al autovalor a; (cuya dimensién es g;).

N. Operadores compatibles. Teorema: compatibles si y
solo si conmutan.

Sean dos operadores diagonalizables A y B. Se dice que
estos operadores son compatibles cuando son diagonaliz-
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ables en la misma base (o sea, tienen una base comin de
autovectores). Podemos demostrar que dos operadores
A y B son compatibles si y s6lo si conmutan (o sea, si y
sélo si [A,B] = AB — BA =0.

Este teorems es muy sencillo de probar en una di-
reccién. En efecto, si los operadores son compatibles
entonces es evidente que conmutan ya que dos matri-
ces que son diagonales en la misma base conmutan (su
producto, en cualquier orden, es diagonal en la misma
base). En la otra direccién, el teorema es menos triv-
ial. En efecto, supongamos que Ay B conmutan y
supongamos que A es diagonal en la base de autovec-
tores B = {|vj ), j = 1,..., K, pj = 1,...,9;} (o sea,
estamos suponiendo que el operador A puede ser degen-
erado y que la degeneracién del autovalor a; es, como
antes, igual a g;. Como estos vectores son autovectores
de A se cumple que /Al|vj7uj> = a;|vj,,,). Veamos ahora
que propiedad tienen los vectores B |Vj ;). Es facil pro-

bar que estos vectores siguen siendo autovectores de A
con el mismo autovalor a;. Esto surge de que si usamos
la’ conmutatividad de los dos operadores podemos ver
que ABvj;, = BAlvj,;) = a;jBlvj,;). En consecuen-
cia, el operador B deja invariantes a los subespacios de
dimensién g; que estdn asociados a los distintos autoval-
ores aj. Por lo tanto, en esta base las matrices de los
operadores A y B son

fa1lly, xg, 0 0 0
0 azlly, x g, 0 0
A - 0 0 azlly,xgy - 0
L 0 0 0 . aKIngXgK
- () _
By (20) 0 0
0 Bg2><92 (30) 0
B = 0 0 Bgs><93 0 . (14)
(5)
L 0 0 0 9K XgK 4

O sea, en esta base la matriz de B es diagonal por blo-
ques. Los bloques son de g; X g; y en esos bloques la
matriz de A es proporcional a la identidad. Si hacemos
cualquier cambio de base en esos subespacios no mod-
ificaremos la matriz de A (ya que es proporcional a la
identidad). Entonces, como cada una de las submatrices
BU) es diagonalizable, podemos encontrar una base en
ese subespacio en la cual BY) es diagonal. Haciendo eso
en cada uno de los subespacios asociados a los autoval-
ores a; encontramos una base en la cual B serd diagonal
y en la cual A es también diagonal (y tiene la misma
forma que antes). Por lo tanto, existe una base en la que
ambos operadores son diagonales.



0. Descomposicion en valores singulares de una matriz

El siguiente es un resultado stimamente 1til (y no de-
masiado conocido). Sea A una matriz de N x M entonces,
existen matrices unitarias U (de N x N) y V (de M x M)
y existe una matriz semidiagonal y positiva D (de N x M)
tal que A = UDV. La matriz D, si N < M (lo cual se
puede suponer sin pérdida de generalidad) es tal que

d 0 ... . .0
0dy0.. . .0

p=|. . ... .. (15)
0O . ...dy .0

NxXM

Esto puede demostrarse de la siguiente forma: Dada la
matriz A, podemos construir dos operadores hermiticos
de la siguiente manera E = ATA (de M x M y F = AAT
(de N x N). El caracter hermitico de ambos operadores
surge inmediatamente de su definiciéon. Ademads ambos
operadores son positivos. Como ambos operadores son
hermiticos entonces son diagonalizables. En particular,
podemos escribir F' = UKUT, donde K es una matriz de
diagonal de N x N con elementos positivos en la diago-
nal. Ahora bien, cualquier matriz K de ese tipo puede es-
cribirse como el siguiente producto de dos matrices ” diag-
onales” D, de N x M tal como la que aparece mas arriba.
En efecto, siempre podemos escribir K = DD' donde
los elementos no nulos de D son las raices cuadradas de
los elementos diagonales de K. De este modo podemos
escribir F = UDD'UT. En esta expresién podemos in-
troducir la matriz unitaria V, de M x M y su adjunta
de modo tal que F = UDVVTD!UT. En consecuencia,
podemos identificar A = UDV donde U es la matriz que
diagonaliza F' = AA'. Razonando en forma aniloga para
el operador E = A'A, podemos ver que V es la matriz
que diagonaliza F.

P. Resumen de los postulados de la mecanica cuantica

Estamos en condiciones de presentar los postulados de
la mecanica cuantica para sistemas cuyos espacios de es-
tados tienen dimensién finita. Estos son:

1. El estado de maxima informacion de cualquier sis-
tema fisico se describe con un vector que pertenece
a un espacio de Hilbert. La dimensién de ese espa-
cio es el nimero maximo de resultados posibles en
un analisis exhaustivo del sistema. Por lo tanto, los
sistemas cuyo espacio de estados es de dimensién
finita viven en un espacio pre-Hilbert.

2. Las magnitudes observables de cualquier sistema
fisico estdn representadas por operadores lineales
hermiticos. Si A es un observador hermitico siem-
pre admite una descomposiciéon espectral de la
forma A = >, a;|¢;)(¢s| donde a; son los auto-
valores y |¢;) son los autovectores (suponemos que
todos los autovalores son diferentes).
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3. Si medimos la propiedad representada por el ob-
servable A, los resultados posibles son los autoval-
ores del operador.

4. Si el estado del sistema es |¥) y medimos el ob-
servable A, la probabilidad de obtener un resultado
a; es la proyecciéon del estado sobre el subespacio
asociado a ese autovalor. O sea, para el caso no
degenerado tenemos: Prob(a;) = |(¢;|¥)|%.

5. Si se mide el observable A y se observa el autovalor
a;, el estado después de la medicién es el autovec-
tor correspondiente (o el estado original proyectado
sobre el subespacio asociado al autovalor medido).

Para el caso de los sistemas de espin 1/2 podemos de-
scribir los vectores |¥) como combinaciones lineales de
cualquier base de dos vectores. En particular |¥) =
a|0,)+f|1,). Los observables son todos matrices de 2 x 2
que siempre pueden escribirse como combinaciones lin-
eales de la identidad y las matrices de Pauli o, 0y y 0.

En general, cualquier observable es A=qyI +bo y por lo
tanto estd definido por cuatro parametros reales. Como

es obvio, podemos reescribir a A como A = ag (I—|— % ~5’).
Si definimos al versor 77 = b/|b|, entonces cualquier oper-

ador puede escribirse como A = ag(I + ‘a%'ﬁ - 7). Este op-
erador obviamente conmuta con 77-G y por lo tanto puede
ser diagonalizado en la misma base que 77d. Esto implica
que cualquier operador es, en definitiva, un miltiplo de
7 - 0 mas un factor proporcional a la identidad. Esto
quiere decir, que los unicos observables no triviales para
un espin son las componentes del vector & en alguna di-
reccién.

Asimismo, es facil encontrar autovalores y autovectores
de 7 - o (cosa que haremos en detalle mas adelante). En
efecto, usando que (7i-7)? = I es evidente que el proyector
sobre los autoestados de autovlor £1 de 77 - & son pﬁ,i =
LI+it-5).



I1l. CLASE 4: ESPACIOS DE HILBERT. .
DISTRIBUCIONES. OPERADORES POSICION Y
MOMENTO

Analizaremos aquilos espacios que necesitaremos para
describir los estados fisicos de un sistema cualquiera. Es-
tos espacios son espacios vectoriales complejos, con un
producto interno hermitiano, tal como los que vimos
hasta ahora. A estos espacios se los denomina ”espacios
pre-Hilbertianos”. Para ser un espacio de Hilbert se tiene
que cumplir un nuevo axioma: el axioma de completitud.
Este axioma es verdaderamente no trivial solamente en
el caso en que el espacio tenga dimensién infinita. Este
axioma es el que garantiza que en estos espacios de di-
mension infinita tengan validez las propiedades mas im-
portantes que vimos en el capitulo anterior, para el caso
de dimensién finita (en particular, el teorema espectral,
que dice que los operadores hermiticos son diagonaliz-
ables, etc). El axioma de completitud, que veremos mas
adelante, dice que toda sucesién convergente -en el sen-
tido de Cauchy- debe converger a un elemento del propio
espacio). En el caso de dimensién finita estte axioma
se satisface automaticamente y por lo tanto los espacios
que vimos hasta ahora son también espacios de Hilbert
y pueden ser utilizados para describir sistemas como los
que vimos hasta ahora, para el caso de particulas con
spin 1/2; por ejemplo.

A. El espacio de las funciones L2

El espacio vectorial que usaremos para representar
los estados fisicos de una particula que se mueve en
una dimensién es el espacio de funciones continuas y de
cuadrado integrable. Este espacio, se denomina L,. Los
elementos del espacio son las funciones f : R — C (co
dominio real e imagen compleja), tales que la integral
[ dxf*(x)f(x) es finita (a menos que se indique lo con-
trario el dominio de integracién de todas las integrales se
extiende entre —oco y +00). Es fcil ver que:

1. L5 es un espacio vectorial. En efecto, es un con-
junto cerrado frente a la suma y el producto por
escalares complejos). No es sorprendente que este
espacio tenga dimension infinita: para especificar
completamente una funcién hay que dar infinitos
ntimeros complejos (uno para cada punto del eje
real). Como vimos, los vectores de este espacio son
las funciones, a las que podemos denotar como |f).

2. En Lo se puede definir un producto interno her-
mitiano. En efecto, diremos que el producto es-
calar entre dos funciones f y g es: (f,g) =
[ dxf*(z)g(z). Este producto satisface todas
las condiciones necesarias que mencionamos en el
capitulo anterior: es lineal en la segunda entrada,
es hermitiano ((f,g) = (g,f)*, el producto de
cualquier funcién consigo misma es real y positivo,
etc. Por lo tanto puede usarse para definir una
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norma, una nocién de distancia y de ortogonalidad
entre funciones.

3. Podemos definir funcionales lineales sobre L. Es-
tas son aplicaciones lineales que a toda funcién le
asignan un numero complejo. También podemos
definir operadores lineales, etc.

4. Tal como sucede en el caso de dimensién finita,
la existencia de un producto escalar nos permite
asociar una funcional lineal con toda funcién. En
efecto, la funcional lineal asociada a la funcién
f € L2, se define como aquella funcional Fy tal
que Fy(g9) = [ dz f*(z)g(z). Tal como hicimos
en el caso de dimensién finita podemos usar la no-
tacién de Dirac y denotar a la funciénal asociada
a la funcién |f) como (f|. El espacio de las fun-
cionales se denomina espacio dual y se denota L3.

5. Aqui aparece la primera diferencia significativa con
el caso de dimensién finita: En ese caso, existe
una relacion uno a uno (un isomorfismo) entre los
vectores y las funcionales (a todo vector le pode-
mos asignar una funcional y a toda funcional un
vector). Sin embargo, en dimensién infinita (en
particular en el caso que analizamos aqui , donde
ademds de infinita es no numerable), esto no es
cierto. Es facil ver que hay mas funcionales que
funciones! Veremos el ejemplo mas famoso de una
funcional sobre Lo que no se origina en una funcién
de Lo: Sea D, la funcional lineal definida como
aquella tal que D,(g) = g(a). Esta funcional sim-
plemente evalta la funcién en el punto = = a. Ver-
emos que no proviene de ninguna funciéon de Ls.
En efecto, esta funcional (que no es otra cosa mas
que la famosisima delta de dirac D, = d(z — a))
no proviene de una funcién sino del limite de una
sucesién convergente de funiones cada una de las
cuales estd en L5. De este modo vemos que este
espacio no cumple con el axioma de completitud
(el limite de la sucesién de funciones no estd en
Lo pero el limite de la sucesién de las funcionales
correspondientes pertenece a L£35.

B. Distribuciones: funcionales que no provienen de
funciones

Consideremos ls siguiente sucesion de funciones:
n
fa(z) = 5 exp(—n|z]) (16)

Para todo n > 0 la funcién f(x) € L. Por otra parte, la
sucesion es convergente en el sentido de Cauchy ya que
la distancia entre dos elementos sucesivos tiende a cero
cuando n tiende a infinito. En efecto, un calculo explicito
sencillo muestra que

(frsr—fa)II? = /da:(fn+1(a:)—fn(w))2 — 0. cuando n — 00



Pese a que la sucesion es convergente, el limite para n —
oo de esta sucesién de funciones no es una funcién de
cuadrado integrable. En efecto, ese limite, que podemos
denominar f(x), no es una funcién bien definida. Es
un objeto que toma un valor nulo para = # 0 y diverge
para x = 0.

Sin embargo, podemos ver que el limite de las corre-
spondientes funcionales (f,|, al que podemos denominar
(foo| estd bien definido y es un elemento de £3. Para de-
mostrar esto podemos calcular explicitamente la forma
en la que actia cada una de las funcionales (| sobre
alguna funcién |g) € La:

n
| o expl-na)) g(o)
(k)
-y L len / d exp(—n|z|)e"
k k! 2

(k) o
Z g |On (—1)k8§/ dz exp(—nz)

k par

(k)
g |0 kak L

k par

Z g™ 1
k! nk

k par

(fulg)

Si en la dltima expresion tomamos el limite para n — co
vemos que solamente sobrevive el término con k = 0. Por
lo tanto:
lim
n — 0o

(fulg) = (foolg) = 9(0)

Como vemos, las funcionales (f,| estdn bien definidas
tanto para n finito como en el limite n — co. En cambio,
en ese limite | f») no es un elemento de Ls.

Es evidente que podemos construir otras funcionales
idénticas a la anterior pero que evalian la funcién en
otro punto distinto de x = 0. En efecto, la sucesion de
funciones f{*(z) = 2 exp(—n|z — al), en el limite para

n — oo evalia la funcién en z = a. O sea: (fég)|g> =

g(a). Por simplicidad usaremos la notacién ( fég)\ = {(al.

Hay otras sucesiones de funciones cuyas funcionales
convergen a la misma funcional (a| (que no es otra cosa
que la delta de Diract §(xz — a). Entre ellas, podemos
mencionar las siguientes:

fulz) = ﬁexp(—n|gc —al),

2
gn(x) = nf;m
() = % exp(—n*(z — a)?),
an) = sin?(n(z — a))

7 n(z—a)?

En todos estos casos las sucesiones son convergentes y
convergen al mismo limite, que no es una funcién. En
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efecto, el limite estd bien definido para las funcionales y
tenemos que (foo| = (goo| = (hoo| = (doo| = (a|. Esto
muestra que en estos espacios de dimension infinita es
posible construir sucesiones convergentes que no conver-
gen a un elemento del espacio (cosa que no es posible
hacer en espacios vectoriales de dimensién finita).

En general, a las funcionales que no se originan de
funciones sino del limite de sucesiones convergentes se
las denomina distribuciones.

C. Otros ejemplos de distribuciones (transformada de
Fourier)
Otro ejemplo importante de sucesién convergente de

funciones cuyo limite no es una funcién de Lo es el sigu-
iente

7 @) =

—caplika), parala] <
exp(ikx), para |z| <n

27T K )

y f*)(x) = 0 cuando |z| > n. BEs facil demostrar que
esta sucesién es convergente (explicitamente, podemos
ver que ||f7§]jr)1 - ~7(1k)|| — 0 cuando n — oco. También es
claro que el limite de la sucesién no es una funcién de
L5 (en este caso es una funcién bien definida pero no es
de cuadrado integrable). Sin embargo, el limite de las
funcionales esta bien definido ya que

(F®)|g) = / j% exp(ikz) g(x) = §(k)

donde g(k) es la transformada de Fourier de g(z) eval-
uada en k. Como la transformada de Fourier estd bien
definida para toda funcién de Lo, la funcional ( féf | estd
bien definida. Para simplificar la notacién, a esta fun-
cional la llamaremos simplemente (k|. Su accién sobre
cualquier funcién es tal que (k|g) = g(k).

Hasta ahora hemos visto que podemos definir fun-
cionales (x| y (k| que son tales que cuando actiian sobre
cualquier funcién |g) dan como resultado g(z) y g(k) re-
spectivamente. También vimos que los vectores |z) y |k)
no son elementos de Ls.

D. El espacio de estados extendido. Bases continuas

Entonces, hemos visto que el espacio L5 tiene un dual,
L3 que es "mas grande” que L9 ya que existen bras como
(z| y (k| que no provienen de ningin vector. El espacio de
Hilbert no es otra cosa mas que el espacio Lo completado
con todos los limites de todas las sucesiones convergentes
(en el sentido de Cauchy). Es posible mostrar que H as{
definido es isomorfo a su dual. H = L£5* incluye vectores
que provienen de funciones de cuadrado integrable |f)
y también incluye vectores generalizados que se originan
en los limites de sucesiones, que pese a no estar en Lo
tienen bras bien definidos. O sea |z) y |k) pertenecen a
H. (puede construirse una triada de espacios Lo — L5 —



L5* = H que nos lleva a un espacio H que satisface el
axioma de completitud. Ese es el espacio de Hilbert.

En este espacio podemos definir bases de vectores gen-
eralizados como By, = {|z), v € R}y Br, = {|k), k € R}.
Estas bases son completas y con ellas se puede construir
una representacién del operador identidad:

H:/dx )z :/dk 1) ().

Estas bases son completas y ortonormales en un sentido
generalizado. En efecto, los estados no son normalizables
(va que no tienen asociadas funciones de cuadrado inte-
grable). Efectivamente, de lo anterior se sigue que
(ala') = 6 — '), (kIK) = 6(k — k)
Asimismo, todo vector en H puede proyectarse sobre
cualquiera de estas bases. En particular, tenemos

- exp(tkx)

f(k), T

(@lf) = f(x), (k) = (z[p)

E. Operadores posicion y momento

Cn las bases continuas B, y By podemos construir
dos operadores que sean diagonales en dichas bases. Si
ahora definimos a x como una magnitud con unidades de
longitud, el operador posicién se define como

X:/ dz © |2)(x

Andlogamente, podemos definir el operador K , que
tendra unidades de (longitud)~!. Apelando a la con-
stante de Planck, y definiendo la magnitud p = hk, que
tiene unidades de momento, podemos definir el operador
momento como aquel que satisface

P:/dmmm wn@m=¢%ﬁmwwm

F. Estados, funciones de onda y accién de los operador
posicién y momento

Como dijimos, los estados de un sistema son vectores
|@) pertenecientes a H (y que son normalizables, o sea, H
contiene vectores que representan estados fisicos y otros
que corresponden a estados no-fisicos). La proyeccién de
un estado sobre la base B, nos da la funcién de onda de
dicho estado:

6@ = (ald), v o) = [do o) o). (D)
Anélogamente, lo mismo ocurre con el estado en la rep-
resentacién de momentos

émzwm,>w@=/@amm (18)
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O sea, ¢(z) y q’;(p) son simplemente las coordenadas del
mismo estado en dos bases diferentes. La forma de cam-
biar de base es obvia (y muy simple usando la notacién
de Dirac con las bases continuas):

| et
(19)

Es facil ver cémo actian los operadores posicion y mo-
mento. Por ejemplo, dado el estado |¢), cuya funcién de
onda es ¢(x) = (z|¢), podemos encontrar la funcién de
onda del estado |¢/) = X|¢) de la siguiente manera,

¢ (z) = (2] X|¢) = z(z]|¢) = vo(2),

donde en la expresién anterior usamos que X|z) = |x).
Para encontrar el efecto del operador momento, debemos
calcular la funcién de onda del estado |¢”) = P|¢). Esta
se calcula de la siguiente forma

exp(

&mz@@=/M@wa

(20)

¢%w:¢meMM@:/@@mmﬂ@

mmmwm@@:f@/d

dpp
pp\/ﬁ
= 20, [ v ) olo) = Sor00

Este es un resultado conocido: el operador momento
actia como #i/i veces el operador gradiente. Una ex-
presién andloga (con un signo de diferencia) se obtiene
para la accién del operador posicién en la base de mo-
mentos: (p|X|9) = (—h/i)J, (ple).

Por 1ltimo, analizaremos las relaciones de conmutacién
entre los operadores posicion y momento. Calcularemos
los elementos de matriz del conmutador entre dos esta-
dos fisicos (que tienen funciones de onda de cuadrado
integrable).

($l[X, Plv)

¢(x)

1

P vV2rh

=/m«wwmmw—wwwxmw)

exp

:E/@M@mx@wW»HM@MMMW)

((lz) z(z|v)) — (gla)(x[¥))

= /da:
_ _;/dx<¢|x>(x\¢>
= ih{o[Y)

donde en el ante ultimo paso usamos el hecho de que
el término de superficie se anula pues las funciones en
cuestion son de cuadrado integrable y decaen a cero
en el infinito suficientemente rdpido. Evidentemente, el
cdlculo anterior nos muestra que [X, P] = ih.



IV. CLASE 5: POSTULADQOS DE LA MECANICA
CUANTICA

Tal como describimos mas arriba la mecénica cudntica
puede formularse axiométicamente y eso es lo que hare-
mos en esta clase. Como veremos, esta formulacién
axiomatica es abstracta. Como veremos, algunas de
las propiedades que dieron lugar al surgimiento de la
mecdnica cudntica (la complementariedad, las relaciones
de incertidumbre de Heisenberg, etc) no forman parte de
esos axiomas. Por el contrario, se deducen como con-
secuencia de ellos. Por eso, primero formularemos los
axiomas (o postulados) y luego los comentaremos y ,en
algunos casos los generalizaremos.

A. Los Postulados Cinematicos: 1-5

1. Postulado 1: "El estado de todo sistema fisico
estd representado por un vector (de norma unidad)
en un espacio de Hilbert H” (un espacio vectorial
complejo, con un producto interno hermitiano y
que satisface el axioma de completitud). La di-
mension de dicho espacio es igual al ntimero de re-
sultados distintos que se obtienen en un anélisis ex-
haustivo (completo) del sistema. En realidad, como
veremos luego, un vector en un espacio de Hilbert
representa un estado ”de mdxima informacién” (un
estado "puro”). Generalizaremos esta nocién mas
adelante.

2. Postulado 2: ”Todas las propiedades observables
de un sistema fisico se representan por un oper-
ador lineal hermitico que actiia sobre H” (o sea,
pertenece al espacio de operadores lineales sobre
el espacio de Hilbert, al que denominamos L(H)).
Como vimos, todo operador hermitico A tiene una
base completa de autovectores. Denotamos a los
autovalores de A como a,, con n =1,..., K. Cada
autovalor tiene asociado un subespacio (el subespa-
cio generado por los autovectores que tienen ese au-
tovalor). Denotaremos como P, al proyector asoci-
ado a ese subespacio. La descomposicién espectral
de Aes A = Zi{:l an, P,. Si A es no degener-
ado, los proyectores P, son de rango 1 y se escriben
como P, = |¢,,){¢,|. En ese caso K es la dimensién
del espacio de estados y los vectores |¢,) forman
una base ortonormal de H. En cambio, si el A es
degenerado y g, es la degeneracién del autovalor
an, entonces podemos escribir los proyectores P,

como P, = f’;l |dni){dni| (donde todos los vec-
tores |¢,;) satisfacen /1|¢nl> = an|on;) para todo
I=1,..,9n)

3. Postulado 3: "Los resultados posibles de la
medicién de cualquier observable A son sus autoval-
ores a,”. Este postulado lleva implicita una nocién
sobre lo que quiere decir "medir”. Si bien esta
nocioén es la intuitiva, vale la pena discutirla mas
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extensamente (cosa que haremos mas adelante). Es
suficiente decir aqui que este postulado es com-
patible con la idea descripta en las clases anteri-
ores: Medir quiere decir filtrar un haz incidente
(descripto por un estado cualquiera) dando lugar a
un conjunto de haces, cada uno de los cuales corre-
sponde a un autovalor distinto a.,.

. Postulado 4: (Regla de Born) ”Si el estado de un

sistema es |¢), la probabilidad de obtener el resul-

tado a, en la medicién del observable A es siempre
Prob(ay|[1)) = (¢|Py|t), donde P, es el proyector

asociado al autovalor a,. Si A es no degenerado
entonces P, = |¢,)(d,| v la probabilidad resulta
ser Prob(a,|[¥)) = [(¢n|1)[>. En el caso degener-
ado P, tiene rango g, y puede expresarse como la
suma de los proyectores asociados a cualquier base
en el subespacio de los estados con autovalor a,,.

Antes de pasar al ultimo postulado cinemético con-
viene introducir las siguientes definiciones: Dire-
mos que el valor medio del operador A en el es-
tado |[¥) es (A) = (Y|A]Y) (esto también suele
denominarse ”"valor de expectacion de A en el es-
tado [¢)”). El motivo del nombre es evidente si
recordamos que la descomposicién espectral de A
es A=3%" a, P, Teniendo en cuenta el postu-
lado 4, es evidente que

(A) = Z an Prob(a,|[v)).

Por lo tanto, la magnitud (A) no es otra cosa que
el promedio estadistico de los resultados que se ob-
tiene al medir A muchas veces. (de ahi, el nombre
”valor medio”). También podemos definir la dis-
persién de un operador A en el estado |1} como

A?A = (A?) — (A)2. (21)

Usando las definiciones anteriores es evidente que
AA es la dispersién estadistica de los resultados de
la medicion ya que A2A =37 a2 Prob(a,||)) —
(A)2.

Con las definiciones anteriores, el postulado 4
puede formularse diciendo que la probabilidad de
obtener el resultado a,, es el valor medio del proyec-
tor correspondiente.

. Postulado de proyeccién o colapso ”Si el es-

tado de un sistema es |¢) y medimos el observable
|A) v detectamos el autovalor a,, entonces el es-
tado del sistema después es la proyeccién de |¢)
sobre el subespacio asociado al autovalor a,,”. Este
postulado en realidad no es cineméatico ya que habla
sobre la evolucién de un sistema cuando se realiza
una mediciéon. Es la consecuencia natural de con-
cebir al proceso de medicién como un proceso de
filtrado, tal como se describién en el caso del espin.



Teniendo en cuenta que en la primera clase dijimos
que "el estado es informacién” entonces este pos-
tulado no trae aparejado problemas conceptuales
serios: al registrar el resultado a, adquirimos in-
formacién y por lo tanto tenemos que actualizar
la descripcién del sistema cambiando el estado. El
sistema, indudablemente, cambia en el proceso de
medicién ya que interactia con otro (el aparato),
pero el cambio en el estado del sistema, en la visién
que estamos presentando, es simplemente el cam-
bio en la informaciéon de la que disponemos sobre
el sistema. En resumen, el estado |¢’) luego de la
deteccién de a,, es [¢') = Py, |v)/ (1| P,|)/?. Para
el caso no degenerado, el factor de normalizacién
es (1| P|t)Y/? = |(¢n|9)|, y por lo tanto el estado
luego de la medicién es |[¢') = |dn).
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estado [¢') asique de esta forma desaparece la am-
biguedad en la eleccién de la fase. En términos de
este proyector, podemos reescribir la regla de Born
para calcular las probabilidades asociadas a los dis-
tintos resultados de una medicién de la siguiente
manera: Prob(a,|[¢)) = (¥|P,,[¢) = Tr(py P,).

En general, el valor medio de cualquier operador A

se calcula entonces como (A) = Tr(py A).

. Estados mixtos, matriz densidad. En la

mayoria de las situaciones de interés fisico no so-
mos capaces de preparar estados puros (que se rep-
resentan por vectores, o por proyectores de rango
1). Por ejemplo, en el experimento de Stern Ger-
lach prepamos el estado |0,,) tomando las particulas
que salen por la rama superior de un aparato de
SG,. Sin embargo, nunca es posible mantener la
alineacién del imédn en una direccién inalterada.
Inevitablemente, debido a que nuestra capacidad

B. Comentarios y generalizaciones . . . (
Y& de control es finita, el eje del iman tendrd fluc-

tuaciones pequenas alrededor de €&,,. Por simpli-
cidad, supongamos que el iman puede estar orien-
tado en k direcciones €;, con ¢ = 1,....,k y que a

En lo que sigue, haremos una serie de comentarios y
generalizaciones de los postulados que describimos mas
arriba.

1. Estados puros: informaciéon maxima. De los

postulados se infiere el motivo por el cual los esta-
dos puros (aquellos que se describen por un vector
en H) son de méxima informacién. En efecto, si
el estado es |¢) entonces siempre existe un experi-
mento cuyo resultado puede predecirse con certeza.
En efecto, esto sucede para cualquier experimento
que consista en la medicién de un observable cuya
base de autoestados contiene a |¢). En ese caso la
mecdnica cudntica predice certezas. En cualquier
otro, predice probabilidades no triviales.

. Los estados puros son proyectores Es evidente
que todas las predicciones que hace la mecanica
cuantica son las mismas si el estado es descripto
por el vector |¢) o por cualquier otro vector |¢)
que sea de la forma |[¢') = exp(i€)|¢). Es decir,
dos vectores que difieren en una fase describen el
mismo estado. Por lo tanto, el primer postulado,
tal como lo formulamos mas arriba, es en reali-
dad incompleto (o incorrecto). Un estado fisico
no se describe por un tnico vector sino por una
familia de vectores. Todos esos vectores se rela-
cionan entre si por via de la multiplicacién por un
nimero complejo de médulo unidad. Esto define
un rayo en el espacio de Hilbert. La descripcion
matematicamente correcta del estado de maxima
informacion sobre un sistema no es mediante un
vector [¢) sino mediante el proyector p, = |¢)(¢].
El Postulado 1 deberia decir ”El estado de méxima
informacién de un sistema, fisico se representa medi-
ante un proyector de rango 1 (y traza unidad) sobre
un espacio de Hilbert”. Evidentemente el proyector
sobre el estado [¢)) es idéntico al proyector sobre el

cada una de ellas se le puede asignar una probabili-
dad p;. En una situacién como esta, no obtenemos
siempre el mismo estado sino que, con probabili-
dad p; preparamos el estado |0;). Esto es lo que se
denomina un estado ”"mixto” que no es otra cosa
que un ”ensemble” (conjunto) de estados puros,
cada uno con una probabilidad diferente. En gen-
eral, un ensemble es un conjunto de estados con
una probabilidad asociada a cada uno de ellos:
E ={l&), pi, i = 1,..,k}. Es evidente que, a
diferencia de lo que sucede con un estado puro, en
este caso no existe ninguin experimento en el cual
podamos predecir resultados con certeza. Por eso,
este estado no es un estado de maxima informacion.

Cémo se describe matemdticamente un estado
como este? Veremos que este ensemble se describe
con el operador p = Zlepi\giﬂm, al que se de-
nomina ”operador densidad”. Para demostrar esto,
basta con probar que a partir de p podemos calcu-
lar cualquier probabilidad. Veamos: Si el estado
fuera |&;), la probabilidad de obtener el resultado
an al medir A es Prob(an|[&)) = (& Palé). Pero
si preparamos |¢;) con probabilidad p;, la probabil-
idad total de obtener a,, es

Prob(an’ &) = Z piPTOb(an’ 1€:))

Z pi Tr(|&) (&) Pn)

Tr(Z i €)(&] Pn)
= Tr(p P,).

Por lo tanto, el operador p representa al estado
del sistema. Cabe notar que en general los estados



|€;) no son ortogonales entre si (esto sucede, por
ejemplo, en el caso de las fluctuaciones en el eje del
iman del aparato de SG).

El operador densidad tiene propiedades impor-
tantes: a) p es hermitico (p = p), b) Tr(p) = 1,
¢) p es semidefinido positivo (o sea, para todo es-
tado |¢) se cumple que (¢|p|¢) > 0. Para incluir a
los estados mixtos, el Postulado 1 debe formularse
de la siguiente manera: ”El estado general de un
sistema fisico estd representado por un operador p
(que es hermitico, de traza unidad y semi definido
positivo) que actia sobre un espacio de Hilbert”.
Los estados puros son aquellos para los cuales p
tiene rango unidad.

Como p es hermitico es diagonalizable. Sea B =
{16,),0 = 1,...,D} la base de autovectores de p.
En esta base p tiene una descomposiciéon espectral
de la forma: p =3 qu [0,)(0,|, donde los auto-
valores g,, son nimeros reales y positivos (ya que
p tiene que ser positivo) cuya suma es idual a 1 (o
sea, son probabilidades. Esta expresion pone en ev-
idencia una propiedad fundamental de los estados
mixtos: existen infinitas maneras de preparar un
estado mixto, o sea, un dado operador p puede cor-
responder a muchas mezclas de estados puros con
distintas probabilidades.

Es posible cuantificar la ”pureza” de un estado? (o,
inversamente, es posible cuantificar cudn mixto es
un estado dado?). Evidentemente la respuesta es
afirmativa. Para un estado puro, el estado es un
proyector de rango 1: satisface las propiedades p =
|) (| = p? y Tr p = Tr p? = 1. En cambio, cuando
un estado es mixto, si bien Trp = 1 ya no es cierto
que Trp? = 1. En efecto, escribiendo p en la base
en la cual el estado es diagonal podemos escribir
p? como p? = o . 16,)(0,|. Teniendo en cuenta
que qZ < g, (y que la igualdad solamente se verifica
cuando estas probabilidades son iguales a cero o a
uno), resulta que ¢ = Trp? = Zu qi < 1 (una
desigualdad estricta cuando hay mas de un ¢, que
es no nulo). El grado de impureza es medido por
¢. En particular, el estado de maxima ignorancia
es aquel en el cual ¢, = 1/D donde D = dim(H).
En ese caso tenemos £ = 1/D. En consecuencia, la
pureza & toma valores entre 1 (estados puros) y 1/D
(estados méximamente mixtos). Es posible medir
el grado de pureza con otras medidas que surgen
de caracterizar la distribucién de probabilidades g,,
(la entropia de la distribucién, por ejemplo) pero
usaremos aqui por el momento, la pureza & = Tr p?
con ese propésito.

. CCOC

Un concepto muy importante es el de Conjunto
Completo de Observables que Conmutan (CCOC).
Su definicién es sencilla: Se trata de un conjunto
de operadores que conmutan todos entre si (y que,
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por lo tanto, pueden ser diagonalizados simultane-
amente) que cumplen con la condicién de ”com-
pletitud”. El conjunto de observables que conmu-
tan {A, B,C,D,....} es completo si y sélo si cada
secuencia de autovalores (a;, b;, ¢, dy, ...) identifica
a un unico vector de la base ortonormal que diag-
onaliza a todos los operadores (o sea, que existe
un unico vector que es autovector de A con au-
tovalor a;, de B con autovalor b;, etc, etc. En
consecuencia, la base que diagonaliza simultanea-
mente a todos estos operadores puede denotarse
como B = {|a;,bj,ck,di,...)}. Obviamente, un
operador no degenerado define, por si mismo, un
CCOC.

. Mediciones alternadas de dos operadores

Es evidente que dos observables compatibles
pueden ser medidos simultaneamente o, mejor di-
cho, que el orden en el que se miden no altera los re-
sultados que se obtienen. O sea: Supongamos que
primero mido A, registro el resultado y seguida-
mente mido B sobre el estado en el que quedd
preparado el sistema, registrando también el resul-
tado de la medicién. Si los observables son com-
patibles una nueva mediciéon de A dard el mismo
resultado que en la primera medicién y si a esta le
sigue otra medicién de B obtendremos el mismo re-
sultado, etc, etc. Si Ay B no conmutan la medicion
alternada de ellos no dard siempre el mismo resul-
tado. Dado un observable cualquiera siempre exis-
ten infinitos que son incompatibles con él.

Todos estas propiedades son simples consecuencias
del hecho de que en la mecanica cuantica los estados
se representen como vectores y los observables como
operadores sobre un espacio de Hilbert. O sea,
son consecuencia de los postulados de la mecanica
cuantica. Pero es interesante recordar que estas
extranas propiedades tuvieron un rol primordial
en el desarrollo histérico de la mecanica cuantica
(aunque, como dijimos, ahora son solamente meras
consecuencias de postulados mas abstractos y gen-
erales). Veamos aqui el concepto de complemen-
tariedad, acunado originalmente por Niels Bohr.

. Operadores complementarios

Quien conozca la obra teatral “Copenhague”, es-
crita por Michael Frayn, recordara las intensas dis-
cusiones entre Niels Bohr y Werner Heisenberg,
que en Buenos Aires fueron interpretados magis-
tralmente por Juan Carlos Gene y Alberto Segado.
Bohr y Heisenberg discutian sobre la complemen-
tariedad y la incertidumbre. Estos son dos de los
ingredientes basicos de la mecdnica cudntica, que
ponen de manifiesto cuan extrano es el compor-
tamiento de la naturaleza a escala microscépica.
El principio de complementariedad es un verdadero
atentado contra nuestra intuicién. En su versién
mas general afirma lo siguiente: Si preparamos



un objeto de manera tal que la propiedad A
toma un valor preciso, entonces siempre ex-
iste otra propiedad B cuyo valor estd com-
pletamente indeterminado. En ese caso, afir-
mamos que las propiedades A y B son “com-
plementarias”.

El principio se aplica a situaciones muy habituales
en las que sometemos a un objeto a algin pro-
ceso de preparacién tal que si posteriormente med-
imos repetidamente la propiedad A siempre obten-
emos el mismo valor. Lo sorprendente es que el
principio de complementariedad afirma que “en-
tonces, siempre existe otra propiedad B cuyo
valor esta completamente indeterminado”.
Que quiere decir esto? Simplemente significa que
si preparamos el sistema en un estado en el que
la propiedad A tiene un valor preciso y medimos
la propiedad B entonces obtendremos resultados
completamente aleatorios. Sirepetimos muchas ve-
ces este procedimiento (es decir, preparamos el sis-
tema con un valor de A y medimos la propiedad B)
obtendremos resultados diferentes, distribuidos de
manera totalmente azarosa.

La demostracién del principio de complemen-
tariedad es muy sencilla. Consideremos el observ-
able A que es diagonal en la base By = {|¢;),i =
1,...., D}. Teniendo en cuenta los postulados enun-
ciados mas arriba sabemos que si medimos A ob-
tendremos uno de sus autovalores a; como resul-
tado y el estado del sistema quedard preparado en
el correspondiente autoestado |¢;). Es facil ver que
siempre podemos construir un operador B que es
tal que si luego de medir A medimos B, la prob-
abilidad de todos los resultados b; serd uniforme
(aleatoriedad completa). Para esto, alcanza con de-
cir cual es la base en la que B debe ser diagonal.
Esta base puede elegirse como B = {|¢;),j =
1,...,D} donde los vectores \ngJ> se definen como
6;) = %Ek exp(—2mi jk/D)|¢r). Es evidente
que estos vectores son ortonormales ((@\q%) = 041
y también es trivial invertir la expresiéon anterior
expresando los vectores de la base B4 en funcién
de los de la base Bp (la forma de definir el cam-
bio de base es mediante el uso de la transformada
discreta de Fourier). De estas expresiones surge
que la probabilidad de medir cualquier autovalor
de B en cualquier estado de By es la misma y es
igual a 1/D (o sea, todos los estados son equiprob-
ables). Las bases B4 y Bp son "mutuamente no
sezgadas”. Por cierto, es posible demostrar que en
cualquier espacio vectorial de dimensién D existen
a lo sumo D + 1 bases que son mutuamente no sez-
gadas entre si (y que ese nimero siempre se puede
alcanzar si D es un nimero primo o una potencia
de un nimero primo).

En el caso de un sistema de spin 1/2, los observables
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Oz, 0y ¥ 0, son complementarios (y, como vimos,
sus bases son no sezgadas).

. Relaciones de indeterminacién. Desigualdad

de Heisenberg

El principio de indeterminacién (o , mal lla-
mado, principio de incertidumbre) de Heisenberg
es otra de las piedras fundacionales de la mecanica
cuantica. Tuvo una importancia histérica enorme.
Podria tomarse como la version cuantitativa del
principio de complementariedad de Bohr. En
efecto, es posible demostrar que para cualquier par
de observables no compatibles hay una cota inferior
al producto de la varianza en la medicién de ambos
observables. Por ese motivo cuando el estado es tal
que la varianza (la dispersién de los resultados en
la medicién) de uno de los observables disminuye
entonces la varianza del otro aumenta. Pese a ser
una pieza clave de la mecanica cudntica hoy ha sido
“relegada” a ser una consecuencia bastante trivial
de los postulados que hemos visto. En particular,
en su derivacién, que veremos ahora, son funda-
mentales las propiedades del producto interno en el
espacio de Hilbert y reglas elementales del algebra
de operadores.

Partimos de la desigualdad de Schwartz establece
que

[{DlW)* < (dlo) (¥]v)

Aplicaremos esta desigualdad para dos estados par-
ticulares, obtenidos a partir de dos operadores
hermiticos A y B. En efecto, tomamos |¢p) =
(A= a)|&) v [y = (B — B)|zi) (donde o y S son
dos numeros reales cualesquiera, que después ele-
giremos a nuestra conveniencia, y |£) es un vec-
tor cualquiera de norma unidad). Entonces, la de-
sigualdad de Schwartz implica que

(EB=8 ) A=alol
< (B - BHOENA - a)le).

Si elegimos @ = (A) y 8 = (A) entonces la ex-
presién anterior se reduce a

(€I(BA— (A)(B))[€)]> < A*A A*B (22)

En la expresién anterior podemos reescribir el lado
izquierdo de la desigualdad usando la identidad
BA = 1{B,A} + {[B, A]. Asimismo, el médulo
al cuadrado que aparece en el lado izquierdo puede
calcularse explicitamente usando dos propiedades
importantes: a) el valor medio del conmutador de
dos operadores hermiticos es siempre un numero
imaginario puro; b) el valor medio del anticonmu-
tador es siempre real. De este modo, la desigualdad
resulta ser

NPA B> [[(A B+ KXA,B), (23



donde la funcién de correlaciéon K(A,B) estd
definida como K(A,B) = ({A,B}) — (A)(B).
Como ambos términos de la desigualdad anterior
son positivos, es evidente que de lo anterior se
pueden deducir las siguientes desigualdades

AAAB > J|(A.B))
AA AB > |K(A, B)|.

La primera de estas dos desigualdades es la famosa
desigualdad de Heisenberg: si la aplicamos para el
caso del operador posicién y momento (que seran
definidos rigurosamente mas adelante) que satis-
facen [X, P] = ikl la desigualdad se transsforma
en AXAP > /2 (en este caso el lado derecho de
la desigualdad es independiente del estado). Cabe
aclarar que la segunda desigualdad no es relevante
ya que siempre es posible encontrar estados para
los cuales la funcién de correlacién se anula (por
ejemplo, para cualquier autoestado de A o B vale
que K (A, B) =0).

Como el producto de las dos dispersiones debe
ser mayor que una cierta cantidad entonces debe
cumplirse que cuanto mas pequena sea AA, mas
grande debe ser el valor de AB (y viceversa). Para
el caso de posiciéon y momento, la pequenez del
valor de A (un ndmero con treinta y cuatro ceros
detras del punto decimal) explica el motivo por el
cual las consecuencias de los principios de com-
plementariedad e incertidumbre no son percepti-
bles en la escala macroscépica. Por ejemplo, si
preparamos una particula de 1 gramo en un es-
tado donde la posicién estd determinada con una
incerteza de AR = lcm, entonces el principio de
indeterminacion establece que nunca podremos de-
terminar la velocidad con una incerteza menor que
1072®m/seg. Cldramente ningtin instrumento de
medicién es capaz de detectar una desviacién tan
pequena.

No es posible dejar de sorprenderse por las im-
plicancias de los principios de complementariedad
y el de incertidumbre, que fueron establecidos re-
spectibamente por Niels Bohr y Werner Heisenberg
alrededor de 1925. Ponen en evidencia cuan ex-
trafia es la mecanica cuantica y es imposible acep-
tarlos sin antes intentar demolerlos: Einstein, y
cualquier persona en su sano juicio, preguntaria:
Cémo es posible que podamos preparar un objeto
de modo tal que si medimos la propiedad A siempre
obtenemos el mismo valor pero que sea imposible
lograr que el valor de la propiedad complementaria
B tenga también un valor definido? Esta pregunta
NO tiene respuesta dentro de la mecénica cuéantica.
Dicha teoria acepta este hecho sorprendente como
una propiedad de la naturaleza y a partir de eso
formula un modelo que tiene una notable capaci-
dad predictiva. Con todo dramatismo, la mecénica
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cuantica se hiergue hoy, a mas de cien anos de su
nacimiento, como la tinica teoria compatible con los
resultados experimentales modernos.

Es importante acotar que en todos los libros de
texto de mecanica cudntica, el principio de in-
determinacién se ilustra con una gran cantidad
de ejemplos que muestran que cuando uno quiere
medir la posicién de una particula con una pre-
cisién alta (con una incerteza pequenia AX) en-
tonces inevitablemente introduce una PERTUR-
BACION que afecta el valor del momento P. Por
ejemplo, si queremos localizar a la particula en un
intervalo de longitud AX podemos intentar ilumi-
narla con luz de longitud de onda menor que ese
tamano. En ese caso, cada fotén tendra un mo-
mento Py = h2mx/X > h2rm/AX. Al interactuar
con la particula el fotén transferird su momento
a ella y por lo tanto introducird una incerteza en
el momento del orden de AP = P;. Esto lleva
a que AXAP > h/2. Sin embrgo, a esta altura
del desarrollo de la mecénica cudntica este tipo de
discusiones puede inducir a equivocos. Esas discu-
siones sélo sirven para motivar la mecanica cuantica
mostrando que no podemos imaginar mecanismos
fisicos que introduzcan perturbaciones desprecia-
bles en todas las propiedades de un sistema. Sin
embargo, la interpretacién de las relaciones de
Heisenberg no tiene NADA que ver con la per-
turbacién del valor de un observable al medirse
otro complementario con el anterior. La mecanica
cuantica, como dijimos varias veces, es mucho mas
radical. Nos dice que ”los experimentos que no se
realizan, no tienen resultados”. O sea, la medicion
de un observable no puede perturbar el valor que
toma otro ya que ese valor no existe, no pre-existe
a la medicién. Como vimos y veremos, si imag-
inamos que esos valores existen (y que de alguna
manera desconocida determinan el resultado de la
medicién de estos observables, ain aceptando que
no puedan medirse simultaneamente por algin mo-
tivo desconocido) llegamos a paradojas y contradic-
ciones con las predicciones de la mecanica cuantica.

. Estado y observables para una particula de

spin 1/2.

Si bien el caso de una particula de spin 1/2 ha
sido el ejemplo motivador de los postulados de la
mecéanica cuantica. Es ttil e importante resumir
aqui todo lo que podemos predecir sobre este sis-
tema. Como vimos, hay infinitas bases que se cor-
responden a autoestados del observable S,, = €n§ .
A estas bases las denotamos B,, = {|0,),|1,)}.
Cualquier estado puede escribirse como combi-
nacién lineal de los elementos de alguna de estas
bases. Por simplicidad, tomaremos la base B, y
escribimos un estado como

1) = @|02) + BI12)



donde |a|? + |82 = 1 es la condicién de normal-
izacion del estado. Evidentemente el proyector so-
bre este estado es

p =) (@] = af?[0.)(0,+|821:) (1] +aB*]0,) (1] +a* B]1.)(0s].

(24)
Es muy ttil escribir este proyector de otra man-
era mucho mas simple. Las matrices de Pauli o,
0y y 0, fueron definidas mas arriba. Junto con la
identidad 1 estas cuatro matrices forman una base
completa del espacio de los operadores que actian
sobre el espacio de estados (en efecto, el espacio de
los operadores £(#) tiene la estructura de un es-
pacio de Hilbert con un producto interno tal que
(A, B) = Tr(ATB)). Por lo tanto, cualquier oper-
ador A puede escribirse como combinacion lineal de
estos cuatro operadores:

A = (aoll +a,0, +ayo, + azaz)

[N ORI

(agll +a- &), (25)

(donde el factor 1/2 es una mera convencién que se
introduce por conveniencia). Teniendo en cuenta
que todos los operadores o; son tales que Tro; = 0
y que dichos operadores cumplen las relaciones
{0j,0k} = 201 v [0}, 0k] = 2i€;p01, podemos de-
ducir facilmente que

ap = Tr(A), a; = Tr(Ao;). (26)

Esto vale para cualquier operador A y por lo tanto
vale para el proyector p que define al estado del
sistema. En ese caso la expresién es mas sencilla
ya que, por ejemplo, Trp = 1. Entonces,

p=l) = 5(1+7-9) (27)

donde el vector p, llamado vector de polarizacion,
tiene componentes iguales a los valores medios de
las respectivas matrices de Pauli. Es decir: p; =
Tr(po;) = (0;). Es facil demostrar que el producto
escalar entre dos estados p = [) (Y] y p' = [ ) (Y]
es

WP =Trlpp) = (1 +77)  (28)
En particular, para cualquier estado puro, que esta
representado por un proyector de rango 1, vale que
Tr(p?) = 1 y por lo tanto los estados puros estan
representados por expresiones de la forma p = (1 +
- 3)/2 con p? = 1. O sea, todos los estados puros
pueden caracterizarse por un vector p de longitud
unidad, que estd ubicado sobre la esfera unidad.
En efecto, el espacio de estados de una particula
de spin 1/2 puede representarse por una esfera de
radio 1. Como el producto escalar entre estados es
Tr(pp') = (1+7-9')/2, los estados ortogonales son
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los que cumplen con la propiedad p’ = —p, o sea
que estan en los puntos antipddicos de la esfera de
Bloch.

Por otra parte, es facil ver que un estado de la forma
p=(1+p-7)/2 con p? = 1 es autoestado del oper-
ador p’- & con autovalor 1. Esto surge trivialmente
del hecho de que para todo par de vectores a@ y b
vale la identidad

-,

(@ &) (b-G)=a-bl+i(@AD)-G (29)

de donde surge que (@- )% = 1 para todo vector
de norma 1. Por lo tanto vale que

(ﬁ~5)%(11+ﬁ'6):%(11+ﬁ~5). (30)

Por tltimo, de todo lo anterior se deduce que si
preparamos el autoestado de S, y medimos S,
la probabilidad de obtener el resultado //2 es
Prob(S,, = h/2|S, = h/2) = (1 + &, - Ev)/2 =
(1 + cos(0p,.1/))/2 = cos*(O.n/2), donde 6,/ es
el dngulo que se forma entre los ejes €, y €.
Esta férmula habia sido mencionada en la intro-
duccién pero su validez no habia sido demostrada
explicitamente hasta ahora.

. Indeterminacién o Ignorancia.

A lo largo del siglo XX los fisicos hicieron nu-
merosos intentos por encontrar alternativas a la
mecéanica cuantica y desarrollar teorias que sean
mas aceptables para nuestro sentido comin. La
clase de modelos que naturalmente podrian compe-
tir con la mecanica cudntica incluye a aquellos en
los que la complementariedad no es una propiedad
fundamental sino que es fruto de nuestras limita-
ciones. Por ejemplo, podriamos imaginar que la
naturaleza es tal que cada vez que fijamos el valor
de alguna propiedad A perturbamos el objeto de
manera tal que afectamos el valor de B. En un
mundo como ese, la razén por la cual una medicién
de B da lugar a resultados aleatorios es nuestra
incapacidad de controlar todas las propiedades de
los objetos o, equivalentemente, nuestra ignoran-
cia sobre detalles del mundo microscépico que to-
davia son inaccesibles a nuestras limitadas posibil-
idades experimentales. Einstein, y cualquier per-
sona razonable, hubiera estado dispuesto a aceptar
un mundo de estas caracteristicas. En ese caso,
la mecanica cudntica no proveeria una descripcion
completa de la naturaleza sino solamente daria una
descripcién parcial. En la préxima Seccién pre-
sentaremos un famoso argumento formulado por
Einstein en 1935 que intentaba demostrar precisa-
mente esto: que la descripcién del mundo provista
por la mecanica cudntica es incompleta. Mas ade-
lante veremos como, sorprendentemente, los nota-
bles avances de la fisica de fines del siglo XX fueron
capaces de demostrar la falsedad del argumento de



10.

Einstein. Es notable, pero la fisica ha sido capaz
de demostrar que el azar no se origina en nuestra
ignorancia. Sin embargo, hasta ahora debe recono-
cer su ignoramos sobre las causas que originan el
azar!

El origen de la regla de Born. Teorema de
Gleason y envariancia
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V. CLASE 6: SISTEMAS COMPUESTOS.

La mecédnica cuantica de los sistemas compuestos da
lugar a muchas sorpresas. En lo que sigue haremos un
resumen de ellas. Es notable que todas estas propiedades
no requieren ningiin nuevo postulado sino que todas ellas
se deducen de los postulados anteriores.

A. El espacio de estados. Producto tensorial.

Consideremos un sistema formado por dos partes, a
las que llamaremos A y B. Cada una de ellas tiene su
espacio de estados H 4 y Hp. Cual es el espacio de es-
tados del conjunto A — —B? La respuesta es sencilla.
En primero lugar, podemos considerar a los sistemas
como independientes y realizar observaciones por sep-
arado sobre cada uno de ellos. En ese caso, podemos
hacer un examen exhaustivo de las propiedades de A y
de B. El nimero maximo de resultados distintos que
obtenemos cuando realizamos observaciones sobre A es
Dy = dim(H4) (y andlogamente para B). En conse-
cuencia, la dimension del espacio de estados del conjunto
A — —B debe ser Dy x Dg. En cada espacioi vecto-
rial podemos definir una base B4 y Bp cada una de
las cuales estd asociada a un CCOC sobre cada subsis-
tema. Usaremos la notacion B4 = {|¢;) 4,7 =1,...,Da}
y Bg = {|¢;)B,j = 1,...,Dg}. Cuando los subsistemas
son preparados en los estados |¢;) 4 ¥ |zik)p tienen val-
ores bien definidos de las propiedades que corresponden al
CCOC sobre cada subsistema (por ejemplo, si fueran dos
particulas de spin 1/2 podriamos tomar la base B4 como
la de los autoestados de S, y la base B como lo se los
autoestados de S, para el segundo subsistema. Eviden-
temente, una observacion exhaustiva sobre las partes im-
plica una observacién exhaustiva sobre el conjunto. Por
eso, para cada par de vectores (|¢;),|k)B) tiene que
existir un vector en una base ortonormal y completa del
espacio de estados del conjunto A4 — —B. A este estado
lo denotaremos |¢;) 4 ® |€x)s 0 simplemente |¢;, k) A 8-
Esto quiere decir que la estructura matematica del espa-
cio conjunto H 4,5 es tal que para todo par de bases de
‘Ha y Hp existe una base ortonormal en H 4 5. En ese
caso se dice que el espacio H 4,5 es el producto tensorial
de Hay Hp y se denota Hap = Ha ® Hp (podriamos
decir, un poco mas formalmente, que siempre existe una
aplicacién de H 4 x Hp en ‘H 4 5 tal que mapea todo par
de bases H 4 y Hp en una base del espacio de estados del
sistema completo).

Como dijimos, tomando una base en el espacio de es-
tados de cada subsistema construimos una base en el es-
pacio de estados del conjunto. Los estados de esa base se
denominan ”estados producto”. La base producto B4 g
obtenida a partir de B4 g se denotard B4 ® Bg y estd
formada por los vectores B4 ® B = {|¢i) A ® |zix)p;j =
1,..,D4,k = 1,...,Dp}. En algunas ocasiones, cuando
no se induzca confusién usaremos una notacién menos
recargada omitiendo el simbolo ®.
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Como esta es una base del espacio del sistema com-
pleto, el estad mas general del mismo serd una combi-
nacién lineal de los elementos de esta base. Es facil ver
que, entonces, el estado mas general no es un estado pro-
ducto. En efecto, el espacio H 4 5 tiene estados producto
y otros que no lo son. A estos dltimos (los que no son
producto) se los denomina estados entrelazados.

La existencia de estados entrelazados se puede pro-
bar de muchas formas. La mas sencilla es exhibirlos
en un ejemplo: Consideremos dos particulas de spin
1/2 y tomemos las bases B4 y Bg como los autoesta-
dos de S, para cada spin, a los que denotaremos |0)
y |1). Consideremos el siguiente estado del conjunto:
[y as = (|0) ®[0) + 1) ® |1))/v/2 (en todos los casos
el primer término del producto tensorial corresponde a
un estado del sistema A y el segundo a uno de B). Para
ver que este estado no es un producto, podemos escribir
el estado producto mas general como

[Y)as = (al0)+ BI1)) & (a']0) + 5']1))
= aa’|0) ® [0) + a3'|0) @ [1)
+ Ba'|1) ® |0) + B51) @ |1)

1

\/5(|0> ®10) +[1) ®1).
Para que esta ultima igualdad sea valida debe cumplirse
que af = 0y /8 = 0. Esto cldramente no es posible
(va que af’ = 0 implica que « = 0 o0 que 8/ =0y en
ambos casos el estado resultante no puede ser nunca el
deseado). En conclusidn, el estado considerado no es un
producto.

B. Estados entrelazados. Descomposicion de Schmidt

Cual es la forma mas general de un estado entrelazado?
En principio, todo estado entrelazado puede escribirse
como la combinacién lineal de la base producto. En el
caso general, siempre podemos escribir

D4 Dg

) =D > cirlds) @ [&). (31)
k

J

Entonces, para escribir al estado mas general pareciera
que siempre necesitamos D 4 X Dy términos. Pero esto no
es cierto, ya que siempre podemos elegir una base en cada
espacio de modo tal que el estado en cuestion siempre se
escriba como una suma de a lo sumo min(D 4, Dg). Para
demostrar esto podemos usar la SVD (descomposicién
en valores singulares) de la matriz cuyos coeficientes son
cjk- Esta es una matriz de dimensién D 4 X Dy que siem-
pre puede escribirse como C = U x A x V donde U y
V' son matrices unitarias cuya dimension es D4 x D4
y Dp X Dpg respectivamente. Por su parte, A es una
matriz de D4 x Dg que tiene un bloque diagonal con
min(D 4, Dg) elementos reales y mayores o iguales que
cero (todos sus otros elementos son nulos). Teniendo en
cuenta esto, podemos escribir c; = Zm UsmAm Vink.-



Reemplazando esto en la expresién anterior para el es-
tado mas general obtenemos

Z Am(z U],n|¢J>) ® (Z Vnk‘gk»
m 7 k
S M) @ é)

V) 4.8

En esta ultima expresién los vectores \g?)m>, que
pertenecen al espacio H 4 son ortonormales (ya que son
una combinacién lineal unitaria de los elementos de una
base ortonormal). Lo mismo sucede con los vectores
|£m> En consecuencia, hemos demostrado que el estado
mas general del espacio producto se puede escribir siem-
pre como una combinacién lineal de estados productos
que tiene a lo sumo min(D 4, D) elementos. Esta de-
scomposicién de cualquier estado se denomina ”descom-
posicién de Schmidt”, y las bases correspondientes se 1la-
man ”bases de Schmidt” (que, obviamente, dependen del
estado [1) 4,5). Por ultimo, es claro que la condicién de
normalizacién del estado |¢)) 4 g implica que Y, A% = 1.

El nimero de términos que aparecen en la descom-
posicién de Schmidt es una propiedad del estado. Lo
denominaremos ” S=ntumero de Schmidt”. En el caso de
un estado producto, tenemos que S = 1 y, como vimos,
siempre se cumple que S < min(D 4, Dg).

Varias consecuencias se derivan simplemente de la de-
scomposicién de Schmidt. En particular, vemos que no
hay ninguna pérdida de generalidad al considerar un es-
tado entrelazado con D elementos cuando Dy = D =
D.

C. Operadores sobre un espacio producto

Los operadores lineales sobre el espacio ‘H 4 5 reflejan
la estructura de este espacio (que es el producto tenso-
rial de H4 y Hg). Dados dos operadores lineales MA y
N, 5, que actian sobre los espacios de cada una de las dos
partes de un sistema compuesto, podemos definir un op-
erador que actia sobre el sistema total. Para hacer esto,
s6lo tenemos que decir cémo actia ese operador sobre
una base de H 4,3 y podemos hacerlo de manera trivial.
Definiremos el operador M 4® Ng como aquel que cumple

(M4 ® Np)|§) @[€) = Mal¢) @ Np[§).

Estos operadores son ”operadores producto”, transfor-
man estados producto en estados productos. En cam-
bio, el operador lineal mas general no es de esta forma
sino que siempre puede escribirse como suma de oper-
adores productos. Es decir, en general cualquier oper-
ador lineal sobre H 4 5 puede escribirse como O4 5 =

ZZ’Q“ Zfi" amnAm @ By. En esta expresién, los oper-
adores A,, y B, son una base ortonormal del espacio de
operadores sobre el espacio de cada una de las partes (y,
por lo tanto, tienen Di y D% elementos). Para los op-
eradores podemos derivar un resultado idéntico al de la
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descomposicién de Schmidt, que obtuvimos para los es-
tados. En efecto, podemos probar que el operador lineal
mas general sobre H 4,5 siempre puede escribirse como

min(D%, D)

Oap = Z

k

Oékxik & Bk. (32)

Los operadores sobre el espacio de estados del sistema
compuesto tienen las mismas propiedades que las men-
cionadas mas arriba (son simplemente operadores sobre
un espacio de Hilbert).

Vimos que dados un operador sobre A y otro sobre
B podemos definir un operador sobre el conjunto A — B
(el operador producto). Asimismo, vimos que el operador
mas general no es un producto. Ahora veremos una forma
simple de obtener un operador sobre cada parte dado un
operador sobre el conjunto. Esto puede hacerse mediante
una operacién que se denomina ”traza parcial”. Como
dijimos, esta operacién mapea un operador sobre H 4 5
en otro que actia sobre H 4 (o, andlogamente, sobre Hz).
Para definir la traza parcial, consideremos un operador
Ouap = >, oA, ® By, Las trazas parciales de este
operador sobre A o sobre B se definen de la siguiente
manera es

Oa=Tra(Oas) = Y ar Tra(Ay) By
k

OB = TI'A(O_AJS) = Zak T‘I‘B(Bk) lek
k

Como vemos, estos operadores actiian sobre los espacios
de cada una de las partes. Cabe notar que O 5 # O4®
Og.

D. El estado del todo y el estado de cada una de las partes

Consideremos un estado puro del conjunto A — —B.
Este es un estado de méaxima informacion, lo que sig-
nifica que siempre existe un experimento cuyo resultado
puede ser predicho con certeza (dicho experimento con-
siste en medir cualquier observable que sea diagonal en
una base que contenga al estado en cuestién como uno de
sus elementos). Para un estado producto, también ten-
emos maxima informacién sobre cada una de las partes.
Sin embargo, si el estado del conjunto es entrelazado
(o sea, si no es un producto), las predicciones sobre re-
sultados de experimentos ”locales” (que afecten a cada
una de las partes por separado) son mucho mas limi-
tadas. Como veremos, los estados entrelazados se car-
acterizan por tener méxima informacién sobre el todo
pero por tener informaciéon no-maxima sobre cada parte.
En efecto, veremos que hay estados entrelazados (los que
tienen entrelazamiento maximo) que corresponden a es-
tados de maxima ignorancia sobre cada una de las partes.

Para estudiar esto primero conviene analizar si es posi-
ble definir un estado para cada una de las partes, dado
que conocemos el estado del conjunto. Supongamos



que el estado del conjunto tiene una descomposicién de
Schmidt tal que

W}>A,B = ZAm‘sz> ® |£m>

Obviamente, este estado tiene un proyector asociado que
llamaremos

paB = |VaB)(Yas|

Usando la forma explicita del estado (en su descom-
posicién de Schmidt) podemos reescribir esto como

pas =Y Aeh o) (dr| @ k) (- (33)

k.’

A partir de esta expresiéon podemos calcular las trazas
parciales de este operador sobre cada uno de los sub-
sistemas (veremos que estos operadores nos permitirdn
definir el estado de cada una de las partes). En efecto,
usando lo anterior podemos escribir

pa = Trgpas

= > AZ|bn) k!,
%

ps = Trapas

= D ARIE) &l (34)
k

Veremos ahora que p4 y pp son los operadores que
describen a los estados de cada una de las partes. Para
demostrar esto basta con probar que estos dos operadores
nos permiten predecir las probabilidades de los resulta-
dos de cualquier experimento realizado sobre cada subsis-
tema. Veamos esto: las probabilidades de los resultados
de experimentos realizados sobre A se obtienen calcu-
lando el valor medio de un proyector de la forma P, ® 13
en el estado ) 4 5 (andlogamente, lo mismo puede hac-
erse con el subsistema B). Usando la forma explicita del
estado obtenemos

(asl(Pa®p)|as) = Y Al (Grl Paldr) (&l 5[Ex)

kK’

= 3"} (GulPalén)
k

= Tra(pa Pa) (35)

Por lo tanto, el estado de la parte A es p4 ya que a partir
de ese operador podemos calcular cualquier probabilidad

E. Medidas de entrelazamiento

Como vemos, a menos que el estado completo sea un
producto (o sea, que su nimero de Schmidt sea S =
1) el estado de cada parte es mixto (en efecto, si S >
1 tenemos Trpi‘ < 1). En particular, para un estado
en el cual todos los coeficientes en la representacion de
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Schmidt tienen el mismo peso tenemos que A7 = 1/S. En
ese caso el estado de cada parte es proporcionalidad a la
identidad en un subespacio de dimensién S ya que py =
Zf |61) (01| /S. Es decir, un estado como este, en el cual
todos los coeficientes de la descomposicién de Schmidt
son idénticos, es un estado de maxima informacion sobre
el conjunto A — —B pero de méxima ignorancia sobre
cada una de las partes A y B.

Notemos que esta propiedad de los sistemas com-
puestos es extremadamente rara: Hay estados tales que,
si los preparamos, podemos asegurar que existe un ex-
perimento realizado sobre el conjunto A — B cuyo re-
sultado puede ser predicho con certeza. Sin embargo,
los resultados de todos los experimentos realizados sobre
cada una de las partes dan siempre resultados equi proba-
biles!! Veremos que esta propiedad crucial de la mecénica
cuantica tiene consecuencias notables. En palabras de
Schroedinger: el entrelazamiento no es una propiedad
mas de la mecédnica cudntica sino que es aquella que nos
obliga a abandonar cualquier descripcién de la naturaleza
compatible con nuestra intuicién clésica.

Es posible definir diferentes medidas del entrelaza-
miento de un sistema. Aqui usaremos la mas sencilla
de todas. Como vimos, lo que distingue a los estados
entrelazados de los estados productos es el poder predic-
tivo que tenemos para mediciones locales sobre las partes.
Para estados producto, tenemos maxima informacién so-
bre las partes mientras que para estados entrelazados ten-
emos informaciéon no-maxima. Diremos que el entrelaza-
miento puede ser cuantificado mediante alguna medida de
la ignorancia que tenemos para mediciones locales. Para
esto pueden utilizarse diversos cuantificadores (entropias,
por ejemplo). El mas sencillo de todos estd determinado
por la pureza de cada estado p4 y pg. En efecto, una me-
dida del entrelazamiento es 453 = 1 —Trp% = 1—Tr p%.
Cabe notar que la descomposicién de Schmidt implica
que las purezas de los estados de cada una de las partes
son iguales (o sea Trpa = Trpg, lo que se demuestra
trivialmente a partir de la observacién de que ambos op-
eradores tienen los mismos autovalores). Como vemos,
1n4,8 = 0 cuando el estado es un producto y es menor
que la unidad para estados entrelazados. En particular,
para los estados con nimero de Schmidt maximo y con
todos los pesos de los estados de Schmidt idénticos, se
cumple que nap=1—1/D.

Esta medida del entrelazamiento es, por cierto, un
tanto arbitraria. Una verdadera medida deberia estar
motivada por alguna razon fisica. Es decir, la canti-
dad de entrelazamiento tendria que cuantificar, de alguna
forma, una magnitud que pueda relacionarse con otras
magnitudes de la fisica. En las dltimas décadas se han
identificado algunas tareas (como la teleportacién, por
ejemplo, que veremos mas adelante) que sélo pueden ser
realizadas en presencia de entrelazamiento entre dos sub
sistemas. En la actualidad, el entrelazamiento se con-
cibe como un recurso fisico que puede generarse, manip-
ularse y utilizarse para realizar alguna tarea (vinculada
a la transmisién de informacién, por ejemplo). Entonces,



las medidas mas naturales del entrelazamiento se definen
en funcién de esta visién operacional. En los casos que
analizaremos en el curso, la diferencia entre las distintas
medidas del entrelazamiento no tendra un rol importante.

F. Ejemplo: Dos spines. Base de Bell.

El estudio de un sistema formado por de dos particulas
de spin 1/2 no solamente es ilustrativo sobre los aspectos
centrales del entrelazamiento sino que también es muy
importante y tiene numerosas aplicaciones que veremos
mas adelante.

Como dijimos mas arriba, para que haya entrelaza-
miento el nimero de Schmidt en este caso debe ser S = 2
(con S = 1 el estado es un producto). Mas arriba
vimos un ejemplo de un estado entrelazado. Definire-
mos ahora una base completa formada por cuatro es-
tados entrelazados, a la que denominaremos ”Base de
Bell” (por John Bell). Esta base estd formada por
Bpeu = {|®4),|P_),|PLy),|P_)}, donde los estados
estdn definidos como

1 1
V2 V2

La ortonormalidad de estos estados puede ser demostrada
de manera directa y por lo tanto los cuatro forman una
base del espacio de estados del conjunto formado por los
dos spines. Por otra parte, es interesante notar que los
estados de Bell son autoestados comunes de un CCOC
formado por los siguientes operadores

[@+) = —=([00)£[11)), |W+) = —=(]01)£[10)). (36)

My =0,Q0, My=0.®0, (37)
Asimismo, los estados de Bell son autoestados de M3 =
0y ®0y, lo que suge de lo anterior ya que M3 = —M; X M.
Es interesante notar que estos dos operadores, M; y
M, conmutan entre si pese a estar construidos como
producto de factores que no conmutan sobre cada sub-
sistema. Dado que los operadores conmutan entonces
pueden ser medidos simultaneamente, lo que quiere de-
cir que es posible disenar un aparato de medicién que
mida M; junto con M. Debemos notar que para eso es
necesario lograr medir directamente el producto que da
lugar a M; sin medir cada uno de sus factores ya que si lo
hiciéramos entonces no podriamos medir también M. Es
decir, tanto M; como Ms forman parte de otros CCOC
distintos al formado por ambos dos. M; es parte del
CCOC formado por C,, = {0, @ 1,1 ® 0,} y M> forma
parte del CCOC formado por C, = {0, ® 1,1 ® 0,}.
Pero para medir M; junto con M5 no podemos usar los
aparatos de medicion correspondientes al CCOC C), ni
al CCOC C, sino que debemos disenar otro aparato de
medicién. El disefio de este aparato (o de sendos aparatos
que solamente midan M o My sin medir los factores que
los conforman), serd discutido mas adelante.

Teniendo en cuenta lo anterior, es facil ver que los es-
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tados de Bell cumplen las siguientes relaciones

Mi®y) = (+1)[®), Malds) = (+1)|0.)
M) = (~D|D), Mal®_) = (+1)[3-)
M) = (“1)]9), M) = (~1)w_)
MWL) = (4104, Mal¥) = (~1)¥.)

En efecto, esto dice que el autovalor de M; es +1 para
los estados de tipo 7+” (|®4) y | ¥ ), mientras que es —1
para los estados de tipo ”-"; Por su parte el autovalor de
Ms es +1 para los estados de tipo |®) mientras que es —1
para los estados de tipo |¥). Los estados de Bell pueden
denotarse, entonces, como |8, ,m,) donde mq, mg = £1
son los autovalores de My y M. O sea, |B+1,41) = |P4),
1B—1,41) = [¥4), B1,-1) = [@-), [B—1,-1) = [¥-),

Teniendo en cuenta lo anterior, podemos afirmar que
si preparamos cualquiera de los cuatro estados de Bell
y medimos M; o My obtendremos una tnica respuesta
con probabilidad 1. En cambio, es fcil demostrar (de
hecho, es un caso particular de la demostracién discutida
mas arriba en la cual se analizo el caso en que los estados
en los que todos los coeficientes de la descomposicién de
Schmidt tienen el mismo mdédulo) que para cualquiera de
los estados de Bell se cumple que

1

pa =14,

1y (38)
9 PB = 2 B-

Esto implica que no es posible realizar ninguna prediccién
con resultados no triviales si medimos alguna propiedad
del subsistema A o del subsistema B. En el estado
maximamente mixto de un spin, la medicién de cualquier
componente del spin tiene resultados +//2 con probabil-
idad 1/2.

Para demostrar esta y otras propiedades de los estados
de Bell es til aplicar las siguientes propiedades, cuya
demostracién se propone como ejercicio:

gj ® Il|6a,b> L |ﬁa,b>7 1 ® O'j|6a,b> 4 |Ba,b>a (39)

para todo j = x,y,2. Lo mismo sucede cuando apli-
camos operadores que se obtienen como productos de
operadores de Pauli. En efecto,

0; @ 0k|Bap) L |Bap) (40)

para j # k. Para j = k, en cambio, estos operadores se
reducen a My, My y M3 = —M; x My = 0, ® 0. Los
autovalores de My y Ms en los estados de Bell ya fueron
mencionados mas arriba mientras que es facil demostrar
que M3|Ba,b> =—-axb ‘/Ba,b>-

La matriz densidad de los estados de Bell puede es-
cribirse como combinacién lineal de una base completa
del espacio de los operadores sobre el espacio del sistema
compuesto. En efecto, cualquier matriz densidad puede
escribirse como

pas =~ (1144 d@U+pp LRG+K; xo;Q0%). (41)

NG



Teniendo en cuenta los resultados anteriores, es facil ver
que para los estados de Bell obtenemos

1
Py = 7 (]1®]1+m101®01—m1 xm20y®ay+m202®02).

Los estados entrelazados se caracterizan por tener cor-
relaciones muy fuertes entre los resultados de los experi-
mentos que se realizan sobre cada una de las partes Ay B.
Supongamos que medimos la componente @ del spin del
subsistema A y la componente b del spin del subsistema
B. Calculemos la funcién de correlacién del experimento
en cuestion. Esta funcién estd definida como el prome-
dio de los productos de los resultados menos el producto
de los promedios. Es evidente que si la funcién de cor-
relacién sera nula si y sélo si la distribuciéon conjunta de
los resultados de las mediciones de A y B es un producto
de las dos distribuciones marginales. La funcién de cor-
relacién en cualquiera de los estados de Bell es definida
como

K””th (C—i? g) = <ﬂm1,m2 |C_i T® g &|Bm1,m2>

donde ya utilizamos el hecho de que el valor medio de
cualquier operador de Pauli en un estado de Bell se anula
(con lo cual los promedios de las mediciones locales son
nulos). La forma explicita del estado nos permite escribir
que

(42)

Ky m, (@, 5) =M1 agy by —mima ay by+ma a, b,. (43)
En particular, para el estado ”singlete” |f—1,—1) =
(J01) — |10))/v/2 la funcién de correlacién resulta par-
ticularmente simple:

K 1 _1(d,b)=—a-b. (44)

Por dltimo, y por completitud, vamos a calcular las
probabilidades conjuntas para los resultados de los ex-
perimentos realizados en los laboratorios en los que se
encuentran cada uno de los spines. Recordemos que en
un laboratorio se mide @ - & y en el otro se mide b- G
Los resultados de ambos experimentos son €, = £1 y
€, = £1. Como sabemos, las probabilidades se calculan
como el valor medio de los correspondientes proyectores,
que pueden escribirse como

P,

€a,€b

1 1 -
:§U+@a@j®50+qb&)

Al tomar el valor medio de este operador podemos usar
los resultados que obtuvimos hasta ahora: i) cualquier
operador de Pauli actuando sobre un estado de Bell lo
transforma en otro estado de Bell ortogonal al anterior;
ii) lo mismo sucede cuando aplicamos cualquier operador
de la forma o; ® oy, salvo cuando j = k (y en ese caso los
valores medios son iguales a m1, —mj X mg y mo cuando

j = x,y,z). Teniendo en cuenta esto, la probabilidad
conjunta es
Prob ( -E:ea;b-&’zeb“ﬁmhmz))

mi,mz ‘P5a7€b |6m1,m2>

B e~ 9y

(1 + €q€p (mlaxbz — mimaayby, + mgazbz))
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En el caso particular del estado singlete, tenemos que
m1 = mg = —1 y entonces las probabilidades anteri-
ores (en una notacién mas compacta) pueden escribirse
como Prob(™ 7 (e,: ) = 1(1 — €q€p). En cambio, para
el estado |®, ) resulta que m; = 41y my = +1 y por
lo tanto la probabilidad conjunta es ProbH’Jr)(ea7 €) =
i(l +eqep(azby —ayby+azb,)). Como vemos, en todos los
casos estas probabilidades conjuntas tienen las siguientes
propiedades: a) Las probabilidades marginales son triv-
iales (en efecto Prob(™ 7 (e,) = >a Prob(™ ) (eq; ) =
%7 b) Las probabilidades conjuntas no pueden escribirse
como un producto de las probabilidades marginales (lo
cual es la manifestacion obvia de que los resultados no
son independientes ino que estdn correlacionados).

G. Correlaciones clasicas

Es importante destacar que la existencia de correla-
ciones entre las partes de un sistema completo no es una
propiedad que caracterice a la mecéanica cudntica. Por
cierto, las correlaciones entre eventos distantes (observa-
ciones en laboratorios espacialmente separados, por ejem-
plo) también existen en sistemas cldsicos. Lo que carac-
teriza a los sistemas cudnticos es la naturaleza de dichas
correlaciones. Mas adelante veremos que las correlaciones
predichas por la mecédnica cudntica son cualitativamente
y cuantitativamente diferentes de aquellas predichas por
cualquier modelo fisico compatible con nuestro sentido
comun.

Veremos aqui un ejemplo de un sistema clasico que en
el que aparecen correlaciones fuertes y que es analogo
al sistema de dos spines descripto por el estado singlete
|¥_). Consideramos un objeto macroscépico, una piedra
por ejemplo, que se encuentra inicialmente en reposo con
respecto a algun sistema de coordenadas. Inicialmente el
momento angular del sistema es fg = 0. En un dado in-
stante el objeto estalla y se divide en dos fragmentos, que
llamaremos A y B. Debido a la conservacién del momento
angular, si uno de los dos fragmentos adquiere un mo-
mento angular J, el otro necesariamente tendré momento
angular —J. Sin péridida de generalidad, supondremos
que jA = jy jg =—J. Supongamos cada fragmento
se dirige a un laboratorio distinto. En un laboratorio se
mide el signo de la proyeccién del momento angular J. A
en la direccion del eje @ y en el otro, analogamente, se
mide sign(Jp - b). Estas son dos variables dicotémicas,
que toman siempre valores que son iguales a +1. En
ese sentido, estas mediciones son andlogas a las que se
realizan con una particula de spin 1/2 en la cual siem-
pre se obtienen dos resultados. El exerimento se repite
muchs veces y en cada ocasién el mecanismo que da lu-
gar a la explosién genera un momento angular diferente.
Supondremos que ese mecanismo es isétropo y no elige
ninguna direccién privilegiada. Es decir, en cada evento
(cada explosién) el momento angular J es una variable
que es elegida al azar sobre una esfera unidad.



Es evidente que los resultados de las mediciones en
los dos laboratorios no son, en general, independientes
sino que estan correlacionados. Por ejemplo, si en ambos
laboratorios se mide el momento angular en la misma
direccién (o sea, @ = (_)') entonces los resultados siempre
estan correlacionados ya que el momento angular total es
nulo. Obviamente esto se cumple para cualquier eleccién
del vector d.

En este ejemplo es posible calcular la funcién de cor-
relacién. Para eso, consideramos que 6 es el angulo entre
los vectores @ y b (o sea, @b = cosf). Cada uno de
estos vectores divide la esfera unidad en dos hemisferios.
Si el vector J apunta hacia el hemisferio norte asociado
al vector @ las mediciones en el laboratorio A dard como
resultado sign(J4 - @) = +1 (y si apunta en la direccién
del hemisferio sur el resultado serd —1). Por su parte, lo
mismo ocurre con las mediciones en el laboratorio B: Si
J apunta en la direccién del hemisferio norte asociado a
b tendremos sign(flg b= +1, etc). Entonces en ambos
laboratorios se obtendran valores +1 cuando J apunte
hacia el norete de @ y hacia el sur de b. Andlogamente
los resultados (41, —1) corresponden a vectores J que
apunten en la direccién del norte de veca y b. Entonces
la funcién de correlacién, que se obtiene como suma de
los productos de los resultados de los experimentos en
ambos laboratorios (es obvio que el valor medio de los
experimentos locales se anula) puede calcularse como

Kpomba (da g) = ANS - ASNI;TANN — ASS

donde Anpn es el dreas de la regién de la esfera unidad
que se forma por la intersecciéon de los dos hemisferios
norte (y andlogamente para Ayg, Ass v Asn) y Ar es
el area total de la esfera unidad. Es facil calcular las
areas de cada regién. En efecto,

Ans  Asn 0
Ay Ar 2w
ANN o Assi’fr*e
AT B ATi 27'("

Por lo tanto, la funcién de correlacion es

Kbomba(c_iv g) = _(]- - 270)

T
Es interesante notar que si € = 0 la funcién de correlacion
es siempre igual a —1 lo que refleja que en ese caso las
variables estdan perfectamente anti correlacionadas. En
cambio, cuando 6 = 7/2 la funcién de correlacién se an-
ula (mientras que si § = 7 la funcién de correlacién es
+1). Este resultado debe ser comparado con lo que obtu-
vimos para el estado singlete que, como vimos mas arriba,
que resulta ser

—

K_ 1 _1(d,b)=—a-b=—cosf

Ambas funciones de correlacién coinciden en los puntos
6 = 0,7/2,m pero no coinciden en puntos intermedios.
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Entonces, el desacuerdo entre las correlaciones clasicas y
cuanticas se manifiesta en un nivel piuramente cuantita-
tivo. Veremos que ese desacuerdo trae aparejadas conse-
cuencias realmente notables.

H. Otro ejemplo: una particula en tres dimensiones

Como dijimos antes, la existencia de estados entrelaza-
dos no es una sorpresa sino que es una novedad reciente
sino que es algo que es bien conocido desde los origenes
de la mecanica cuédntica. El hecho de que el espacio de
estados de un sistema compuesto es el producto tenso-
rial de los espacios de cada una de sus partes es algo
fundamental y bien conocido. Por cierto, esta estructura
matematica se utiliza no solamente para describir sis-
temas compuestos por objetos distintos sino que también
se aplica a la descripcién de espacio de estados de sis-
temas con mas de un grado de libertad. El ejemplo mas
obvio es el de una particula que se mueve en el espacio
de 3 dimensiones. En efecto, el espacio de estados Hz
es el producto tensorial de los espacios que describen a
particulas en movimiento en las tres direcciones carte-
sianas. En efecto Hy = H, ® H, ® H.. En este espacio,
la base de autoestados de la posicién formada por los
estados |F) es el producto tensorial de las tres bases for-
madas respectivamente por los estados |x), |y) v |z). Es
decir |F) = |z) ® |y) ® |2) = |z,y,2). Los estados en-
trelazados, en este caso, son aquellos estados |¥) en los
que la funcién de onda ¥(7) = (]¥) no puede escribirse
como un producto de funciones de cada coordenada (es
decir U(7) # fi(x)fa(y)fs(z). Hay miltiples ejemplos
de este tipo (por ejemplo aquellas funciones que se ob-
tienen como autoestados de la energia de un atomo de
hidrégeno).

l. Contextualidad: un ejemplo con dos spines

Como dijimos, la mecénica cuantica resulta ser incom-
patible con la idea de que los resultados de los experi-
mentos pre existen a la medicién. En el caso de un sis-
tema de dos particulas de spin 1/2 es posible poner esto
de manifiesto de manera contundente. Ya hemos visto
que no es posible suponer que cualquier componente del
spin toma un valor +//2 antes de la medicién y a la vez
mantener la hipétesis de consistencia funcional que es-
tablece que los valores de las propiedades cumplen con
las mismas relaciones funcionales que estas. Pero, como
dijimos, el argumento puede ser cuestionado desde varios
puntos de vista. La primera hipdtesis es demasiado fuerte
ya que estamos suponiendo que es posible asignarles val-
ores (pre existentes a la medicién) a observables incom-
patibles, que no pueden ser medidos simultaneamente.
Podemos relajar un poco esta hipotesis y jugar con otra
mas débil: Supongamos que solamente podemos asignar
valores a observables que forman un CCOC. En el caso
de un spin, esta hipétesis no conduce a nada ya que hay



un unico observable no trivial en cada CCOC. Pero para
espacios de dimensién mas alta es posible derivar conse-
cuencias interesantes de esta hipdtesis, que nos permiten
mostrar la incompatibilidad de la mecénica cudntica con
un conjunto de teorias "muy razonables”. Supongamos
entonces que en un sistema fisico los valores de los ob-
servables que forman un CCOC estan definidos y que la
medicién de los mismos "revela” ese valor. Si el CCOC
estd formado por los observables {A, B, C, ...}, podremos
asignarles a estos observables valores bien definidos que
llamaremos C' = {v(A),v(B),v(C),...}. Supondremos
también que vale la hipdtesis de consistencia funcional,
que dice que si hay una relacién funcional entre los oper-
adores, esa misma relaciéon debe cumplirse para los val-
ores de los mismos. En otras palabras, si vale una relacién
del tipo F(A, B,C,...) = 0 entonces debe valer también
la relacién F(v(A),v(B),v(C),...) = 0.

Ahora bien, el observable A puede formar parte de mu-
chos CCOC. Por ejemplo, supongamos que el conjunto
C'={A,B', (" ..} es un CCOC. Esto quiere decir que
el observable A puede ser medido en distintos ”contex-
tos”, los que estdn definidos por los otros observables
compatibles con A que decidimos medir junto con él. La
hipétesis anterior nos permite asignar valores simulta-
neos a todos los observables del conjunto C’. Es de-
cir, podemos decir que en el sistema estéan bien definidos
v'(A),v; (B"),v'(C"),.... Pero: qué relacién hay entre

v(A) y v'(A). Ambos son los valores asignados al observ-
able A en distintos contextos. La hipétesis de "no contex-
tualidad” es la que dice que ambos son idénticos, o sea,
que el valor de un observable no depende del contexto
y v(A) = v/(A). Esta es una hipdtesis adicional, muy
fuerte, que suena muy razonable. En efecto, para justifi-
carla podriamos imaginar una secuencia de mediciones de
los observables en la cual primero medimos el observable
A y luego decidimos que otros observables medir. Si es
posible realizar una secuencia de este tipo (lo cual se ha
hecho en varios experimentos en los que los observables
se miden de uno a la vez con aparatos que no definen un
contexto) entonces la hipétesis de no contextualidad es
equivalente a la hipdtesis que dice que el valor del ob-
servable pre existe a la medicién.

Es facil ver, usando un sistema de dos particulas de
spin 1/2, que las teorfas (realistas) no contextuales que
satisfacen la consistencia funcional son incompatibles con
la mecénica cuantica. Esto se demuestra de la siguiente
manera. Consideremos los siguientes nueve observables:

0, QN1 0,1 o0, R0,
1®o, 1Ro, 0,R0, (45)
Oy R0y 0, R0, 0y R0y

M =

Es facil demostrar que los tres observables pertenecientes
a cualquier fila o cualquier columna de esta matriz for-
man un CCOC. Cada elemento de la matriz, entonces,
pertenece a dos contextos distintos (el de la fila y el de la
columna). Por otra parte es facil ver que M; ; x M, ; =
M3 ; para todo valor de j = 1,2,3 (el dltimo elemento
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de cada columna es el producto de los otros dos). En
cambio, para las dos primeras filas £k = 1,2 se cumple
que My X My o = My 3 pero para la tercera fila vale
Mszq x M3o = —Ms3. Estas seis identidades definen
relaciones funcionales dentro de cada uno de los CCOC’s
formados por las filas y columnas. De acuerdo a nuestro
razonamiento anterior, deberia ser posible asignar val-
ores a los observables de cada fila y cada columna. Si lo
hacemos de manera no contextual, eso quiere decir que
podemos escribir seis identidades de la siguiente forma:

v(io, @ 1) x v(1l ® o) (
v(ie, @1) xv(l®o,) (
V(oz ®@0;) X v(o, ®oy) = v(oy ® oy
) (
) (
)

|
<

v(o, @ 1) xv(l ® o0,
vio, ®1) x v(ll ® oy

v(oy ® 0z) X V(0 ® 0,

I
=
Q
n
®
Q
&

I
|
=
Q
<
®
q &
S_/

Esto lleva inevitablemente a una contradicciéon si ademéas
recordamos que todos los valores de estos observables
v(A® B) = +1. En efeto, si multiplicamos las seis identi-
dades obtenemos una identidad en la que cada uno de los
valores en cuestién aparece dos veces. Por lo tanto todos
los productos que estan del lado izquierdo de la ecuacién
que obtenemos serdn iguales a (+1), mientras que lo que
obtenemos del lado izquierdo serd siempre igual a (—1).
Entonces, el conjunto de ecuaciones anterior se reduce a
+1 = —1, lo cual es obviamente absurdo.

El absurdo proviene de suponer todas las hipotesis an-
teriores: que los valores de todos los elementos de un
CCOC pre existen a la medicién (y son iguales al valor
medido), que el valor de un observable es independiente
del contexto y que los valores de los observables cumplen
las mismas relaciones funcionales que los propios observ-
ables. Lo que hemos demostrado es que estas hipdtesis
(totalmente compatibles con nuestro sentido comiin) son
incompatibles con la mecanica cudntica. Que quiere de-
cir esto? Obviamente la mecédnica cudntica esta fundada
sobre otras hipétesis lo cual implica que no es extrano
que otra teoria fundada en otras hipdtesis sea incompati-
ble con ella (estd escrita, inclusive, en otro lenguaje). Lo
que lo anterior implica es que si alguna vez la mecénica
cuantica es reemplazada por otra teoria que la supere
y que mantenga las predicciones de la mecénica cudntica
que han sido comprobadas hasta el presente, entonces esa
teoria superadora no podra satisfacer las hipétesis discu-
tidas mas arriba (realismo, contextualidad, consistencia
funcional).



VI. CLASE T7: TEORIA DE TRANSFORMACIONES
FISICAS EN EL ESPACIO DE HILBERT.

NOTA: ESTA SECCION NO ESTA COR-
REGIDA POR EL AUTOR

Como vimos, el escenario de la mecanica cudntica es
el espacio de Hilbert (un espacio vectorial complejo, con
un producto interno hermitiano y que satisface el ax-
ioma de completitud). En ese espacio se representan to-
dos los estados fisicos de cualquier sistema. El objetivo
principal de la fisica es descubrir y describir la distintas
maneras en las que los sistemas pueden transformarse,
pueden evolucionar, pueden modificar su estado. En este
capitulo describiremos como representar cualquier trans-
formacion fisica en el espacio de estados de la mecéanica
cuéntica.

En primer lugar conviene aclarar que es lo que enten-
demos por una ”transformacion fisica” de un sistema. En
ese concepto incluiremos a cualquier cambio que tiene lu-
gar en el sistema real, y por lo tanto ocurre en el laborato-
rio. Por ejemplo, podemos tomar un sistema cualquiera
(un conjunto de particulas puntuales, por ejemplo) y
desplazarlo moviéndolo de un lugar a otro. También
podemos imprimirle un impulso en alguna direcciéon o
rotarlo alrededor de algtin eje. Asimismo, también pode-
mos dejar que el sistema evolucione librado a su propia
suerte, movida por su propia dindmica interna o a causa
de su interaccién con otros objetos. Cambios bruscos
en la posicién o en la velocidad, rotaciones y evolucion
temporal debido a interacciones naturales son los ejem-
plos tipicos de las transformaciones fisicas a las que nos
referiremos en este capitulo. Cualquiera de estas trans-
formaciones tiene lugar en el laboratorio. La pregunta a
la que nos abocaremos es: como estan representadas en
el espacio de estados de la mecédnica cuantica? O sea,
supongamos que en nuestro laboratorio tenemos un sis-
tema fisico que fue preparado en un estado descripto por
el vector |¢). Supongamos que en el laboratorio apli-
camos al sistema alguna de las transformaciones men-
cionadas mas arriba, a la que llamaremos T. Al apli-
carla, el estado cambiard y pasara a ser otro al que lla-
maremos |¢’). Entonces, nuestro objetivo serd encontrar
al "representante” de la transformacion T en el espacio
de Hilbert. Es decir, para cada T existird un operador
D(T) : H — H tal que |¢') = D(T)|¢) para todo estado
|9).

El método que usaremos serd sencillo: En primer lugar,
describiremos la teoria clasica de las transformaciones de
un sistema analizando cémo se representan estas trans-
formaciones en el espacio de las fases. Esta es la teoria de
las transformaciones candnicas, que repasaremos breve-
mente. Con esta herramienta a mano, estudiaremos cier-
tas propiedades esenciales que definen a cada una de el-
las. Estas propiedades de las transformaciones reales,
que deben ser heredadas por sus representantes en el es-
pacio de estados. Nos adelantamos a mencionar el ejem-
plo mas sencillo: las rotaciones. Es conocido el hecho
de que si rotamos a un objeto primero alrededor de un
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eje y luego lo rotamos alrededor de otro eje diferente del
anterior obtenemos un estado distinto que aquel al que
llegamos si hacemos las rotaciones en el orden inverso.
Esta diferencia puede ser cuantificada mateméticamente
y esta propiedad, que define a las rotaciones, nos servira
para definir a su representante en el espacio de Hilbert.

A. El caso clasico: Transofrmaciones candnicas

El escenario de la fisica clédsica es el espacio de las fases.
Para un sistema de N grados de libertad, dicho espacio
tiene dimensién 2N siendo cada punto identificado por N
coordenadas y N momentos: & = (q1, ..., N, P1, -, DN )-
Las coordenadas y momentos son, todos, propiedades ob-
servables del sistema.

Lon representantes de las transformaciones fisicas en
el espacio de las fases corresponden a cambios en las co-
ordenadas «. Si el estado inicial esta descripto por el
punto o = (g, p) el estado luego de la transformacion es-
tard descripto por las coordenadas o' = F(«) (omitimos
por comodidad los subindices en las coordenadas ¢q y los
momentos p, que son vectores con N componentes).

Los representantes de las transformaciones fisicas en el
espacio de las fases deben cumplir una condicién funda-
mental. Supongamos que no tenemos informacién com-
pleta sobre el estado del sistema. En ese caso, el estado
no estd representado por un punto en el espacio de las
fases sino por una densidad de probabilidad en dicho es-
pacio. Esta es una funcién p(a) que permite calcular la
probabilidad de encontrar al sistema en cualquier regién
del espacio de las fases. Si la regién es R, la probabilidad
serd Prob(mathcalR) = intrdop(a).

Supongamos que aplicamos una transformacién que
modifica el estado del sistema y que estd representada
por la funcién o/ = F(«). Si el estado antes de la trans-
formacién estaba descripto por la funcién p(«), entonces
el estado después de la transformacion estarda descripto
por la funcién p'(a) = p(F~1(a)) (esto se lee asf : el
valor de la nueva funcién p’ en el punto « es el que tenfa
la vieja funcién p en el punto que se transforma en «
al aplicar la transformacién), También podemos aplicar
la transformacién a la regiéon R. Esto es debido a que
toda regién del espacio de fases pude asociarse en forma
univoca a un estado fisico: aquél en el cual la densi-
dad de probabilidad es uniforme sobre la regiéon R y vale
cero fuera de ella. A esta funcién la llamaremos R(a).
Por lo tanto la transformacién fisica mapea la regién a
R'(a) = R(F~Y(a)).

Teniendo en cuenta lo anterior surge naturalmente
una condicién fundamental para la funcién F(a). Esta
funcién debe ser tal que se preserva el area de cualquier
region del espacio de fases. Esto surge de exigir que la
probabilidad de que el sistema cuyo estado es p(«a) se
encuentre en la regién R(«) debe ser la misma que la
probabilidad de que el sistema cuyo estado es p’(alpha) =
p(F~1(a)) se encuentre en la regién R/ (a) = R(F~1(a)).
Este es el requisito fundamental que deben satisfacer los



representantes de las transformaciones fisicas en el espa-
cio de fases: Deben conservar el area de cualquier regién
(no solamente el volumen total sino también cualquier
drea definida en cualquier superficie del espacio de fases).
Una transformacién que cumple con esta condicién es lo
que se denomina ”transformacién canénica”.

Un poderoso teorema, cuya prueba omitiremos (y
puede hallarse en los buenos libros de Mecénica Clésica)
establece condiciones necesarias y suficientes para que
una transformacién sea candnica. Soélo mencionaremos
aqui algunas de ellas, que son las que usaremos mas
adelante. Una transformacién es candnica si y solo si
existe una funcién generatriz a partir de la cual puede
derivarse. Hay funciones generatrices de diverso tipo (cu-
atro tipos distintos) y todas ellas dependen de una de
las componentes de a@ = (¢, p) y de otra de las compo-
nentes de F(a) = (Q, P). Exisen por lo tanto cuatro
tipos de funciones F1(q,Q), Fa(q, P), F3(p, P), Fua(p, Q).
Para funciones del segundo tipo, por ejemplo, la trans-
formacién es candnica si se cumple que Q = 9,F(q, P)
y p = OpFs(q,P). Un caso particular es aquel en el
cual Fy(q, P) = qP. En ese caso es inmediato ver que la
transformacion es la identidad.

Es importante considerar el caso de transformaciones
que difieren poco de la identidad. Estas son llamadas
”transformaciones canoénicas infinitesimales”. Todas el-
las son generadas por funciones del tipo Fs(q,P) =
gP + €G(q, P), donde € es un pardmetro pequeno y la
funcién G(gq, P) puede ser cualquiera. Esta funcién car-
acteriza a la transformacién y se la denomina ” generador
de la transformacién canénica”. En ese caso, las viejas
y nuevas coordenadas y momentos estan relacionadas de
la siguiente forma:

Q=q+edpG(q,P), p=P+¢ed,G(gq,P).
Lo interesante es que para cualquier eleccién de G(gq, P) la
transformacién resultante es candnica. Algunos ejemplos
sencillos seran discutidos mas adelante.

B. Traslaciones espaciales infinitesimales

Veamos la representacion de la primera operacién
fisica: las traslaciones. Supongamos que desplazamos
rigidamente a nuestro sistema desde su posicién originl
7o hasta una posicién vecina 7 = 7y + € para un cierto
vector de magnitud infinitesimal € Supongamos por
ahora que el sistema tiene solamente 1 grado de liber-
tad (la generalizacién es inmediata). Obviamente en el
espacio de las fases esta transformacién debe de estar
representada por la funcién que mapea o = (gq,p) en
o =(Q,P) = (q+e¢,p). El estado del sistema, entonces,
serd p'(q,p) = p(q¢ — €,p). Teniendo en cuenta lo an-
terior, es también evidente que esta transformacion es
candnica y que estd generada por G(q, P) = e¢P (o sea,

Para encontrar el representante de las traslaciones en la
mecdanica cudntica tenemos que encontrar una propiedad
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de esta operaciéon que no esté directamente asociada a
la formulacién en el espacio de fases. Podemos ver que
las traslaciones satisfacen la siguiente propiedad: De-
finamos dos transformaciones como la composicién de
una traslacién y otra operacién (que NO es el repre-
sentante de una operacién fisica) que consiste en mul-
tiplicar por el argumento de la funcién p, que define al
estado. A esta ultima transformacion la podemos de-
nominar M,. Consideremos ahora que es lo que sucede
si primero aplicamos una traslacién y luego M,. Es
evidente que en ese caso obtenemos una funcién que
es p1(q,p) = qp'(q,p). En cambio, si aplicamos esta
operacién en el orden inverso (primero M, y luego la
traslacién, obtenemos pa(q,p) = (¢—¢€)p’(¢,p). A primer
orden en ¢, la diferencia entre estas dos transformaciones
(M, T — TM, es, a primer orden en €, 65(q,p) = €p(q,p).
Por eso, podemos decir que el representante de las trasla-
ciones en el espacio de fases cumple con la propiedad
M,T — TM, = €ll = eqP. Es interesante notar que si
imponemos la validez de esta relacién (relacién de con-
mutacién!) de aqui surge que el generador de las trasla-
ciones es el momento. En efecto, consideremos ahora que
todavia no sabemos cual es la transformacién candnica
que representa a las traslaciones: simplemente digamos
que dicha transformacién es tal que (¢,p) — (Q, P). Si
pedimos que valga la condiciéon de conmutacién anterior
deducimos que debe cumplirse lo siguiente

Q(q,p)'p'(a,p) — ap'(a,p) = €p' (¢, p) (46)

de donde surge que Q(g,p) = ¢ + €, ya que la igualdad
anterior tiene que ser vilida para todo (g,p). De aqui
resulta inmediato que el generador es el momento). Lo
interesante de este cédlculo es notar que la relacién de
conmutacién define completamente a las traslaciones es-
paciales. Es decir, que podemos decir que las traslaciones
espaciales infinitesimales son operaciones que tienen un
representante que satisface M, T — T M, = €ll.

C. Traslaciones en momento.

Otra transformacién fisica posible es imprimir
briiscamente (acoplando a alguna fuente externa, por
ejemplo) un pequenio momento € a todas las particulas.
En ese caso la transformacion candnica es Q = q y
P = p+ €. El generador en este caso es G(q, P) = €'q.
Podemos notar facilmente que podemos aplicar el mismo
argumento anterior componiendo ahora la traslaciéon en
momento con otra operacién M, que multiplica por el
argumento de la funcién que representa al estado. Tal
como vimos en el caso de la posicion si comparamos lo
que obtenemos aplicando estas dos operaciones en dis-
tinto orden obtenemos

&' p(q,p) = Pp'(q,p) — pp(q,p) = € p(q, p),

Como antes, imponer la validez de esta relacién es equiv-
alente a pedir que la transformacion sea tal que P =



p+e. Nuevamente, vemos que la relacién de conmutacion
(cldsica) entre M, y T}, es equivamente a imponer la rep-
resentacién natural, que estd dada por Q = ¢, P = p+¢€'.
La virtud de la relaciéon de conmutacién es que podra ser
utilizada para definir las traslaciones en el caso cuantico.

D. Rotaciones

Toda rotacion en el espacio tridimensional esté carac-
terizada por un eje de rotacién y un angulo. El eje €,
es el eje de rotacion y el angulo nos dice cuanto rotamos
alrededor de dicho eje. La accién de las rotaciones en
el espacio real es bien conocida: Cuando rotamos una
particula alrededor del eje €, en un angulo ¢ la nueva
posicién 7 se relaciona con la posicién antes de la trans-
formacién (7) mediante la ecuacién ¥ = Rg, (¢)7. En los
casos particulares de los ejes cartesianos, la forma de la
matrices de 3 X 3 que aparece en esa expresion es bien
conocida. Por ejemplo, una rotacién alrededor del eje €,
esta descripta por la matriz

cos¢p —sing 0
Rz, (¢) = |sing cos¢ O (47)
0 0 1

Andlogamente, las matrices de rotacién alrededor de los
otros ejes cartesianos son

cos¢p 0 sing 1 0 0
Re@)=| 0 1 0 |,Re(d)= |0 cos¢ —sing
—sing 0 cos¢ 0 sing cos¢

(48)

Evidentemente, las expresiones anteriores implican
que, para angulos pequenos d¢ tenemos

1= 5
Rz, (00)Re, (00) = | g2 1-92  _5¢ |, (49)
56 0 1—48¢?

mientras que las rotaciones en orden inverso dan lugar a

1- 99 52 5
Rs,(60)Rs, (50)~ | 0 1-22 _gp
—d0¢ op 1— 5gz52

Por lo tanto, el conmutador de las dos rotaciones es:

(50)

0 —6¢% 0
562 0 0
0 0 0

~ Re.(062) - 1(51)

R, (6¢)Re, (6¢) — Re, (00) Re, (5¢)

Q

Esta expresién nos muestra que las rotaciones infinitesi-
males conmutan ya que el conmutador es una matriz en
la que solamente aparecen términos de segundo orden en
d¢. Pero esta misma expresién define la forma en que las
rotaciones dejan de conmutar y permite definir a las rota-
ciones. Es sencillo probar que otras igualdades del mismo
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tipo se obtienen permutando ciclicamente los indices en
la anterior. Entonces, la expresién que usaremos para
caracterizar a las rotaciones es:

Re, (36) Re, (36) — R, (06) Re, (60) = €j1 Re, (56%) — 1.
(52)
Es facil ver que si pedimos que el representante de las
rotaciones en el espacio de las fases satizfaga esta iden-
tidad entonces resulta que el generador de una rotacién
infinitesimal alrededor del eje €, es E@n, es decir, la com-
ponente del momento angular sobre el eje de rotacién.
Veremos que lo mismo sucede en el caso cudntico.

E. Evolucién temporal

La evolucién temporal en el caso de la mecédnica
cuantica esté dictada por las ecuaciones de Hamilton. Es-
tas ecuaciones son un caso particular de transformacion
candnica infinitesimal cuyo generador es del Hamiltoni-
ano del sistema cldsico H(q, P). En efecto, si consider-
amos la transformacion infinitesimal cuya funcién gener-
atriz es Fs(q, P) = ¢P + dt H(q, P) entonces la relacién
entre las viejas y las nuevas coordenadas estard dada por

Q=q+dt0pH(q,P), p=P+dtI,H(q,P), (53)
es decir que, definiendo dg = Q —q y dp = P — p tenemos
que estas ecuaciones son equivalentes a

q=0,H(q,p), P=—04H(q,p). (54)
Estas son las ecuaciones de Hamilton en su versién mas
sencilla (que pueden reescribirse de manera completa-
mente simétrica como ¢ = {¢,H}pp v p = {p,H}psB

utilizando el corchete de Poisson que se define como
{A,B} = 0,A0,B — 0,A0,B).

F. Transformaciones fisicas en el espacio de Hilbert

Tal como razonamos en el caso del espacio de las fases,
es posible imponer restricciones muy fuertes sobre las
posibles formas que puede tener las representaciones de
las transformaciones fisicas en el espacio de Hilbert. En
efecto, en el espacio de las fases pudimos razonar de
la siguiente forma: dado que las areas de las distin-
tas regiones tienen una interpretacién fisica (en términos
de probabilidades) concluimos que las transformaciones
fisicas deben ser representadas en dicho espacio mediante
transformaciones que preserven dichas areas. Estas son
las transformaciones canénicas. En el caso de la mecéanica
cuantica podemos razonar de la misma manera: Dados
dos estados |¢) v |[¥), el médulo del producto escalar en-
tre ambos tiene una interpretacion fisica ya que |(¢[1)|?
es la probabilidad de que una vez preparado el estado
|¢) realicemos un conjunto completo de experimentos y
detectemos todas las propiedades que caracterizan al es-
tado |¢). Teniendo en cuenta esto, si realizamos una



transformacién fisica en el espacio real que cambia los
estados |¢) v |¢)) mapeandolos a los estados |¢') = U|¢p)
y [¥") = U|yp) debemos exigir que el representante de la
transformacién (que aqui denominamos U/) satisfaga la
ley de conservacién de las probabilidades (las probabili-
dades deben ser idénticas antes y después de la transfor-
macién:

(&' 1)) = (@l)]. (55)

Esta igualdad debe valer para cualquier par de estados
|¢) v ). Por lo tanto, los representantes de la transfor-
macién deben satisfacer que

U = +1. (56)

(notar que UTU es siempre un operador hermitico). Es
decir, las transformaciones deben estar representados por
operadores unitarios o antiunitarios. En particular, aque-
llas transformaciones que forman una familia continua
que incluye a la identidad (por ejemplo, las traslaciones
espaciales, en momento, las rotaciones, la evolucién tem-
poral, etc), deben ser representadas por operadores uni-
tarios. Esta es la condicién mas importante que impon-
dremos sobre los representantes de las transformaciones
fisicas en el espacio de Hilbert.

Para transformaciones infinitesimales esta conclusién
impone limites muy fuertes a la expresiéon matematica
que pueden adoptar los operadores que representan a
la transformaciéon. Consideremos una transformacion
infinitesimal de algun tipo, que estd caracterizada por
algtin pardmetro pequetio da (que podrd ser una distan-
cia, un momento, un angulo, un intervalo de tiempo,
ete, segun sea la transformacién en cuestién). Cualquier
transformacién de este tipo puede ser expresada como
D(da) = 1 —ida K + O(da?), donde el operador K car-
acteriza a la transformacién (es el generador de la trans-
formacién). Es fécil demostrar que este operador debe
ser hermitico, es decir: KT = K. Esta es una condicién
necesaria y suficiente para que D(da) sea unitario. En
efecto, esto puede demostrarse notando que

D' (6a)D(Ja) = (1 +idakT)(1 — idak) + O(da?)
= 1 +ida(K" — K) + O(6a?).

Por ltimo es posible obtener una expresion simple
para una transformacién fisica no infinitesimal, sino
finita. En efecto, el operador D(A) puede obtenerse como
una composicién de n operadores D(da) donde da = A/n.
Tomando el limite para n — oo con da — 0 de modo tal
que nda = A obtenemos la siguiente expresién

Dl4) = limn — co(1l — i2 k)"
= exp(—iAK).

En la deduccién anterior hay una hipétesis implicita, que
se cumple en todos los casos que estudiaremos salvo para
la evoluciéon temporal. En efecto, estamos suponiendo
que el generador de la transformacién infinitesimal K que
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nos permite dar un salto desde 0 hasta da es el mismo
que el que nos permite dar saltos sucesivos de tamano da
desde cualquier otro punto del eje del parametro de la
transformacién.

G. Representante de las traslaciones espaciales.

El representante de las traslaciones serd un operador
unitario tal que para el caso infinitesimal cumple con la
relacién de conmutacién andloga a la que vimos en el caso
clasico. El representante de una traslacion infinitesimal
en una distancia € serd denotado como 7 (¢). Teniendo
en cuenta lo anterior, este operador debe satisfacer:

XT(e) = T(e)X = el.

Reemplazando la expresion 7 (¢) = 1 — ieK,, obtenemos
que el generador de las traslaciones debe cumplir que

(X, K,] =i 1. (57)

Es decir, el generador de las traslaciones espaciales es un
operador tal que su conmutador con el operador posicién
es el indicado mas arriba. Obviamente K, tiene unidades
de L™! y siempre puede escribirse como K, = P/h. De
este modo, el generador de las traslaciones espaciales es
el operador que satiface la relacién de conmutacién

[X, P] = ihl. (58)

En términos de este operador (el momento), las trasla-
ciones infinitesimales son 7 (¢) = 1 — ieP/h y las trasla-
ciones finitas resultan ser T (xg) = exp(—izoP/hbar).

H. Traslaciones en momento y en el espacio de fases

Razonando en forma andloga a la anterior. Pode-
mos deducir facilmente que las traslaciones en momento
tienen un generador K, tal que satisface la relacién de
conmutacién [P, K| = i1l. Nuevamente, el operador K,
tiene unidades de inversa de momento y puede ser es-
crito siempre como K, = —X/hi. Entonces, el generador
de las traslaciones en momento es el operador posicion
(con el signo cambiado). Las traslaciones en momento,
infinitesimales y finitas, resultan ser 7 (¢') = 1 + i’ X/h
y T(po) = exp(+ipoX/h).

Usando traslaciones espaciales y en momento podemos
definir operadores de traslacién en el espacio de las fases.
En efecto, estos se definen como la composicién de una
traslacién espacial y una en momento. Sin embargo, es-
tas operaciones no conmutan asique la forma de definir
traslaciones en el espacio de las fases no es tunica. La
relacién entre traslaciones espaciales y en momento es la
siguiente:

T (20)T (po) = T (po)T (w0) exp(—izopo/h).



El operador de desplazamiento en el espacio de fases se
define de modo tal que sea simétrico ante el orden de las
traslaciones. Esto es:

D(wo,po) = exp(—i(xgP — poX)/h)
= T (x0) T (po) exp(izopo/2h).
= T (po)T (zg) exp(—iixopo/2Hh).

Para demostrar la validez de estas identidades pode-
mos proceder a partir de la versiéon infinitesi-
mal de estas transformaciones o bien aplicar la
relacién de BCH que extablece que exp(A + B) =
exp(A)exp(B)exp(—[A, B]/2) si A y B conmutan con
(4, B)

Es interesante notar que los operadores de traslacion en
el espacio de fases forman una base ortonormal y com-
pleta del espacio de operadores. En efecto, es sencillo
probar que

Te(D (2o, po)P(x0. 1p)) = 278 (po — pp)d(wo — )

I. Evolucién temporal. Postulado 6 de la Mecanica
Cuantica.

El caso de la evolucién temporal es un caso fundamen-
tal de transformacién fisica. El caso clasico, descripto
mas arriba, es sencillo: la evolucién temporal estd gener-
ada por el Hamiltoniano. Este operador determina com-
pletamente la dindmica. Este es un postulado, que da
lugar a las ecuaciones clasicas de movimiento. El mismo
postulado se adopta en la mecénica cuantica y es impor-
tante destacar que esto es, efectivamente, un postulado
(y no algo que puede deducirse de alguna otra manera).
Por cierto, el postulado se puede formular de la sigu-
iente forma. Postulado 6: ”El operador de evolucién
temporal infinitesimal es generado por el Hamiltoniano”.
Teniendo en cuenta esto, podemos escribir:

Ut +dt,t) =1 —idt Ht)/h+O(@dt?).  (59)

Teniendo en cuenta que el Hamiltoniano puede depen-
der del tiempo, no es inmediato deducir la forma de este
operador para un desplazamiento temporal finita. En
cambio, es sencillo deducir una ecuacién diferencial para
el operador de evolucién temporal, que resulta ser

dU = U(t+dt,t) —U(t,t)
= —iH(t) dt/h

du i

o = pHOU

Esta ecuacién puede integrarse y de este modo obtener
una expresién para la traslaciéon temporal finita U(¢,0).
Integrando
—1
Ut 0)—1 = —)" x 60
o) -1 = () (60)

n>1

t tn to
0 0 0
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Si el Hamiltoniano conmuta a distintos tiempos (o sea,
si [H(t), H(t')] = 0 para todo par de tiempos ¢ y t')
entonces el integrando en la expresion anterior es una
funcién complétamente simétrica de tq,ts,...,t,. Por lo
tanto, las integrales anidadas pueden reescribirse de la
forma
—i., 1
Ut,0) -1 = Z(?) — X (61)

n>1

n
t t t
X / dtn/ dtnfl.../ dtlH(tn)...H(tl).
0 0 0

En este caso es facil ver que esto no es otra cosa que el
desarrollo de la exponencial de modo tal que

U(L0) = exp(—i /O A HE)/). (62)

Obviamente, la situacién mas sencilla es aquella en la
cual el Hamiltoniano es independiente del tiempo. En
ese caso, el operador de evolucién es

U(t,0) = exp(—i H t(/h). (63)

J. Rotaciones

Buscaremos ahora al representante de una rotacién
Rz, (¢) al que denotaremos D(Rg, (¢)). Como vimos, una
rotacion infinitesimal en un dangulo §¢ alrededor del eje €,
tiene un representante por un operador unitario que debe
cumplir una propiedad esencial: Su desarrollo a primer
orden en d¢ debe ser tal que D(Rz, (6¢)) ~ 1 —iJ,0¢/h
donde J,, es algun operador hermitico con unidades de
momento angular (las mismas que /) y cuyas propiedades
debemos determinar. Para encontrar las propiedades que
deben cumplir los generadores de las rotaciones alrede-
dor de los tres ejes cartesianos impondremos la condicion
que establece que estos representantes tengan las mis-
mas propiedades que sus representados. Es decir, im-
pondremos la validez de la condicién

D(Rs, (66))D(Rs,(69))—D(Rs, (6¢))D(Rs, (0¢)) = D(Re,

(64)
Es fécil ver que reemplazando las expresiones correspon-
dientes para los representantes de las rotaciones alrededor
de los ejes cartesianos se verifica que se debe cumplir la
siguiente relacion entre los generadores:

[Jj,Jk] = iﬁjngl. (65)

Es decir, para encontrar el representante de la rotacion
mas general debemos encontrar tres operadores que sat-
isfagan esta relacién de conmutacién. Una vez hecho esto
podemos escribir J, = End y la reotacién infinitesimal
alrededor del eje €, estd respresentada entonces por la
expresiéon que escribimos mas arriba. Con el mismo ar-
gumento que aplicamos a las traslaciones, para obtener
la rotacién finita debemos componer un nimero infinito



de rotaciones infinitesimales. Haciendo esto obtenemos
que una rotacion finita debe ser tal que

D(Rs, (¢)) = exp(—i¢é,J/h) (66)

Mas adelante veremos ejemplos sencillos de rotaciones en
los espacios vectoriales que hemos visto hasta ahora.

K. Ejemplos y comentarios

Algunas conclusiones interesantes pueden obtenerse a
partir de las expresiones anteriores:

1. La constante de Planck. Es importante notar que la
teoria de transformaciones en el espacio de Hilbert
requiere, necesariamente, la existencia de una con-
stante fundamental con unidades de acciéon. En
el caso clasico, las funciones generatrices tienen
unidades de accién: la que corresponde a la iden-
tidad, por ejemplo, es Fy(q, P) = qP y claramente
tiene esas unidades. En cambio, el operador que
representa a la identidad en el espacio de Hilbert
es adimensional: es simplemente el operador iden-
tidad U(0) = I. Entonces, si usamos como prin-
cipio que los generadores de las distintas trans-
formaciones cudnticas sean los mismos que los de
las transformaciones cldsicas, al escribir D(T'(€)) =
I — ieK tenemos que usar un generador K cuyas
unidades sean las inversas de las de €. En el caso del
tiempo, K tiene unidades de frecuencia. Imponer
que K sea proporcional al Hamiltoniano (el prin-
cipio de cuantizacién) implica que hay que utilizar
una constante con dimensiones de accién de modo
de poder escribir K = H/h. Lo mismo sucede con
las traslaciones y las rotaciones. Siempre hay que
usar una constante. Evidentemente una eleccion
apropiada de unidades en cada caso puede lograr
que la constante sea la misma para todas las trans-
formaciones. Entonces, el formlismo de la mecénica
cuantica visto hasta ahora implica la existencia de
una constante h. El valor de esa constante queda
indeterminado y debe ser fijado por los experimen-
tos.

2. Los autoestados de la posicion son invariantes ante
desplazamientos en momento y los autoestados de
momento son invariantes frente a traslaciones en
posicién. Esto surge directamente del hecho de que
posicién y momento son generadores de las respec-
tivas transformaciones. Esto equivale a decir que
los autoestados de momento estdn completamente
deslocalizados en posicién y viceversa.

3. En un espacio de dimensién finita () no es posible
encontrar operadores X y P tales que [X, P] = ihl
y por lo tanto no es posible construir representa-
ciones de las traslaciones en dichos espacios. Es
sencillo demostrar que esto no es posible ya que
en todo espacio de dimensién finita podemos usar
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libremente la relacién Tr(AB) = Tr(BA). Por lo
tanto, deberfa cumplirse que Tr[A4, B] = 0, con lo
cual no podria cumplirse la condicién antedicha que
impone que Tr[X, P] = iAN. Esto tiene una inter-
pretacién natural ya que las representaciones que
discutimos mas arriba corresponden a traslaciones
infinitesimales o finitas pero continuas (continua-
mente conectadas con la identidad). Sin embargo,
en un espacio de dimensién finita es posible en-
contrar una forma de representar a las traslaciones
discretas. En efecto, supongamos que en ese espa-
cio definimos una base B = {|j),j = o,..., N — 1}.
Podemos pensar que cada estado |j) representa al
sistema ubicado en una posicion fija en una red de
N puntos (con condiciones de contorno periédicas).
Sea U el operador de traslacién discreto. Natu-
ralmente este operador debe cumplir que U®|j) =
|7 + ¢, mod(N)). Evidentemente este operador es
unitario (mapea una base en otra base) y satis-
face UN = 1 y por lo tanto sus autovalores son
las raices N-ésimas de la unidad. Asimismo, pode-
mos definir un operador V que traslade en momen-
tos por andlogia con el caso continuo: debe ser un
operador que sea diagonal en la base B, que rep-
resenta a los autoestados de la posicién y también
debe cumplir V|j) = exp(i27 j/N)|j) (o sea, sus
autovalores también son las raices N—ésimas de la
unidad. Tal como lo hicimos en el caso continuo,
en este caso discreto el operador de traslaciéon en
el espacio de fases puede definirse de modo tal
que D(a,b) = UV’ exp(imab/N). Es interesante
ver un ejemplo concreto: Para N = 2 tenemos
matcal B = {|0),|1)}, el operador de traslacién en
posicién es U = o,, el operador de traslaciéon en
momento es V = o, (donde o; son las conocidas
matrices de Pauli). Es un ejercicio interesante con-
struir explicitamente estos operadores para N = 3
(prometo solucién!). En conclusién para dimensién
finita no es posible encontrar operadores posicién
y momento que satisfagan las relaciones de con-
mutacion canoénicas. Sin embargo, podemos definir
perfectamente operadores que trasladan en la base
de posicién y en la base de momento (y es posible
demostrar que dichas bases se relacionan una con
la otra mediante la transformada de Fourier disc-
reta). Estos operadores de traslacién cumplen con
las mismas relaciones que en el caso continuo (reem-
plazando en todas las expresiones i — 27/N).

. Para encontrar al representante de las rotaciones en

un espacio cualquiera, basta con encontrar tres op-
eradores que satisfagan la relacion de conmutacién
[Jj,Jk] = ihejpJi. Mas adelante veremos una
forma constructiva de hacer esto para cualquier
dimensiéon. Pero hay algunas conclusiones que
son evidentes a partir de estas relaciones de con-
mutacién. Para dimensién finita es inmediato ver
que Tr(Jg) = 0 para todo k = x,y, z y por lo tanto
todos estos operadores tienen autovalores positivos



y negativos (que suman cero). Hay algunos ejemp-
los sencillos que es importante estudiar:

(1) Dimensién N = 2 (spin 1/2): En este caso

es evidente que a partir de las matrices de
Pauli podemos construir tres operadores
que satisfacen las relaciones requeridas:
SL = gak (en efecto, esto es evidente us-
ando que [0j,0%] = 2i€jp0;). En conse-
cuencia, el representante de las rotaciones
en el espacio de dimensién N = 2 es:
D(Rs, (9)) = exp(—igiiS) = exp(~iiid/2)
Est expresién se simplifica notablemente
expandiendo la exponencia como suma de
potencias pares e impares. Usando la
relacién (75)2 = 1, es facil mostrar que
en este caso podemos escribir

D(Re, (6)) = cos(¢/2) 1 — ifié sin(¢/2)

Al aplicar una rotacién modificamos el es-
tado del sistema y por lo tanto también
cambian los valores medios de todos los
observables. Para ver cémo se modifican
los valores medios de las distintas compo-
nentes del spin, podemos calcular el op-
erador ¢/ = D(Rgz,(¢))1¢D(Rs, (¢)). En
particular, podemos ver cémo cambia la
componente €, del spin cuando realizamos
una rotacién alrededor del eje €,. Esto es:

= D(Rz.(¢)) 0.D(Ra. ()
(cos(¢/2)1 + io, sin(¢/2))o,

(cos(¢/2)1 — io, sin(¢/2))
ol = 0y co8(p) — oy sin(e)

Andlogamente, tenemos

/
T
/!
T

g

0, = sin(@)o, + cos(p)ay.

Estas son solamente casos particulares de
una relacién mas general, que es natural
y esperable:

& = D(Rs,(¢))'d D(Rs, ()
& = Rs.(0)7

(2) Dimensién N = 3 (spin 1): En este caso

es facil encontrar tres matrices de 3 x 3
que cumplan con las relaciones de con-
mutacién requeridas (aunque por ahora
no resulta obvio que haya una forma sis-
temdtica para hacerlo). Veamos un caso
particular:

Jr = h

oo coo
cor— —moo
coo oo

42

La comprobacién de que [J,J,] =
ithJ, puede hacerse de manera inmedi-
ata. Asimismo, es inmediato diagonalizar
cualquiera de estas tres matrices ya que
solamente tenemos que diagonalizar un
bloque de 2 x 2 en el cual aparece una ma-
triz de Pauli (o 0 0y). Por ese mismo mo-
tivo, es claro que las tres matrices tienen
autovalores 0 y +h. A los autoestados de
cada una de ellas podemos agruparlos en
tres bases de la forma By = {|m;),m; =
0,41}, con kK = xz,y,2. Es interesante
notar que ta representacién de los gen-
eradores de las rotaciones en este espa-
cio dada en (??) no es la habitual ya que
ninguna de las matrices es diagonal en la
base elegida para escribirlas. En efecto,
dicha base tiene la siguiente propiedad: el
primer vector es autoestado de J, con au-
tovalor nulo, el segundo es autoestado de
Jy con autovalor nulo y el tercero es au-
tovector de .J, con autovalor nulo. Esta
base, entonces, podemos denotarla como
B = {|0,),0,),]0.)}. Por lo que dijimos
mas arriba, es evidente que la base de
autoestados de J, es B, = {]0,), (|0) +
0,))/v/2}. La representacién (??) hace
evidente una propiedad importante de es-
tos operadores: Sus cuadrados conmutan,
o sea: [JjQ,J,f] = 0, para todo par j,k.
En efecto, las expresiones anteriores nos
permiten demostrar que los operadores
I, = Ji/h son proyectores (esto se de-
duce inmedidtamente notando que todos
son diagonales en la base B que sus au-
tovalores son 1 y 0. En otras palabras, la
base B es la base de autovectores comunes
de JZ, J2 y JZ.

Otra propiedad importante que se deduce a par-

tir de la anterior es que J3/h® = J;/h,
etc. En consecuencia, la matriz que rep-
resenta a una rotacién finita alrededor
de cualquier eje en este espacio siempre
puede escribirse como

D(Rz,(¢)) = exp(—ipJn/h)

= 1 - ZJ—hn sin ¢
T
+ ﬁ(cos¢ —1).

Efercicio: Usar la expresién anterior
para €, = €, y demostrar que el operador
J' = D(Re, (¢))JD(Re, (¢)) resulta ser
simplemente J/ = Rz (¢)J. Solucién:
Para demostrar esto vamos a usar las
siguientes identidades, que surgen trivial-

mente de la forma explicita de las matrices



Ji que figuran mas arriba: J,J,J? = 0
JoJpd, =0, J2J,J2 =0, {J2,,J,}/h? =
J. Entonces, la expresién anterior se re-
duce a

2

J., = (Il—l—z%smcﬁ—&— I Z(cosp— 1))y
2

(ﬂ—z%smqﬁ—&— I 2 (cosp — 1))
= Jycos¢ — Jysing.

X

5. Algunos ejercicios propuestos.

Los operadores de punto. Enunciado: De-
mostrar que los operadores A(q,p) =
D(q,p)RD'(¢q,p)/m (con R el operador
de reflexién definido como aquel tal que
Rlz) = |—xz)) son hermiticos y for-
man una base ortonormal del espacio
de operadores.que actiian sobre el es-
pacio de Hilbert de una particula (en
una dimensién). Solucién: La hermiti-
cidad es trivial. Para demostrar que
son ortonormales hay que demostrar que
Tr(A(g,p)A(d',p") = 0(qg = ¢')0(p — p').
Para esto podemos proceder de la sigu-
iente forma, usando lo definicién de estos
operadores

7 Tr(A(q, p)A(q,p')) = Tr(D(q,p)RD'(q,p)D(¢,p)RD (¢, p'))

Te(D(¢— ¢ ,p— P )RD (¢ — ¢ .p— 1))
= Tr(D(¢g—¢',p—1)D' (¢ —q.p' — D))
= 2md(q —¢')o(p—1')

La funcién de Wigner.



VII. CLASE 8: EVOLUCION TEMPORAL.

Como vimos mas arriba, el Postulado 6 de la
mecanica cuantica establece que el Hamiltoniano es el
generador de la evolucién temporal. Esto conduce a
que el operador de evolucién temporal U(¢,t') tenga una
forma que, para saltos temporales infinitesimales es

Ut +dt,t) =1 —i dt H(t)/h.

De aqui se deduce la ecuacion de evolucién de dicho oper-
ador: En efecto, si queremos obtener una ecuacion para
U(t,0) podemos escribir que U(t + dt,0) = U(t + dt,t) x
U(t,0) y entonces

U(t+ dt,0) —U(t,0) = (Ut + dt,t) — 1)U(L,0)

Por lo tanto, usando la expresién para el operador de
evolucién entre t y t + dt resulta que

Ut + dt,0) — Ut,0) = —idt @uu, 0)

Tomando el limite para dt — 0 esta ecuacién da lugar
a la siguiente ecuacion diferencial para el operador de
evolucién temporal.

ihOU (t, 1) = H()U(t, 1)

Como vimos, es posible integrar esta ecuacién, al menos
formalmente, y en algunos casos obtener expresiones sen-
cillas para este operador. En efecto, en el caso general
tenemos (tomando ¢’ = 0 lo cual no implica pérdida de
generalidad)

—U\n
Ut,0) -1 = Y ( =) (68)

n>1

t tn to
0 0 0

Las integrales temporales estan anidadas por lo que
los tiempos aparecen siempre ordenados de izquierda
(el mayor) a derecha (el menor). FEsta expresién
puede reescribirse de manera compacta definiendo el
?producto temporalmente ordenado” de operadores
cOmo T(A(tl)A(t2)> = e(tl — tg)A(t1>A(t2> + 9(152 —
t1)A(t2)A(t1). En efecto, en el integrando, el producto
de Hamiltonianos esta ordenado temporalmente y por lo
tanto podemos escribirlo de ese modo. Una vez hecho
esto, este integrando es invariante frente al intercambio
del orden entre los tiempos (ya que el producto tem-
poralmente ordenado lo es). Por ese motivo se puede
transformar la expresion pasando todas las integrales al
dominio(0, t). De ese modo obtenemos

U0y = Y (5" x

n'
n>0

U(E,0) = T(exp(—i /O L H() )

t t
< [t [ dt |
0 0 0
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donde el simbolo T'(A(t) B(t) indica el producto ordenado
temporalmente, en el que los operadores aparecen eval-
uados en tiempos que decrecen de mayor a menor (de
izquierda a derecha). Vimos también que esta expresién
puede simplificarse en dos casos. En primer lugar, si
el Hamiltoniano conmuta a distintos tiempos (o sea, si
[H(t), H(t')] = 0 para todo par de tiempos t y t') en-
tonces el orden temporal no importa y la expresion an-
terior se reduce a

U(t,0) :exp(—i/o dt'H(t')/h). (69)

Por ultimo, si el Hamiltoniano es es independiente del
tiempo esto se reduce a la expresién

U(t,0) = exp(—i H t(/h). (70)

Existen otras situaciones en las que es posible obtener la
forma explicita del operador de evoluciéon. Por ejemplo, si
vale [H (t1), [H (t2), H(t3)]] = 0 existe una expresién com-
pacta que puede demostrarse de manera relativamente
sencilla y que resulta ser: COMPLETAR.

Tal como lo describimos mas arriba, el operador U(¢,t')
es el que nos permite conocer el estado a tiempo ¢, si cono-
cemos el estado a tiempo t’. En algin sentido, el oper-
ador nos permite actualizar la informacién que poseemos
sobre el sistema. Como vimos, el estado es informacion
(por ejemplo, es la informacién recogida a partir de los
resultados de un conjunto de experimentos que se real-
iza en el proceso de preparacién del sistema). Asique
la dindmica actualiza la informacién. Pero esta no es
la tnica manera de describir la evoluciéon temporal en
mecéanica cuantica. Veremos dos enfoques, uno debido
a Schrodinger y otro debido a Heisenberg. Ambos son
formulaciones totalmente equivalentes, pero en cada uno
de ellos la evoluciéon temporal de un sistema se describe
de manera distinta, siempre apelando al uso del operador
de evolucién U. Pero antes, es importante destacar una
de las consecuencias mas notables e importantes de la
unitariedad de la evolucién temporal.

A. Consecuencias de la Unitariedad: No es posible clonar
un estado cuantico

La mecénica cuantica acepta el hecho de que no es posi-
ble medir las propiedades de un sistema fisico sin alterar
su estado. La medicién es, inevitablemente, un proceso
de interaccién y la mecanica cuantica establece un limite
preciso (cuantitativo) sobre la forma en que la interaccién
generada en el proceso de medicién afecta al estado del
sistema medido (y establece que esta perturbacién nunca
puede hacerse infinitamente pequenia). Sin embargo,
podria haber una via de escape para este argumento
qule, Tt ey eni(te),) nos permitirfa obtener toda la in-
formacion sobre un sistema sin perturbar su estado. En
efecto, supongamos que tenemos un sistema preparado en
un estado descripto por el vector |¢). Supongamos que



mediante algin procedimiento fisico podemos ”copiar”
(o clonar) el estado. Qué entendemos por eso? Supong-
amos que tenemos otro sistema preparado inicialmente
en algin estado conocido, que arbitrariamente llamare-
mos |0). El estado inicial del conjunto formado por los
dos sistemas (a los que denominaremos A y B respecti-
vamente) es |®)ap = |¢) 4 ®]0) 5. Realizar una copia del
estado |¢) quiere decir lograr que el conjunto A— B evolu-
cione de alguna manera (con algin operador de evolucién
temporal que denominaremos Uy, ) de modo tal que el
estado inicial se transfrome de la siguiente manera

En este procedimiento, el sistema B pasa a estar en
el mismo estado en el que originalmente se encontraba
el sistema A, mientras que A permanece en el mismo
estado que antes. Evidentemente, si esto fuera posi-
ble, podriamos realizar multiples copias del estado |¢),
reteniendo el original en el sistema A. De ese modo,
podriamos realizar tantos experimentos como los que
quisieramos sobre las copias, reteniendo el original. En
ese caso, serfa posible medir sin perturbar!, Es notable
que este procedimiento de copiado o clonado esta pro-
hibido por el postulado de evoluciéon temporal que es-
tablece que la evolucién e unitaria. Este hecho fue notado
por Wootters y Zurek a fines de la década de 1980 y se
conoce con el nombre de "no cloning theorem”, teniendo
grandes consecuencias sobre el procesamiento cuantico de
la informacién.

La demostracion de la no clonabilidad cuantica es muy
simple. Supongamos que existe el operador de copia
Ucopy v lo aplicamos para copiar dos estados distintos
|@) v |¢). Para realizar las copias tendremos que aplicar
el operador Ueop, a los estados |[P)ap = |9p)a @ |0)p ¥
|P)ap = |¥) 4 ®10) 5. Haciendo esto obtenemos los esta-
dos

|®)aB = Uecopy|®)ap = [$)a @ |6)B
) aB = UcopylW)ap = [9)a @ [¥)B

Como consecuencia de que la evolucién temporal es uni-
taria, podemos afirmar que

(W) ap = (P|V) aB

Esta ecuacién nos conduce inmediatamente a que la iden-
tidad

(@lv)* = (slv) (71)

debe ser vélida para todo par de estados |¢) y |¢). Esto
es evidentemente absurdo (la identidad solamente vale
si los estados son idénticos u ortogonales. El absurdo
proviend de suponer la existencia de U.p,. Por lo tanto,
no es posible copiar un estado como consecuencia de la
unitariedad de la evolucién temporal. Es notable que
este postulado sea el que nos rescata del posible colapso
de otra de las reglas basicas de la mecénica cuantica: la
imposibilidad de medir sin perturbar. es un proceso por
el cual para
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B. Representacion de Schrodinger

Esta descripcion de la evolucién temporal es la que,
implicitamente estuvimos usando hasta ahora. EIl sis-
tema se encuentra inicialmente en un estado |¢(0)) y la
dindmica lo transforma en otro estado a otros tiempos.
El operador de evolucién nos permite encontrar un estado
en funcién del otro, es decir:

(1)) = U(,0)[$(0))

Teniendo en cuenta que hemos demostrado que el oper-
ador de evolucién temporal satisface una ecuacion difer-
encial sencilla, la expresién anterior nos permite deducir
una ecuacion diferencial para el estado como funcién del
tiempo. Esta es:

ihoy|(t)) = H|o(t))

Esta es la famosa ecuacién de Schrodinger (escrita en
forma un tanto abstracta: es la ecuacién que nos dice
cémo evoluciona el vector que describe al estado. Esen-
cialmente nos dice que el ritmo de variaciéon del estado
estd dado por el Hamiltoniano (la energia del sistema).
En materias anteriores han aprendido que la ecuacién
de Schroedinger es una ecuacion diferencial en derivadas
parciales. Veamos que la ecuaciéon anterior puede es-
cribirse de ese modo. Consideremos una particula en un

—2
potencial central cuyo Hamiltoniano es H = £— + V(r).
La ecuacién anterior puede escribirse en representacion
posicién de la siguiente manera

ihdy(Tlo(t)) = (F1H|¢(1))

La funcién de onda es ¢(7,t) = (Fl¢(t)) y el término
de la energia cinética puede ser reescrito usando el re-
sultado que obtuvimos anteriormente: (7|p?|p(t)) =
—h2V2¢(F,t). De este modo, la ecuacién anterior se re-
duce a su forma originalmente escrita por Schroedinger:

_K2
ihdy (7, t) = {%v2 +V(r)}o(7,t).

La solucion de la ecuacién de Schrodinger en general
es una tarea dificil. Para sistemas cuyos Hamiltonianos
no dependen del tiempo, la mayor dificultad reside en
encontrar los autovectores del Hamiltoniano. En efecto,
supongamos que conocemos los vectores |¢,,) tales que

Teniendo en cuenta que el Hamiltoniano es hermitico
sabemos que los autovalores son reales y los autovetores
son ortogonales. Como los estados |¢,,) forman una base
del espacio de estados, podemos escribir al estado del sis-
tema en cualquier instante como combinacién lineal de
estos vectores. Es decir, [¢(t)) = 3, cn(t)|dn). Reem-
plazando esta expresién en la ecuacién de Schrodinger
y usando la ortogonalidad de los vectores |¢,), pode-
mos demostrar que la ecuacién de Schrodinger se reduce



al siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales para los
coeficientes ¢y (¢):

Cp(t) = —i —cp(t

k(1) 7 ok(t)

Esta ecuacion puede resolverse trivialmente y por lo tanto
podemos escribir al estado en cualquier instante como

6a(0) = 3 er(O)exp(—i 55 1on)
k

Esta es la solucién formal de la ecuacién de Schrodinger
para sistemas cuyo Hamiltoniano es independiente del
tiempo. Lo dnico que necesitamos hacer es escribir el es-
tado inicial como combinacién lineal de los autoestados
del Hamiltoniano. El estado a tiempo t tendra la misma
expresion salvo por el hecho de que aparecen las fases
exp(—iEyt/h) multiplicando a cada coeficiente ¢ (0). Es
interesante notar que usando esta expresién podemos cal-
cular la evolucién temporal del valor medio de cualquier
operador A. En efecto, esto resulta ser:

(@) Alp(t)) = (P(0)uU(t,0)AU(L,0)|$(0))
= Z cn(0)cy, (0)exp(—iwnmt) <¢m|A|¢n>

donde las frecuencias ws,,,, denominadas ”frecuencias de
Bohr” del sistema, se definen como wy, = (Ep, — Ey,)/h.

Cuando el Hamiltoniano depende del tiempo, el prob-
lema es técnicamente mas complejo y serd discutido
(sobre todo apelando a algunos ejemplos importantes)
mas adelante en este capitulo. Esta forma de tratar
la evolucion temporal, usando la representacién de
Schrodinger, es conceptualmente sencilla y puede usarse
para calcular de manera simple y sistemédtica. Sin em-
bargo, existe otro enfoque que no solamente aporta una
visién diferente sino que permite enfocar los problemas
desde otra perspectiva y es mas 1til para algunas aplica-
ciones.

C. Representacion de Heisenberg

El objetivo de la mecanica cuantica es realizar predic-
ciones sobre los resultados de los experimentos. Pero,
como vimos, las tnicas predicciones son de naturaleza
estadistica y lo que se predice son probabilidades. Estas
probabilidades siempre se calculan como valores medios
de ciertos operadores (los proyectores sobre el subespacio
asociado al autovalor medido). En consecuencia, el obje-
tivo principal de la mecénica cuantica es calcular valores
medios de observables en funcién del tiempo. Tal como
dijimos mas abajo, esto puede hacerse apelando a la rep-
resentacién de Schrodinger evolucionando los estados y
obteniendo

(A)t) = (1) Alg(t)
= ($(0)|ud" (1, 0)AU(t,0)|6(0)).
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Teniendo en cuenta esta expresion vemos que en reali-
dad es totalmente equivalente atribuir la evolucién tem-
poral al vector que representa el estado del sistema (tal
como hacifamos en la representacién de Schrodinger) a
atribuirsela a los operadores. En efecto, dado el oper-
ador A, al que llamaremos Ag para indicar que es un
operador definido en la representacién de Schrodinger,
podemos definir un operador Ag(t) que evoluciona en el
tiempo de modo tal que

Ay (t) =UT(t,0)AsU(t,0)

La diferencia entre Ap(t) y Ag es clara. El operador
Ag no tiene dindmica, es decir que no depende del
tiempo a menos que exista alguna dependencia explicita
con este parametro (que puede ser introducida por el
acoplamiento del sistema con alguna fuente externa que
varie con el tiempo de alguna forma predeterminada). En
cambio la dependencia temporal del operador Ag(t) se
origina en el operador de evolucién U(t,0) que aparece
en la expresién anterior (por supuesto, si Ag depende
explicitamente con el tiempo, esta dependencia explicita
también afectard a Ay (t). A partir de la definicién del
operador A (t) podemos deducir una ecuacién diferen-
cial que gobierna su evolucién. Esta es:

KAy = —UTHASU +
+ UTAgHU + ittt 8, AsUU
[Ag(t), Hy ()] + ih(8: As)

donde el subindice H indica que el operador correspon-
diente estd en la representacién de Heisenberg. Cabe
acotar aquique si el Hamiltoniano H es independiente
del tiempo entonces el operador de evolucién temporal
U(t,0) = exp(—iHt/h) conmuta con el Hamiltoniano y
entonces Hy = H (o sea, el Hamiltoniano en ambas rep-
resentaciones es el mismo).

Esta forma de enfocar la evolucién temporal (los op-
eradores evolucionan pero el vector que describe al es-
tado permanece inmutable) permite resolver de man-
era muy simple algunos problemas (que ilustraremos
mas abajo). Es, por otra parte, la forma mas sim-
ple de tratar la evolucién del campo electromagnético
(tal como mostraremos mas adelante). Tiene una in-
terpretacion fisica sencilla: el estado es informacién que
se genera al prepararlo. Esa informaciéon permanece in-
mutable (el vector que describe al sistema es siempre el
mismo, no evoluciona) mientras que lo que cambian son
las propiedades observables del sistema. En cualquier
caso estas son cuestiones de interpretacion. Ambas rep-
resentaciones, la de Heisenberg y la de Schrodinger dan
lugar a las mismas predicciones fisicas. En efecto, en la
representacién de Heisenberg los valores medios de los
operadores se calculan como

(A)(t) = (dr|Au(t)lom)

donde el estado en la representaciéon de Heisenberg es
|prr) = |¢(0)) y el operador es Ay (t) = UTAsU. Ambas



representaciones coinciden en el instante inicial. La ex-
presién anterior, usando la definicién de los operadores
de Heisenberg es idéntica a la que se obtiene en la repre-
sentacién de Schrodinger.

Es importante tener en cuenta que existe un estrecho
vinculo entre ambas representaciones, que nos permite
extraer informacién fisicamente relevante. Supongamos
que tenemos un estado |¢g) = [1(0)) que es autoestado
del operador A (t) con autovalor ag(t). Entonces, pode-
mos afirmar que si evolucionamos al estado |¢(0)) hasta
el instante ¢ (en la representacién de Schrodinger), ob-
tendremos un autoestado del operador Ag con el mismo
autovalor ag(t). Esto surge simplemente de la siguientes
ecuaciones. Si [)(0)) es autoestado de A (t) entonces

Ar(®)p(0)) = ao(t)|¥(0))
Ut Ast]i(0)) = ao(t)[1(0)).

de donde se deduce inmediatamente que

AsU[1p(0)) = ao(£)U[(0)).

Es decir, si logramos conocer por algiin medio el op-
erador Ay (t) y encontramos sus autovectores entonces
sabremos cuales son los estados iniciales que, en la repre-
sentacién de Schrodinger, dan lugar a autoestados de Ag
a tiempo t. Veamos dos aplicaciones inmediatas de esto.

D. Ecuaciones de Heisenberg para el oscilador arménico

En este caso el Hamiltoniano es H = p?/2m +
mw?x? /2. Podemos escribir las ecuaciones de Heisen-
berg para los operadores posicién y momento. Para
eso tenemos que recordar las relaciones de conmutacion
[p,22,] = —2ihx y [z,p?] = 2iAp. En consecuencia, las
ecuaciones de Heisenberg son

. PH
rg = ——
m
. _ 2
PH = —Mmw Ty

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones clasicas
de un oscilador y por lo tanto pueden resolverse trivial-
mente:

ps .
t) = t — t
g (t) xg cos(wt) + i sin(wt)
pu(t) = pgcos(wt) — mwzg sin(wt)

Notemos que los operadores g (t) y pg(t) coinciden con
Tg v ps para ciertos tiempos. Por lo tanto, si consider-
amos un autoestado de xg, este estado es autoestado de
Xp(t) para tiempos tales que wt = nw. En consecuencia
un autoestado de la posicién evoluciona en un autoestado
de la posicién para estos tiempos (el signo del autovalor
cambia como (—1)™. Por otra parte, el mismo razon-
amiento nos permite concluir que un autoestado de la
posicién evoluciona en un autoestado del momento para
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tiempos tales que wt = (2n+ 1) /2. Estas consecuencias
son evidentes a partir del analisis de las ecuaciones de
Heisenberg pero demostrarlas usando la representacion
de Schrodinger es mucho mas trabajoso.

1. Teorema de Eherenfest

Usando las ecuaciones de Heisenberg podemos deducir
inmediatamente ecuaciones de evolucién para los valores
medios de cualquier operador. Supongamos que el sis-
tema es una particula que se mueve en una dimensién
con un Hamiltoniano H = p?/2m + V(z). En ese caso,
las ecuaciones de Heisenberg son

. PH
TH = —
m
par = —V'(zn)

Estas ecuaciones para los operadores son idénticas a las
ecuaciones de Hamilton. Sin embargo, cuando tomamos
el valor medio en cualquier estado |1(0)) obtenemos las
siguientes ecuaciones

(th) = %

(pr) = —(V'(zn))

Tomando el valor medio de estas ecuaciones es evidente
que los valores medios evolucionan en el tiempo sigu-
iendo ecuaciones que son muy similares a las ecuaciones
de Hamilton. Sin embargo, hay una diferencia funda-
mental que aparece para potenciales no lineales en los
cuales (V'(z)) # V'({z)). En estos potenciales los val-
ores medios no siguen las ecuaciones de Hamilton. Se
pueden preparar estados para los cuales la funcién de
onda estd suficientemente localizada de modo tal que el
valor medio del potencial es aproximadamente igual al
potencial evaluado en el valor medio de la posicién. Pero
esta identidad tendera a dejar de ser valida para tiem-
pos largos. El tiempo para el cual los valores medios
cuanticos se desvian de sus contrapartes clasicas es de-
nominado tiempo de Eherenfest. ’Comentarios tiempo
de Eherenfest. Caos.

E. Spin 1/2 en un campo magnético

Consideremos una particula de spin 1/2 que evoluciona
en un campo magnético constante, que apunta en la di-
reccién del versor €,. En ese caso, el Hamiltoniano es
H = hQéE, - . Podemos encontrar las ecuaciones de
Heisenberg para las tres componentes del vector de spin.
Es facil ver que estas ecuaciones son:

— —

S=0AS

donde Q = wé,.

es muy sencilla:

La interpretacion de estas ecuaciones
El vector S precede alrededor de la



direccion €, con una velocidad angular 2. La compo-
nente de S en la direccién de &, se conserva y las com-
ponentes perpendiculares rotan con velocidad angular 2.
Tomando valores medios en esta ecuacién obtenemos in-
mediatamente las ecuaciones de evoluci’on para las com-
ponentes del vector de Bloch, que se comporta de manéra
idéntica a la descripta por las ecuaciones anteriores (el
vector de Bloch, que representa al estado en una esfera
de radio unidad, precede alrededor de la direccién &,.

F. Representacion de Interaccién

En la mayoria de los casos la ecuacion de Schrodinger
no puede ser resuelta exactamente. Ejemplos tipicos de
este tipo son casos en los que no resulta posible en-
contrar expresiones analiticas para los autoestados del
Hamiltoniano. También surgen dificultades para resolver
esta ecuacién (al menos siguiendo la estrategia descripta
en la seccién anterior) con Hamiltonianos que depen-
den explicitamente del tiempo. Veremos aqui que en
muchos casos resulta muy 1util usar una descripcion de
la evolucién temporal, llamada ”representacion de inter-
accién”, que conceptualmente es un hibrido entre las rep-
resentaciones de Heisenberg y Schrodinger. Este enfoque
resulta util cuando tenemos un sistema que evoluciona
con un Hamiltoniano de la forma H = Hy + Vj,:, donde
Hjy es un Hamiltoniano cuya solucipn (exacta o aproxi-
mada) es conocida y Vi, es un término (habitualmente
llamado ”hamiltoniano de interaccién” que describe la
interaccion del sistema descripto por Hy con otros sis-
temas, o términos de interaccién -que pueden depender
del tiempo o no- entre las componentes del sistema de-
scripto por Hy.

Consideremos el operador de evolucién Uy(t,0) aso-
ciado al Hamiltoniano Hy. Este operador satisface la
ecuacion tholdy = Holdy. Por el contrario, el operador
de evolucién completo satisface la ecuacién tho,Ud = HU.
Supongamos que el estado del sistema en un dado in-
stante t = 0 es |¢s(t)). Definiremos al estado del sis-
tema en la representacién de interaccién, al que deno-
taremos |¢;(t)), como aquel que evoluciona de acuerdo a
la ecuacion

|61(1)) = UiU|ps(0)). (72)

Es decir, el estado |¢;(t)) se obtiene a partir del estado
del sistema en la representacién de Schrodinger |'phig(t))
descontando la evolucién asociada al Hamiltoniano Hp.
Por otra parte, para todo operador Ag definiremos su
representacién de interaccién de la siguiente manera

Ap(t) = U|A) stho. (73)

Es decir, los operadores en la representacion de in-
teraccién evolucionan tal como lo harian en la repre-
sentacién de Heisenberg si el Hamiltoniano fuera Hy. Es
evidente que si tomamos el valor medio de cualquier op-
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erador Aj(t) en el estado |¢;(t)), obtenemos

(r®IAr@)ler(t) = (#s(t)|As|és(t)
(ou ()| Ant)|om)
El estado en la representacién de interaccion satisface

una ecuacién muy sencilla que se deduce a partir de su
definicién. En efecto,

ihdy|o1(t)) = UiU|ps(0)) + U |ds(0))
= U{(H — Ho)U|ps(0))
= USVinhoUU|65(0))
= (Vine)1(t)]r(t)

Entonces, el estado en la representacién de interaccion
evoluciona solamente movido por el término de inter-
accion. Esta representacion resulta simamente tutil para
estudiar problemas dependientes del tiempo, entre los
cuales veremos un ejemplo muy importante a contin-
uacion.

G. Oscilaciones de Rabi (se da en la tedrica)

Consideraremos un sistema de dos niveles (una
particula de spin 1/2 o un dtomo de dos niveles). El
Hamiltoniano del sistema es

Hy = E.le)(e| + E,4lg){gl-

La frecuencia de Bohr del sistema es wey = (E. — Ey)/h.
El sistema es irradiado por un campo electromagnético
de frecuencia w. La interaccion entre el &tomo y el campo
se modela mediante el Hamiltoniano

Hine = RQ |e){g| exp (—iwt) + h.c.

Hay diversas situaciones de interés fisico que se describen
de este modo. Mencionaremos solamente dos de ellas.
En primer lugar, el sistema de dos niveles puede ser
el asociado al espin nuclear de ciertos elementos (como
el hidrégeno, el Cisz, etc). En ese caso el Hamilto-
niano Hy estd generado por un campo magnético in-
tenso orientado en alguna direccién (que llamaremos &,).
Es decir, Hy = —ji - é, que puede reescribirse como
Hy = hweg(le) (el —1g)(g])/2. Esto es lo que ocurre en un
resonador magnético en el que se aprovecha el fenémeno
que se denomina RMN (resonancia magnética nuclear)
que podemos describir con el modelo en cuestion. En
ese caso, la diferencia de energias entre el nivel excitado
y el fundamental es tal que la frecuencia de Bohr esta
en el rango de las micro ondas. Por ejemplo, para un
espectrémetro con un imén de 11 Tesla (como el que ex-
isten en la FCEyN) esa frecuencia es de 500M Hz (las
frecuencias de resonancia de otros espines nucleares son
menores ya que son inversamente proporcionales a la
masa del is6topo en cuestién). En este caso, el campo
externo es generado por bobinas que producen un campo



magnético variable en el plano perpendicular al campo
B. Para el caso en que el campo de radio frecuencias
sea éTf (t) = Bo(coswtéy + sinwté,) el Hamiltoniano de
interaccion resulta ser tal como el que describimos mas
arriba.

Otra aplicacién importante es la que veremos mas ade-
lante cuando estudiemos la interaccion entre atomos y
fotones. En ese contexto, el sistema de dos niveles repre-
senta a un subespacio de todos los niveles atémicos cuya
dimensién es igual a dos. Estos niveles son los dnicos
que son explorados (poblados) en el experimento y por
ese motivo el &tomo puede aproximarse por un sistema de
dos niveles. En la aplicacién que tenemos en vista, estos
dos niveles seran estados altamente excitados asociados a
atomos de Rydberg y son tales que la frecuencia de Bohr
también esta en el rango de las micro ondas. El prob-
lema que estamos estudiando es relevante para describir
lo que sucede con un atomo de estas caracteristicas que
ingresa a un dispositivo que se denomina ”zona de Ram-
sey: en el cual interactiia con un campo electromagnético
(cldsico) con el que se acopla por via del dipolo eléctrico.
El campo oscila en el rango de las micro ondas y, como
veremos, el Hamiltoniano anterior también es una buena
descripcién de este problema.

Veremos cémo resolver la dindmica del sistema us-
ando la representacién de interaccién (también podremos
obtener el estado en la representacién de Schrodinger).
Lo interesante es que veremos que la interaccién con el
campo induce un comportamiento oscilante del sistema,
cuyo estado oscila entre |e) y |g). En efecto, podremos
obtener una férmula simple para la probabilidad de en-
contrar al sistema en cualquiera de estos estados y ver-
emos que la misma depende fuertemente de la relacién
entre la frecuencia del forzado (w) y la frecuencia de Bohr
del sistema.

Para resolver el problema usaremos la representacién
de interaccién, usando Uy = exp (—iHot/k)). El Hamil-
toniano de interaccion en la representacién de interaccion
es

Hipe = U{HUo
Hiny = hQle)(g| exp (i0t) + h.c.

donde definimos 6 = (E. — Ey,)/h — w como la desin-
tonia entre el campo y el 4tomo (o el espin). La desin-
tonia indica cudn distinta es la frecuencia del campo de
la frecuencia de Bohr que caracteriza la transicién entre
los estados |e) y |g)). Para deducir la expresién anterior
basta con usar la identidad

Usle) (gl = exp(i(Ee — Ey)t/h)

Si escribimos el estado en la representaciéon de inter-
accién como combinacion lineal de los dos niveles

() = UGIe(D)),
= a(t)le) + B(1)lg)-
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La ecuacién de evolucion del estado en la representacion
de interaccién es

RO (1)) = Hipy (8)]0(1)),

la ecuacién de Schrodinger en la representacién de inter-
accion (1ho | U(t)) = Hint|¥(t))) se reduce al siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales para «(t) y 5(t):

q = —iQpe”’,

B = —iQae ",
Este sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer

orden es equivalente a la siguiente ecuacién de segundo
orden para a:

a+ Q*a —ida = 0. (74)

Proponiendo soluciones de la forma a(t) « exp (iAt), re-
sulta que X debe ser tal que

— 4+ Q2. (75)
En consecuencia:
a(t) = exp (i0t/2) (Aexp(iQ't) + Bexp(—iQ't))

donde Q' =

stantes que dependen de las condiciones iniciales. Una
vez obtenido a(t) es inmediato calcular S a partir de la
ecuacién @ = —iQ)B exp(idt). El resultado es

\/m y tanto A como ¢ son dos con-

B(t) = —% exp(—idt/2)(Aexp(iQ't) + Bexp(—iY't)) +

!

- % exp(—idt/2)(Aexp(iQt) — Bexp(—iQ't))

Para encontrar la forma completa del operador de
evolucién temporal (como matriz de 2 x 2 basta con
analizar la evolucién del estado para una condicién ini-
cial particular. En efecto, sabemos que el operador de
evolucién es tal que

[(t)) = Ulp(0))

a(t) _ U1 U2 04(0)

p)) — \~Us U7 ) \p0))’
Donde U; y Us son dos funciones del tiempo que de-
terminan la evolucién (para escribir esto, hemos usado
la forma general de una matriz unitaria de 2 X 2 que
tiene que ser tal que las filas y columnas sean las compo-
nentes de vectores ortonormales, lo que implica también
que |U]? + |Us)? = 1). Entonces, el problema se re-
duce a encontrar estas dos funciones, para lo cual basta
con analizar el caso con condiciones iniciales «(0) =0y
B(0) = 1, ya que de ese modo obtenemos directamente
dichas funciones.

Esta condicion inicial representa el caso en el cual el
estado inicial es |¥(0)) = |g), para el cual a(0) = 0. En



ese caso debe cumplirse que A+ B = 0. Ademds, &(0) =
—i§2 ya que $(0) = 1. Por consiguiente, A = —Q/2Q y
entonces

Q
_iﬁ exp(idt/2) sin(Q't).

.0
Bt) = isey

+ exp(—idt/2) cos(Q't)

Q
—~

o~
~

exp(—idt/2)sin(Q't) +

Antes de escribir el operador de evolucién com-
pleto, conviene interpretar el resultado que acabamos de
obtener. En efecto, de la expresion anterior surge que la
probabilidad de encontrar al &tomo en el estado excitado
es

Prob(E = E,) = sin?(Q't). (76)
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102
La interpretacién de este resultado es interesante e im-
portante: La poblecion del nivel excitado oscila con una
amplitud cuyo valor es Prob(Ee)|maz = 1/(1+%). Esta
amplitud alcanza su méaximo valor para el caso resonante,
cuando § = 0. En ese caso la amplitud es igual a 1. Por
lo tanto, para tiempos t; = jm /€Y el estado del sistema
es |\il(tj)> = |e) (a menos de una fase). Para el caso
en el que § > 20 las oscilaciones tienen una amplitud
muy pequeila y por lo tanto el 4tomo tiene una prob-
abilidad muy baja de pasar al estado |e). En efecto,
Prob(E,,t) = 1 — Q?sin® Q't) /462

Para tiempos intermedios, el estado |\i/> es una su-
perposicién de |e) y |g). Por ejemplo, para tiempos
T = /49 las expresiones anteriores se reducen a

s O
1 e' 297
S S (77)
2 52
ERVER

1 e i (i 0 n Q’)

= — (73— —
2 52 20 Q

f 1+4Q2

Nuevamente, el caso resonante es particularmente simple
ya que se tiene o(T) = —i/v/2 y B(T) = 1/v/2. Por lo
tanto, en esos instantes el estado es una superposicién de
ambos autoestados de H con igual peso. Las oscilaciones
que se observan para el caso resonante se denominan os-
cilaciones de Rabi y tienen multiples aplicaciones.

Por dltimo, resulta interesante obtener las expresiones
para a(t) y B(t) en el limite de alta desintonfa. En ese
caso (al orden mas bajo en el desarrollo en potencias de
2/§) tenemos

alt) =~ 0
B(t) ~ exp(—idt/2+iQ't)
~ exp(iQ?t/9).

Como dijimos mas arriba, de las expresiones anteriores
podemos encontrar el operador de evoluciéon completo,
que nos permitird evolucionar el estado en el caso mas

a0

general (para cualquier condicién inicial). En efecto, di-

cho operador tiene una forma matricial Y = ( Ul* Ui)
-U; Uj

donde las funciones Uy y Us son
. Q
Ui(t) = €% (cos V't — Zﬁ sinQ't.)
Qs
Ua(t) = i e sin 't

Es particularmente sencillo el caso resonante. Cuando
la desintonia § se anula, tenemos que

u(t):< cos Qt

—i8in Qt
—4sin Qt

cos it

Esto implica que la evolucién es simplemente una
rotacién alrededor del eje €, del espacio interno del sis-
tema de dos niveles efectivo. Es facil demostrar que in-
troduciendo una fase no nula en el campo externo, es
posible lograr que la evolucién sea una rotacién alrede-
dor de cualquier eje del plano €;—€y.

H. Oscilaciones de Raman

Enunciado: Considere un dtomo de tres niveles cuyo
Hamiltoniano es

Hy = Ecle)(e| + Eg,191) (91| + Eg,192) (92|

El 4tomo es irradiado por dos laseres de frecuencias wy y
wo Uno de los 14seres acopla los estados |e) y |g1) mientras
que el otro acopla los niveles |e) y |g2). Los niveles |g1) y
|g2) no estédn acoplados directamente por ningin laser. El
Hamiltoniano de interaccién entre el &tomo y los laseres
puede aproximarse como

Hipe = Ay |€> <gl| exp (—iwlt)
+ hQsle){ga| exp (—iwat) + h.c.

Los laseres tienen la misma desintonia, es decir, son tales
que 6 = (E. — Ey )/h— w1 = (Ee — Ey,)/h — wa.

1) Resuelva la ecuacién de Schroedinger y encuentre
el estado del sistema |¥(t)) (sugerencia, use la repre-
sentaciéon de interaccién y, antes de hacer cuentas, re-
duzca este problema al problema anterior (oscilaciones de
Rabi entre dos niveles). 2) Considere que en t = 0 el es-
tado es |¥(0)) = |g1). Calcule la probabilidad de encon-
trar al sistema en los tres autoestados de Hy para tiempos
posteriores. Analice exhaustivamente el caso en el que
ambos laseres tienen igual intensidad (27 = Q2 = Q) y
la desintonia ¢ es alta d > Q (efecto Raman). Demuestre
que el sistema oscila coherentemente entre los niveles |g1)
y |g2) tal como lo harfa si estos niveles estuvieran acopla-
dos directamente por un ldser. Encuentre la frecuencia
de oscilacion.



Solucién: Escribimos H;,; en la representacion de in-
teraccién con Uy = exp (—iHot/h). El resultado es:

Hint = Hipt = UgHtho
= hQ4le){g1| exp (idt)
+ hQsle)(ga| exp (idt) + h.c.

Es evidente que este Hamiltoniano puede escribirse como
Hiny = hQe) (x| exp (i6t) + h.c., (78)
donde definimos el estado |x) se define como

1

Ix) (1) + Qa2lg2))

e}l

y © = /2 + Q% Esto implica que este problema se
reduce al de las oscilaciones de Rabi entre |x) y |e) (o
sea, los dos laseres combinados inducen oscilaciones de
Rabi entre los estados |e) y |x)). Cabe destacar que el
espacio de estados del d&tomo de tres niveles tiene una
base formada por los vectores |e), |x) v |x.) donde |x.)
es un estado ortogonal a los dos primeros. Este estado
resulta ser:

1) = 2 (alor) — ilga)). (79)

Estos estados toman una forma particularmente simple
cuando €7 = Qs =  ya que en ese caso se obtiene
) = (l91) +192))/V2 y [x1) = (l91) — 192))/V2.

Escribiendo el estado del sistema en la representacién
de interaccién) como

[ (t)) = a(t)le) + B(t)[x) +v(B)xL),

podemos usar la ecuacién de Schroedinger para encontrar
ecuaciones diferenciales para a(t), 8(t) y v(t). Es fécil
ver que ¥(t) = 0y que a(t) y B(t) satisfacen ecuaciones
idénticas a las obtenidas en el caso de las oscilaciones
de Rabi (reemplazando € por 2). La solucién de estas
ecuaciones puede copiarse de lo obtenido mas arriba. Por
lo tanto, podemos escribir que v(t) = v(0) y que «a(t) =

C exp (i6t/2) sin(QV't+¢) donde Q' = \/% + Q2 (donde
tanto A como ¢ dependen de las condiciones iniciales).
Por su parte 3(t) = icvexp(—idt) /<.

_Analizaremos en caso en el que el estado inicial es
[T(0)) = |g1) = (Qulx) + Q2lx1))/Q, En ese caso las
condiciones iniciales son:

a(0) =0, ,B(0)=01/Q 7(0) =/
Estas condiciones implican que ¢ = 0, que &(0) = —if),
y que 7(0) = Qy/9Q. En consecuencia la constante C' es
simplemente C' = —i€2;/Q. Por consiguiente tenemos

ol

que
RO . e
alt) = —ie exp(idt/2) sin(Q")
0 .
Bt) = ﬁexp(—zc;t/Z) X
X (i— sin(Q't) + cos(Q't
(152 (@) + con(¥1)
Qo
t - =
v =5
En el caso en que 7 = Q9 = Q esto implica que v =
B(0) =1/v2.

El caso mas interesante para analizar es aquel en el que
los laseres estén muy fuera de la resonancia, lo que im-
plica que 0 es mucho mayor que Q; y {25 (recordemos que
en ese caso las oscilaciones de Rabi estaban suprimidas).
En efecto, en ese caso (¥ = §/2. Entonces, la amplitud
de la oscilacion de «(t) es despreciable (dicha amplitud
es Q1 /Y ~ Q,/5 < 1. En consecuencia, la probabilidad
de encontrar al 4tomo en el estado excitado |e) es siem-
pre despreciable. Este nivel nunca estd poblado, aunque
juega un rol fundamental en el mecanismo que describi-
mos.

Lo interesante es lo que sucede, en este limite, con los
otros niveles. De las ecuaciones anteriores se deduce que

0 3
B(t) ~ 61 exp(i€22t /)
Qo
t) = —
(1) = 3
Por lo tanto, el estado del sistema es [¥[(t)) = B(t)|x) +

~v(0)|x L) que, usando los resultados anteriores no es otra
cosa que

1,
9:(1) = 5 (e TN+ Qalx))

Como es obvio, este estado puede escribirse como
W(1) =

— (1 - )

Es decir, el estado cuantico oscila coherentemente entre
los niveles |g1) ¥ |g2) a pesar de que estos niveles no estén
directamente acoplados por ningin ldser. La frecuencia
de la oscilacién es ©2/24. En el caso particularmente sim-
ple en el que la intensidad de los dos laseres es la misma,
tenemos que Q7 = Qs = Qv Q2 = 20. Entonces el
estado resulta ser

1 i
55 ((QFe™ /0 - ad)g)

2 2

Wr(0)) = e (cos(CE1)lgr) — isin(“-0)lg2)) (50)

Tal como mencionamos mas arriba, el estado oscila co-
herentemente entre |g;) y |g2) con una frecuencia Q2 /24.
El estado |e€) juega un rol interesante: es el intermediario
gracias al cual la oscilacion entre los dos estados que ini-
cialmente estan desacoplados se acoplan efectivamente.
Es un estado virtual que nunca estd poblado pero sin el
cual la oscilacién de Raman seria imposible.



VIIl. CLASE 9: EL OSCILADOR ARMONICO.

El oscilador arménico es uno de los sistemas favoritos
de los fisicos por varios motivos. Sin duda, uno de ellos
es que este sistema es resoluble analiticamente en el caso
clasico y también en el caso cudntico. Ademads, tiene
multiple aplicaciones: un oscilador arménico mecanico
(una particula en un pozo cuadrético) sirve para describir
aproximadamente el movimiento de un sistema cerca de
su posicion de equilibrio. Pero la naturaleza, sorpren-
dentemente, nos provee de un oscilador armonico ideal:
la luz. Como veremos, el campo electromagnético puede
ser descripto como una coleccién de un niimero infinito de
osciladores arménicos (dos para cada vector de onda E)
En este capitulo revisaremos las propiedades del oscilador
arménico cuantico. Pero lo haremos introduciendo un
método algebraico que nos permitira encontrar tanto los
autovalores como los autovectores del Hamiltoniano de
manera directa, sin resolver ninguna ecuacién diferencial.

El Hamiltoniano del oscilador arménico es

I ﬁ N mw?

2m 2

Este Hamiltoniano puede reescribirse de la siguiente
manera, haciendo aparecer ”artificialmente” la constante
de Planck h. En efecto, con la constante de Planck y
las constantes que aparecen en el Hamiltoniano pode-
mos definir una escala de energia Ey = hw, una es-
cala de longitudes ¢ = y/A/mw y una de momentos
op = h/sigma = Vhmw. En términos de estas vari-
ables el Hamiltoniano se puede reescribir de la siguiente
manera

IE2

1
H = hog (7 + %)

donde la posicién y momento adimensionales son & = /o
y p = po/h. En el caso cudntico, la posicién y el mo-
mento son operadores y también lo son las variables adi-
mensionales Z y p. La relacién de conmutacion candnica
[, p] = th1l se traduce para las variables adimensionales
es [Z,p] = 41.

A. Operadores de creacion y destruccion

A partir de las variables adimensionales podemos
definir nuevos operadores de la siguiente manera

1 1
_ ~ .~ -i- _ ~ P
a=—(x+1p), (@' =—F—=(T—1wp
TEFiD), (@l = @)
Obviamente estos relaciones pueden invertirse y expresar
posicién y momento en terminos de a y a':

1 1

i=—(a+adl p = —
Alatd), P N7

Las relaciones de conmutacién candnicas implican que a
y a' satisfacen

(a— aT). (81)

[a,a']=aa’ —al a=1.

92

Asimismo, el Hamiltoniano se reescribe en funcién de es-
tos operadores como

1
H=rhw(a a +=).
(a0 +2)
Por cierto, esta ecuacién puede deducirse facilmente no-
tando que

1
= §(a2+aT2+a al +al a)
1
= 5(—0L2 —a? +aa +d a),

y aplicando la relacién a af +a' a = 2 af a + 1, que
se deduce directamente de la relacién de conmutacién
[a,af] = 1.

En lo que sigue veremos como encontrar autovalores y
autovectores de H, es decir, resolver es siguiente sistemas:

En particular, mostraremos que E,, = hw(n + 1/2), con
n > 0 y presentaremos un método para construir los
autoestados |¢y,).

B. Autovalores y autovectores del Hamiltoniano

Como vimos, el Hamiltoniano puede escribirse como
. 1 S T
H = hw(N + 5), con N=a'a. (82)

En lo que sigue mostraremos que los autovalores del op-
erador N son numeros enteros n > (0. Para esto va a
ser conveniente utilizar las siguientes relaciones de con-
mutacion, cuya validez se deduce facilmente:

[N,a]=—a y [N,al]=d (83)

El espectro de N se puede obtener con los siguientes pasos

1. Todos los autovalores de N son reales y no nega-
tivos: Esto se deduce del hecho de que para todo es-
tado |¢) vale (¢|N|p) > 0 (los elementos diagonales
de la matriz de N en cualquier base son siempre no
negativos). Esto surge de la siguiente observacion:
(0|Nlg) = (dlaTalg) = || alg)]]* = 0. O sea, el
valor medio de N es siempre la norma al cuadrado
de otro estado y por lo tanto es > 0. Por lo tanto,
el espectro de N estd acotado por debajo (y la cota
inferior es cero).

2. Dado un autoestado de N |¢,) con autovalor v,
entonces los estados a|¢,) y al|é,) son también
autoestados del operador N con autovalores v — 1
v v + 1 respectivamente. Esto se demuestra us-
ando las relaciénes de conmutacién de a y ng con
N que pueden reescribirse como N a = a (N — 1)



y N at =at (N +1). La demostracion es la sigu-
iente: El estado |¢,) satisface que N|¢,) = v|d,).
Si calculamos la accién de N sobre los estados
|6") = alg,) v |¢!) = al|p,) observamos que valen
las siguientes ecuaciones:

Ni¢,) = N alg,)

= a(N —1)|¢,) = (v —1)|¢),)
Ni¢",) = N a'l$,)

= al(V +D)jg,) = (v +1)[¢)

Estas ecuaciones implican precisamente que |¢') y
|¢”") son, respectivamente, autoestados de N con
autovalores v — 1 y v 4 1 respectivamente.

. Los autovalores de N son ntimeros enteros mayores
o iguales que cero.

Lo anterior nos muestra que los operadores a y
a' nos permiten recorrer el espectro de N en di-
reccién descendente y ascendente respectivamente.
Por eso, a estos operadores se los define con nom-
bres "biblicos” como ”operador de creacién” (a') y
”operador de destruccién” (a). También se los de-
nomina operadores de subida y bajada. Aplicindo
a sucesivamente a un autoestado vamos generando
una escalera de autoestados con autovalor descen-
diente. La distancia entre los autovalores de los
sucesivos estados es igual a la unidad. Entonces,
podemos demostrar el enunciado (o sea, podemos
demostrar que v debe ser un entero) de la siguiente
manera (por el absurdo). Si fuera posible encon-
trar un valor de v que fuera no entero entonces
podriamos aplicar el operador ¢ un niimero de ve-
ces igual a la parte entera de v ([v]) y obtendriamos
un autoestado cuyo autovalor es un niimero real en-
tre 0 y 1. Aplicando a una vez mas, generariamos
un estado con autovalor negativo, lo cual es ab-
surdo (ya que mas arriba demostramos que v > 0.
El absurdo proviene de suponer que v es no entero.
Por lo tanto, los tinicos valores posibles de v son
enteros.

. El estado con el autovalor v = 0 (el mas bajo posi-
ble) es tal que algy) = 0. Esto también es conse-
cuencia de lo anterior. Por cierto, la norma de este
estado es ||a|do)||? = (pola’alpe) = 0. Por lo tanto
el estado es nulo (ese es el tnico estado de norma
nula). Por ese mismo motivo, al aplicar el operador
a a |¢g) no seguimos descendiendo en la escalera de
autovalores sino que quedamos detenidos en ese,
que es el autovalor mas bajo posible.

. Los autoestados con autovalor ¥ = n se obtienen
a partir de |¢g) como |¢,) = (ab)?|po)/V/n!.
Supongamos que los estados |¢,) estan normal-
izados (o sea, su norma es 1). Como vimos,
at|¢n) = Cnldny1) donde C, es una constante de
normalizacién. Esta constante puede encontrarse
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facilmente calculando la norma de la expresién an-
terior. Esto es:

laflgn)|* = |Cnlf?

= <¢n|aaT|¢n> = <¢7L|(N + 1)|¢n>
= (n+1)

Entonces, C,, = 1/v/n+ 1 y por lo tanto |¢,41) =
at|¢n)/v/n + 1. Tterando esta igualdad hasta llegar
a n = 0 obtenemos simplemente que

I
|pn) = N |b0)-
En consecuencia, la tarea de encontrar los estados
|¢r) se reduce a la de encontrar el estado funda-
mental |¢g) ya que a partir de él podemos con-
struir toda la escalera ascendente de autoestados
aplicando sucesivas veces al.

. La funcién de onda del estado fundamental es una

funcién Gaussiana centrada en el origen (con an-
cho ¢). Para demostrar esto debemos resolver
la tdnica ecuacién diferencial que veremos en este
capitulo, que es la que se obtiene a partir de la
ecuacién a|¢g) = 0. Escribiendo esta ecuacién
en representaciéon posicién, y recordando que a =
%(% + i%, obtenemos

o, 1
(z|algo) = \ﬁ(pl’ + Op)po(z) =0
Esta ecuacién puede resolverse trivialmente y de ese
modo obtenemos que ¢g(r) = Agexp(—x2/20?),
donde Ay se fija por la condicién de normalizacién
(que no es otra cosa que [ dz|pg|*(z) = 1. El re-
sultado final es simple:

¢o(x) = exp(—2?/20?).

1
Vo

. La funcién de onda del estado excitado ¢, (x) es

el producto de la del estado fundamental por un
polinomio de grado n. Esto surge a partir de la ob-
servacién de que |¢,) = at”|po)/v/n!. Escribiendo
esta ecuacién en representacion posicion obtenemos

Resulta conveniente definir al polinomio H,(u)
como aquel tal que (u — 9,)"exp(—u?/2) =
H,, (u) exp(—u?/2). Entonces, la funcién de onda
del estado |¢,,) es

1 1 x z?
¢n(x) = WmHn(;)exp(_ﬁ)

Por completitud presentamos algunos ejemplos de
los polinomios H,(x) (que son los famosos poli-
nomios de Hermite). En efecto, es facil compro-
bar que Ho(u) = 1, Hy(u) = 2u, Ho(u) = 4u? — 2,



H3(u) = 8u? —12u, etc. En todos los casos los poli-
nomios H, (u) tienen grado n y, por lo tanto tienen
n raices distintas. El punto u = 9 es raiz de todos
los polinomios con n impar. Estos polinomios son
ortogonales en la métrica definida como

/dan(u)Hm(u) exp(—u?) = V2rdelta, m

C. Valores medio de posicién y momento

El uso de operadores de creacién y destruccién
es sumamente conveniente para calcular valores
medios de potencias de los operadores posicion y
momento en los autoestados del Hamiltoniano. En
efecto, teniendo en cuenta que x = o(a +ia')/v/2,
y p = —ih(a — ia')/v/20, los elementos de ma-
triz de estos operadores resultan ficiles de calcu-
lar si recordamos que af|¢,) = vn+ 1|dni1) v
al¢n) = v/n|én-1). Por ejemplo,

(bulzldm) = %(\/man,mﬂ

+ vmdn,m —1).

Evidentemente tanto el valor medio de la posicién
como del momento se anula en los estados |¢,) (o
sea, (On|z|dn) =0y (dn|p|¢n) = 0. Andlogamente
podemos calcular muy facilmente los valores medios
de 2% y p? usando que 22 = o2(a® + at? +aal +
a'a)/2. En efecto, se obtiene

2
(P = S+ )

() = 0+ 3), >

2
El uso de las propiedades de los operadores de
creacién y destruccion permite realizar cdlculos de
valores medios sin necesidad de realizar integrales
de ningun tipo.

D. Evolucién temporal

La evolucién temporal en la representacién de
Schroedinger es bastante sencilla. Dado el estado ini-
cial [¥(0)) = >_, cnl|én), €l estado a tiempos posteriores
es

(1) = 3 enesp(=iln+ 3)wn)lé)

Las frecuencias de Bohr, que aparecen en la evolucion de
cualquier valor medio son wy;, = (0 — m)w.

La representacién de Heisenberg es particularmente
sencilla. Como vimos, las ecuaciones de evolucién de
los operadores posiciéon y momento son idénticas a las
clasicas y, por lo tanto, pueden ser resueltas exactamente.

o4

Lo mismo ocurre para la ecuacién de evolucién del oper-
ador a que resulta

1

iha = [a, hw(N + ) =hwa, (84)
de donde surge la ecuaciéon ¢ = —iw a que se resuelve
trivialmente dando lugar a

a(t) = a(0) exp(—iwt) (85)

donde a(0) es el operador en la representacién de
Schroedinger.

E. Estados coherentes

Como vimos mas arriba, los valores medios de la
posicién y el momento se anulan en los autoestados del
Hamiltoniano. En este caso, estos estados cumplen con
las ecuaciones clasicas de evolucion, pero es una solucién
trivial ya que los valores medios son idénticamente nu-
los para todo tiempo. Para encontrar estados con valor
medio no nulo de la posicién y el momento conviene no-
tar que (z) = v/20 Rea donde a = {(a). Andlogamente,
{p) = V2hIma/o. Entonces, necesitamos encontrar es-
tados que tengan valor medio no nulo para los operadores
de creacion y destruccién. Los candidatos naturales para
ese fin son los ”estados coherentes” que se definen como
autoestados del operador de destruccién. Teniendo en
cuenta que a no es hermitico, sus autovalores seran, en
general, nimeros complejos. En efecto, el estado coher-
ente |a) es tal que

ala) = ala). (86)

En un estado de este tipo los valores medios de los op-
eradores posicién y momento evolucionan siguiendo las
ecuaciones clasicas de movimiento. Es también intere-
sante notar que la evolucién temporal preserva los est-
dos coherentes. Es decir, un estado coherente evolu-
ciona en otro estado coherente. Esto es asn porque la
ecuacién de Heisenberg para el operador de destruccion
es a(t) = agexp(—iwt). En consecuencia, un autoestado
del operador ag (el operador de destruccién en la repre-
sentaciéon de Schroedinger) con autovalor ag resulta ser
un autoestado del operador a(t) para todo tiempo con
autovalor a tiempo t es a(t) = agexp(—iwt). Como vi-
mos antes, de aqui se concluye que en la representacion
de Schroedinger, el estado que evoluciona a partir de |ayg)
serd autoestado de as = a(0) en el instante ¢ con auto-
valor ag exp(—iwt).

Veremos ahora que los estados coherentes pueden ser
construidos en forma explicita de manera sencilla. Para
eso podemos escribirlos como combinacién lineal de los
autoestados del Hamiltoniano. En efecto, planteando que
la) =Y, bn|on), la ecuacién de autovalores para el op-



erador de destruccién puede escribirse como

CL|Oé> :az bn |¢n> Z bn\/ﬁ|¢n—1>a
= ozz bi|dn)-

De esta ecuacién se deduce la siguiente relacién de re-
currencia para los coeficientes b,: b,y1 = ab,/v/n+ 1.
Iterando esta relacién obtenemos b, = a™by/v/n!. En
consecuencia, |a) = by Y, a”|$,)/Vnl. La constante de
normalizacién es tal que 1 = |b|> >, |a|*"/nl. Por lo
tanto by = exp(—|a|?/2). El estado coherente |a) resulta
ser

) = e~ > Tl

Cabe notar que en la 1ltima ecuacién hemos intro-
ducido el operador de desplazamiento en el espacio de
las fases D(a) = exp(aa’ — a*a). Este operador no es
otra cosa que D(a) = exp((—izaP + ipaX)/h), donde
a = (To/0 + 0pa/h)/V/2. Evidentemente, D(a) =
exp(aa’) exp(—a*a) exp(—|a|?), identidad que fue usada
en la deduccién de las iltimas ecuaciones. El operador
desplazamiento D(a/) satisface las relaciénes

D(a)D(B) = D(a+ B)exp(af* —a*b),

Tr(D(e)D(B)) = 2m6(o — B)

Como vemos, un estado coherente no es otra cosa que
una traslacién en el espacio de las fases aplicada al estado
fundamental del oscilador arménico. Por consiguiente, la
funcién de onda de dicho estado es una Gaussiana cen-
trada en un punto que sigue la trayectoria clasica que se
origina a partir del punto cuya coordenada y momento
estd dada por «g. Por completitud, incluimos aqui la
funcién de onda de un estado coherente, que resulta ser

(zle) = ¢a(x)

1 7(-"3—-"3a)2 i —jZaPa
= e 202 e h e 2R

oV

F. Propiedades: Incerteza minima y completitud

Las siguientes son algunas propiedades importantes de
los estados coherentes:

1. Los estados coherentes son estados de incerteza
minima. En efecto, es ficil calcular la incerteza en
la posicién. Para eso podemos demostrar la validez

%)

de las siguientes identidades (que surgen de expre-
sar el operador posicién en términos de a y af y
de la definicién de los estados coherentes como au-
toestados del operador de destruccién:

2
(afa®la) = Z-(a? +a™ +20al* + 1),

2

(@) = Z-(a?+a™ +2af)
(alp?la) = (= a?—a*? 4202 +1)
pla) = 957 af —a « ,
2 ﬁ2 2 *2 2
B = 5og(—0? a4 2al?)

Por lo tanto, las dispersiones son

2
Az? =

g
27
h2

Ap? = —.
P 202

Por lo tanto, se satisface la identidad

AxAp = g

G. Relaciéon de completitud y producto interno de estados
coherentes

Los estados coherentes tienen numerosas
propiedades ttiles. Una de ellas es que for-
man una base sobre-completa del espacio de
estados. En efecto, se puede demostrar que
el operador identidad puede obtenerse como
I =1 [d?a|a)(a|. Esta identidad puede probarse
de la siguiente forma: Podemos introducir la
identidad en representacién de posicion y escribir

[ Faa

/d?a/dm dylz)(z|a)(aly) (Y

/ dz dy|z){y| éa(z)65(y)

X

Utilizando la forma explicita de la funcién de onda
de un estado coherente podemos demostrar que

drodpe, .
Faeoy) = [ 2 00(2)640)

_(z—za)?

1
ﬁ/dajaé(:ﬂ—y) e o



Entonces, introduciendo esto en la expresiéon ante-
rior obtenemos que

[ Flajtal

/dw |) (2| x (87)
_(z—xq)?

1
R d « o2
Uﬁ/ Tt

/da: o) (a] = I

Por otro lado, estos estados no son ortogonales sino
que satisfacen la relacion:

_la?+18)? 1 “n
2 Z a(aﬁ )

n

X

(Bla

2 2
_ | ;|B| % eaﬁ*,

Por tdltimo, una de las propiedades mas impor-
tantes de los estados coherentes es la distribucion
de resultados de una mediciéon de la energia. En
efecto, si preparamos el estado coherente |«) (ver
mas abajo) y medimos la energfa del sistema (o,
analogamente el operador N ) obtenemos que los
mismos estan distribuidos con la siguiente proba-
bilidad:

|a|2n

—lal?
Prob(n||a)) =e | oy

Esta es una distribucién Poissoniana con un valor
medio 7 = (N) = |a|?. Por lo tanto, la distribucién
puede reescribirse como

Prob(n||a)) = e_ﬁﬁ—

n
n!’

Los estados coherentes, como veremos, son esta-
dos que caracterizan a la luz generada por un laser
y son, en un sentido bien definido, los estados
cuanticos mas parecidos a los estados clasicos.

H. Cémo preparar un estado coherente? El oscilador
forzado

Veremos ahora como se puede preparar un estado
coherente a partir del estado fundamental del os-
cilador armonico. Para eso consideraremos un os-
cilador al que se lo acopla con una fuente dependi-
ente del tiempo, descripta por un potencial de inter-
accién de la forma Viyente = —2F(t) (clasicamente
esto implica aplicar una fuerza F = F(t)&, cuyo
modulo depende del tiempo). Es decir, el Hamilto-
niano es

H= m%(ﬁ + #2) — 2 F(t)
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Con este Hamiltoniano, la ecuacién de Heisenberg
para el operador de destruccion es

iha = hw a— %F(t)

a = —iw a+iG(t)

donde G(t) = F(t)o/+/2h. La solucién general de
la ecuacién para a(t) es simple:

t
a(t) = a(0) e~ " —l—i/ dt’ e= =G,
0

El segundo término es proporcional al operador
identidad. Por lo tanto podemos concluir que si
el estado inicial es |¥(0)) = |0) (que es un autoes-
tado del operador a(0) con autovalor nulo) entonces
este estado serd siempre autoestado de a(t) con au-
tovalor a(t) = zfg exp(—iw(t — t')G(¢'). En con-
secuencia, en el instante ¢, el estado en la repre-
sentacion de Schroedinger serd un autoestado del
operador de destruccién a = a(0) con autovalor
a(t). En sintesis |¢(t)) = |a(t)). Por lo tanto,
el protocolo mas sencillo para preparar un estado
coherente cualquiera es: a) preparar el oscilador
en el estado fundamental, b) prender una fuente
(que corresponde a una fuerza independiente de
la posicién pero dependiente del tiempo) por un
tiempo apropiadamente elegido, ¢) apagar la fuente
y de ese modo obtenemos el estado deseado.

Es interesante ver cémo son las funciones a(t) para
algunas fuerzas particulares.

(a) G(t) = Gy = cte. En este caso resulta que

alt) = —%(1 — exp(—iwt))

= —i@ exp(—iwt/2) sin(wt/2)
w

Esto quiere decir que 24 (t) = -2 (1—cos(wt))
con lo cual el sistema oscila alrededor de la
posicién de equilibrio ., = Fy/k siendo k la
constante elastica del resorte. Este es un resul-
tado totalmente natural. El sistema absorbe
energia en el momento en que prendemos la

fuente y luego conserva la energia.

(b) G(t) = Gosin(Qt). Con un forzado periédico
se observan resultados mas interesantes En ese



caso tenemos

a(t) = iGO/O exp(—iw(t —t') sin Q(t")

_ @ —iwt ! i(w+Q)t  i(w—Q)t
at) = e (e e )
2 0
-GO —iwt
= — 2
ei(w—i—Q)t -1 ei(w—Q)t -1
X - )
w+Q w—0
Gy Dt _ p—iwt efiﬂ)t’ _ piwt
N _Z?( w+Q w—

En este caso, la parte real de a(t) (que no es
otra cosa que el valor medio de la posicién) es:

sin(w+ Q)t  sin(w — Q)¢
xa(t):a7%(cosw( c(u—i—Q) - c(u—Q))
, cos(w+ Nt —1  cos(w—Q)t—1
t —
+ sinw ( RNy o_Q ))
En el caso resonante tenemos que ) = w y
entonces
in 2wt in® wt
zo(t) = in%(coswt(sn;ww —t) — smww ))

n consecuencia, para tiempos largos tenemos
E , t 1 t

que el valor medio de la posicién se comporta
como

Go
Zo(t) = —t o—= coswt = —t coswt

Fo

V2 2mw
Como vemos, en este caso la amplitud de la
oscilacién crece linealmente con el tiempo. El
comportamiento de z(t) en todos estos casos
es idéntico al de un oscilador con un forzado
periddico y este ultimo caso corresponde a la
resonancia, en el que para tiempos largos la
amplitud diverge (en ausencia de rozamiento).

2. Representacion en el espacio de fases

La funcién de Wigner W (a) es una funcién definida
en el espacio de las fases que permite representar
el estado cudntico de una particula. La relacion
entre la funciéon de Wigner y el estado de un sis-
tema es, como veremos mas adelante, una biyeccion
y su definicién no se restringe al caso de un os-
cilador armédnico sino que puede aplicarse a todo
tipo de sistemas. Su inclusién en este capitulo es,
por cierto, arbitraria pero justificada en el hecho
de que dicha funcién es particularmente 1til para el
caso del oscilador arménico. Es un método que per-
mite, al representar al estado cuantico en el mismo
escenario de la fisica cldsica, poner en evidencia los
efectos cudnticos mas interesantes.

La funcién W («) para el estado p se define como
W (a) = Tr(A(a)p, donde el operador A(«), habit-
ualmente denomindo ”operador de punto” se define
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como A(a) = L Tv(D(a)RD'(a)p). El conjunto
de operadores 121(04) tiene propiedades sencillas y
utiles. En particular, es importante notar que es-
tos operadores (que son hermiticos) son una base

completa del espacio de operadores y cumplen que

To(A()A(B)) = (o~ 6).

/da/l(a) =1

En consecuencia, cualquier operador puede es-
cribirse como combinacién lineal de estos oper-
adores. En el caso del estado p podemos escribir
que

p= 27?/da W(a) A(a).

Es decir, W(a) no es otra cosa que el coeficiente
del desarrollo del estado p en la base formada por
los operadores A(a).

Las propiedades fundamentales de la funcién de
Wigner surgen de propiedades de los operadores
A(a). Las propiedades mas importantes son:

(a) a) W(a) es siempre real (lo que es obvio a
partir de su definicién como valor medio de
un operador hermitico),

(b) b) La funcién de Wigner estd normalizada
a la unidad, es decir que [daW(a) = 1.
Esto surge de tomar la traza de la expresion
p =2n [ W(a)A() y de utilizar el hecho de
que Tr(A(a)) = 1/27 (que se deduce trivial-
mente del hecho de que la traza del operador

de reflexién es siempre igual a 1/2.

(¢) ¢) La funcién W («) provee una descripcién
completa del estado (lo que es obvio teniendo
en cuenta que, como vimos, los operadores
A(«) forman una base ortonormal y completa
del espacio de operadores. Por ese mismo mo-
tivo se cumple que para todo par de estados
p1y p2 vale que

Tr(p1p2) = %/d%le(a)Wg(a)

(d) d) La integral de W («) sobre cualquier recta
en el espacio de las fases, definida por la
ecuacién ax + bp = c es igual a la densi-
dad de probabilidad de que el resultado de la
medicién del observble aX + bP esté en un
entorno del punnto c. O sea, la funciéon de
Wigner es "casi” una densidad de probabili-
dad en el espacio de las fases. Esta propiedad
surge del hecho de que la integral de A(«) so-
bre la recta ax + bp = c es igual al proyector
sobre el autoestado de autovalor ¢ del oper-
ador aX + bP.
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(e) Las definiciones anteriores de la funcién de oscilante modulado por una Gaussiana centrada en
Wigner pueden reescribirse de la siguiente el origen, que es el punto medio entre los dos pi-
manera, que aparece de manera mas habit- cos Gaussianos diagonales. FEn el caso particular
ual en los libros de texto (pero que es menos en que los gatos estén separados en posicién, ten-
préactica a la hora de deducir las propiedades emos 3 = L/o y por lo tanto el factor oscilante
de esta funcién): se reduce a cos(2poL/h). Es decir, las oscilaciones

estan alineadas en forma paralela al eje z y tienen
W (z,p) = RS /du o—ipu/hbar (x — ujwlplz +u/2) una longitud d'e onda A\, = h/Lm, que es inver's,a-
21h mente proporcional a L. Es notable que la funcién
de Wigner evaluada en a = 0 es evidentemente
Sin embargo la funcién de Wigner no puede ser in- negativa.

terpretada, en general, como una densidad de prob-
abilidad ya que puede ser negativa. La negativi-
dad de la funcién de Wigner es una evidencia de
la imposibilidad de reducir las probabilidades de la
mecanica cuantica a nuestra ignorancia. La nega-
tividad de la funcién de Wigner pone de manifiesto
los efectos de interferencia cuantica.

Un ejemplo paradigmaético de estos efectos se ob-
serva al estudiar estados que son superposiciones
de estados coherentes. Estos estados son llamados
"gatos de Schroedinger” ya que describen a una
particula en una superposicién de dos posiciones
y momentos bien definidos. La particula no estd
“aqui 6 alla” sino que esta en ambos lugares a la
vez. Vamos a calcular la funcién de Wigner para
un estado tipo gato de Schroedinger de la forma

[Wear) = N(I8) = |=5)),

donde N es una constante de normalizacion cuyo
valor es N = (2—2exp(—2|6|?))~ /2. Para calcular
la funcion de Wigner del estado ”gato” hay que usar
que la matriz densidad de ese estado es

peat = N2(18Y(B| + |-B) (-]
— -8B = 18){-AB]).

El resultado se obtiene facilmente si utilizamos las
siguientes identidades:

(BID(e))RDY(@)[B) = (= B|B — )
— o 2la-p?
= (B+al—a+B)e* P
_ 672|a\2ea6*7a*,3

(~B|D(a)RD"()|5)

Usando estas expresiones, se obtiene que la funcion
de Wigner del estado gato es

Wcat(a) == N2 (6_2|a_6|2 + 6_2‘0‘+B|2
— 2 ¢ 2l cos(2Im(a*B)))

La interpretacion de este resultado es sencilla: la
funcién de Wigner del estado gato exhibe dos picos
Gaussianos, ubicados en o = 3. Esta es la con-
tribucién de los términos diagonales |+3)(£3|. Los
términos no diagonales contribuyen con un término



IX. CLASE 10: CyANTIZACI()N DEL CAMPO
ELECTROMAGNETICO. FOTONES.

A. Electromagnetismo clasico. Coordenadas generalizadas.

Las ecuaciones de Maxwell describen completamente
al electromagnetismo clasico. Estas son:

6-52% V x E+ B—Jf:
G.H=0 VxB-L9E ]

donde p es la densidad de carga, J la densidad de corri-
ente eléctrica y ¢ = 1/egpo.

Las dos ecuaciones de Maxwell en las que no apare-
cen las cargas nos brlndan mucha informacién: Te-
niendo en cuenta que V - B = 0 entonces el teorema
de Stokes implica que siempre existe un campo A tal
que B =VxA Reemplazando esta expresién en la
ecuacién de Faraday podemos transformarla en la sigu-
iente: V x (E + 8A/(’9t) = 0. De esta ecuacién se deduce
que el campo E+ 8A/ Ot es irrotacional y por lo tanto,
existe una funcién escalar ® tal que E = —V® — A /ot
Obviamente el campo A estd definido siempre a menos
de un gradiente. O sea, que las ecuaciones de Maxwell
son invariantes frente a la transformacién A — A + VA
y ® — ® — OA/Ot, para toda funcion A(7,t) (invariancia
de gauge). Teniendo en cuenta esto, podemos elegir A de
modo tal que siempre valga la ecuacién V-A=0 (este
es el gauge de Coulomb, que usaremos en esta seccién).

Todavia no hemos usados las dos ecuaciones de
Maxwell en las que aparecen las fuentes. Ellas nos per-
mitirdn determinar los campos ¢ y A. En ausencia de
fuentes, la ecuacién V - E = 0 implica que V2® = 0
(usando que V-4 = 0) por lo cual podemos tomar
® = 0 siempre. Por ultimo, la ley de Ampere implica
que V x (V x A) + 6%82%?/8215 = 0. Usando ahora que
Vx(VxA) =V(V-A)—V2A, obtenemos finalmente que
el potencial vector satisface V2A — (1/¢2)9%A/d%t = 0.
Por lo tanto, A evoluciona de acuerdo a la ecuacién de
ondas (en la que ¢ = 1/,/éopig es la velocidad de propa-
gacion).

Resulta conveniente reescribir las ecuaciones de

Maxwell en términos de la transformada de Fourier de
A. Definiendo

- Bk [ h .
A7 _ —ikT
(1) / (2m)3/2 V 20wk (e

donde wy = |k|c (la inclusién en esta férmula del factor
\/h/2€egwy, es arbitraria y equivale a definir las unidades
de /_1'(12, t). Para determinar estas unidades puede ra-
zonarse de la siguiente manera: Mas abajo veremos que
la cantidad eOV|E_»2 tiene unidades de energia. En conse-
cuencia, debe valer que [ d3k|A(k, )| sea adimensional,

A(k,t) + c.c)

lo que implica que las unidades de ff(];, t) son L3/2.
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Para identificar los grados de libertad fisicos del campo
es importante notar que para cada vector de onda E, el
vector A)(l_c’) tiene solamente dos componentes, las cuales
son perpendlculares ak (va que, como vimos mas arriba
la ecuacién V - A = 0 implica que k - A(k,t) = 0). Si
tomamos dos vectores cualesquiera €, € s A=1,2 en el

plano perpendicular a l;, el vector potencial /T(F, t) puede
escribirse siempre como

3
i a3k

271- (9.-\3/2 Z \/ €0wk

Usando esta expresién podemos demostrar facilmente
para que el campo satisfaga la ecuaciéon de onda se debe
cumplir que Az, (¢) + iwzAg(t) = 0 (o que Az \(¢) +
w%AE(t) =0).

En conclusién: El campo electromagnético (en ausen-
cia de fuentes) no es mas que un conjunto de infinitos os-
ciladores arménicos. Las coordenadas generalizadas del
campo son las amplitudes AE’ ,: dos funciones escalares

*“;FAEA(t) + c.c).

complejas para cada modo. Su rol es totalmente analogo
al de las coordenadas complejas a = (§ + ip)/V/2 que
pueden usarse para describir al oscilador arménico ordi-
nario.

A partir del potencial vector se pueden calcular triv-
ialmente los campos eléctricos y magnéticos que resultan
ser:

- _ B3k

) 3/221/ ﬁE 7)\70.0).
. . Bk
B(rt) = (2m)3/2 Z \ 260wk

7 —ik7
X k/\(ek)\e AkA—cc

Por ultimo, es importante notar que en la teoria clasica
de Maxwell hay ciertas magnitudes conservadas que, nat-
uralmente, se originan en las simetrias de dichas ecua-
ciones. En particular, la invariancia ante traslaciones
temporales y espaciales implican la conservacién de la
energia y el momento del campo electromagnético, que
resultan ser

H = %0 &7 (EX(7) + EB(7)).

B

eo/d3F E(7) A B(7).

B. Campo en una cavidad. Modos discretos.

Es importante considerar el caso de campos atrapa-
dos en una cavidad de volumen V = L3 (por ejemplo,
un cubo cuyos lados tienen longitud L). Si imponemos
condiciones de contorno periddicas, las componenetes del
vector de onda serdn k; = 2mn;/L. En ese caso todas las
integrales se reducen a sumas sobre todas los vectores



7 cuyas componentes son enteros no negativos. Para
obtener las expreiones de los campos en este caso, debe-
mos reemplazar:

43k 1
iRy (5

en las ecuaciones anteriores. Asimismo, la amplitud Az |
debe ser reemplazada como

V1/2

A — (27‘(‘)3/2 Qi )

Fa (89)

donde ag,  es adimensional.
Ty A
En ese caso, el potencial vector y los campos electricos
y magnéticos se escriben simplemente como

"4’(7?; t) = Z L(_‘Eﬁ,keii’zfak'ﬁyk(t) +C.C),
\%

Y 2€qwn,

oo hwn -

E(t) = ’Z %€ nv( Fa A€ Zkr“l? ) —c.),
A 0

Lo h - o ik

B(?",t) = ’LZ 2€0wnvk/\ (ekﬁy)\e ? Takm)\(t) —CC),
A

C. Cuantizacién del campo. Fotones.

Para cuantizar el campo electromagnético tenemos que
proceder tal como lo hacemos en cualquier otro caso. Las
coordenadas generalizadas del sistema son operadores en
un espacio de Hilbert. Es decir, en el caso continuo (vol-
umen infinito) las amplitudes A,;’ , son operadores que
deberan satisfacer relaciones de conmutacién analogas a
las que satisfacen las amplitudes correspondientes de los
osciladores armonicos. Es decir:

—

[A = 8% (k — K )bxx. (90)

Q,A’ A]%/’)\/}
Tal como ocurre con cualquier sistema cuéantico, la
evolucién temporal puede describirse en la representacion
de Heisenberg o en la de Schroedinger. La primera, aque-
lla en la que los operadores evolucionan y los estados son
invariables, es mas natural en la teoria de campos. En
ese caso los operadores AIZ, ,, son funciones del tiempo que
cumplen la ecllacién de Heisenberg, que es simplemente:
AE,A + inA(k‘, A)=0.

En el caso de un campo en una cavidad, los operadores
az,» deben satisfacer

[aﬁ)\, a%,7/\,] = 657,7,6,\%\,. (91)

Entonces, los operadores az » y a%/\ son operadores
de creacién y destruccién, tal como los de un oscilador
armonico usual. Como tenemos un oscilador para cada
modo {7, A}, podemos construir una base completa
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del conjunto de estados cuanticos del campo electro-
magnético usando vectores que sean autoestados de todos
los peradores de la forma Nz \ = a;’)\aﬁ,,\. Estos estados
pueden escribirse como ®g|my, »), para todos los valores
de mz,» > 0. Diremos que este estado tiene my 5 fotones
en el modo {7, A} del campo.

Cuales son las propiedades de los fotones? Para en-
tenderlas, podemos escribir la energia y el momento del
campo electromagnético en funciéon de los operadores
az - Bs facil demostrar que

1
H = Zh&}ﬁ(ai—i’Aaﬁ7A+§)
A

'ﬁ Z h];;ﬁa:-i’)\aﬁ,)\
T,

Las propiedades de los fotones son muy sencillas e in-
teresantes. En efecto, el estado con m fotones en el modo
{7, A\} es un autoestado de la energia del campo con au-
tovalor fiwgz(m + 1/2) y también es un autoestado del

momento con autovalor m hEﬁ Por ese motivo, podemos
decir que los fotones son excitaciones del campo electro-
magnético que transportan momento lineal y energia. En
ese sentido se comportan como particulas (y pueden ser
detectados y producidos de a uno por vez). Puede verse
también que los fotones transportan momento angular,
pero eso no sera tratado en este curso.

D. El estado de vacio

El estado de vacio es aquel estado en donde no hay fo-
tones. Todos los osciladores del campo estan en su estado
fundamental. Ese estado serd denotado como |0). Obvi-
amente, el estado de vacio es un autoestado del operador
de momento del campo con autovalor nulo. Sin embargo,
es un autoestado de la energia del campo con un auto-
valor infinito! En efecto, es obvio que H|0) = | wii/2.
En la mayoria de los casos esta energia infinita puede ser
dejada de lado ya que es simplemente una constante adi-
tiva (y la energfa siempre estd definida a menos de una
constante). En otras palabras, podemos referir todas las
energias a la energfa del vacio electromagnético (fijando
ahi el cero de las energias). Esto es correcto siempre y
cuando estd energia sea verdaderamente constante. Y
esto no siempre es asi . Por ejemplo, en una cavidad la
energia del vacio depende de la forma de la cavidad (ya
que los vectores de onda k estén cuantizados y toman val-
ores que son multiplos enteros de 27/L. Por eso, tiene
sentido fisico preguntarse como depende la energia del
vacio de la forma de la cavidad. Analizando esta depen-
dencia vemos que, por ejemplo, la energia del vacio en
una cavidad formada por dos placas paralelas perfecta-
mente conductoras disminuye con la distancia entre pla-
cas (para calcular esto es necesario restar dos magnitudes
que son ambas infinitas, para lo cual es necesario utilizar
algiin método de "regularizacién”). Esto quiere decir que



para las placas es energéticamente favorable acercarse,
lo cual implica que sobre ellas aparecerd una fuerza, lla-
mada fuerza de Casimir, cuyo origen esta en la estructura
no trivial del vacio del campo electromagnético. Mas ade-
lante veremos algunas otras consecuencias no triviales de
la interaccion entre atomos y el campo electromagnético
y mostraremos que la interaccion con el campo tiene con-
secuencias sobre el d&tomo atin en ausencia de fotones.

E. Fotones en una cavidad con un tnico modo

Por dltimo, es conveniente analizar el caso del campo
electromagnético atrapado en una cavidad que puede al-
macenar un unico modo. Supondremos que el vector de
onda k apunta en la direccién del eje e,. Asimismo,
supondremos que hay un tinico modo relevante, que es
el de longitud de onda mas larga |E| = 2r/L y que la
polarizacién del campo es lineal. En ese caso, los campos
son (en la representacién de Heisenberg:

- E . .
A(f” t) = 7061 (e—zQWZ/La(t) _ ezQ‘n'z/LaT (t)),
E_"(?:" t) — *Z.Eoem (67i27rz/La(t) 7 6i27rz/LaT(t)),
-, E . .
B(r,t) = _Z‘?Oey (e—ZQTrZ/LaI(t) _ ezZTrz/LaT(t))7
fw
Ey =
0 260V

donde af(t) = al exp(iwt) es el operador de creacién de
fotones. Si queremos trabajar en la representacion de
Schroedinger debemos dejar de lado la dependencia tem-
poral de estos operadores.

En el estado de vacio (que es tal que a|0) = 0 los valores
medios de todos los campos son <0|E|0) = (0|§|0> = 0.
En cambio, las dispersiénes no nula ya que

(01E®(2,1)|0) = E§ = ¢*(0|B%(2,1))0).

En analogia total con lo que hicimos para los os-
ciladores armonicos, podemos definir estados coherentes
del campo electromagnético como aquellos que son au-
tovectores de los operadores de destruccién. En esos es-
tados, los valores medios de los operadores de campo son
no nulos y evolucionan en el tiempo tal como lo predicen
las ecuaciones de Maxwell.
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X. CLASES 11, 12 Y 13: INTERACCION FOTONES Y
ATOMOS SENCILLOS: ELECTRODINAMICA CUANTICA
EN CAVIDADES.

A. Interaccion de un fotén con un atomo de dos niveles

En este capitulo estudiaremos la interaccién entre
atomos simples y fotones atrapados en una cavidad. Serd
necesario tratar a ambos sistemas, los dtomos y los fo-
tones, como sistemas cuanticos en interaccion. Cabe
destacar que hasta ahora vimos situaciones en las que
tratamos cudnticamente dtomos simples (sistemas de dos
niveles, por ejemplo) en interaccién con campos exter-
nos que fueron tratados clasicamente. Hicimos esto, por
ejemplo, cuando anlizamos las oscilaciones de Rabi in-
ducidas sobre un sistema de dos niveles por su interaccion
con un campo externo oscilante. Asimismo, hicimos un
tratamiento cudntico para el campo electromagnético y
naturalmente podemos concebir la interacciéon de dicho
campo con materia clasica. Por ejemplo, esto sucede
cuando modelamos la interaccion entre el campo cudntico
y espejos o cavidades en los que los efectos cuanticos
asociados a los atomos que componen estos objetos son
despreciables. A lo largo de este capitulo utilizaremos
como herramientas estos sistemas (dtomos cuédnticos en
inteaccién con campos clasicos y campos cuanticos en in-
teraccién con materia cldsica). La novedad del capitulo
serd la descripcién de la interaccién entre atomos y cam-
pos en el régimen en el que los efectos cuanticos en ambos
sistemas son importantes.

Este capitulo pretende ser una sintesis de los que vi-
mos hasta ahora en la materia. Para comprenderlo, es
necesario utilizar todas las herramientas que introduji-
mos hasta ahora. En efecto, serd necesario combinar los
conocimientos que adquirimos sobre la mecanica cudntica
de sistemas de dos niveles, la de los sistemas compuestos
(va que trataremos, precisamente, un sistema compuesto
por dos partes esenciales: el dtomo y el campo), serd
importante utilizar todo lo aprendido sobre la evolucion
temporal de sistemas cudnticos asi como también la fisica
del oscilador arménico y del campo electromagnético.

Otro de los objetivos de este capitulo es mostrar como
en algunos casos es posible imponer a un sistema un de-
terminado tipo de evolucién (o, en algin sentido, disefiar
el operador de evolucién temporal). Veremos como, de
este modo, podemos producir y controlar el entrelaza-
miento entre sistemas distantes (entre dtomos y fotones,
entre dtomos distantes o entre fotones almacenados en
cavidades distantes). Veremos como son, en definitiva,
los experimentos que han permitido, manipulando sis-
temas cudnticos individuales, ponen de manifiesto las
propiedades mas extranas de la mecanica cuantica.

Para comenzar describiremos por separado los person-
ajes protagénicos de nuestro estudio: atomos de Rydberg
y fotones atrapados en cavidades.
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B. Atomos de Rydberg

Vamos a considerar atomos preparados en estados muy
especiales. Son los llamados atomos de Rydberg. Para
describirlos, utilizaremos los modelos que han visto hasta
aqui(en Fisica IV, por ejemplo). Prepararemos &tomos
alcalinos (Rb, rubidio, por ejemplo) en estados dltamente
excitados. En estos estados el niimero cuantico principal
es cercano a n = 50 y por lo tanto estdn muy cerca del
umbral de ionizacién (recordemos que la energia del nivel
nes E, = —Ey/n? donde Ey = me*/2h% que toma
un valor de 13.6eV para el dtomo de Hidrégeno)). Nos
restringiremos a considerar situaciones experimentales en
los que hay un niimero muy pequeno de niveles que son
accesibles al atomo. En realidad, trataremos solamente
la situaciéon mas simple de todas: nuestro atomo tendra
solamente dos niveles relevantes (ver mas abajo). Esos
niveles serdn denotados simplemente como |g) y |e).

Como mencionamos, los atomos de Rydberg no sola-
mente tienen un alto nimero cuédntico principal (que serd
n = 49 para |g) y n = 50 para |€)). Ademds, estos estados
son tales que los valores de los nimeros cuanticos asoci-
ados al momento angular son los maximos compatibles
con el valor de n. En efecto, en todos los casos tendremos
l=n—1ym =1[. Varios grupos en el mundo dominan
hoy la técnica de preparacién de este tipo de estados.
El grupo dirigido por Serge Haroche, por ejemplo, los
prepara a partir de un haz obtenido de un horno en el que
se inyecta un vapor de Rb. Los dtomos al salir del horno
pasan por varios laseres que los excitan en una escalera
ascendente (los dtomos tienen que abserber alrededor de
n = 45 fotones para pasar de su estado fundamental, que
es el estado 44, con n = 4 y [ = 2, a los estados con
n = 49 o 50). Asimismo, se utilizan campos magnéticos
lentamente variables para crear (en forma adiabética) los
estados de alto momento angular. Una vez obtenidos, los
atomos forman un haz que es colimado y filtrado con un
selector de velocidades. Las velocidades tipicas de los
atomos en el haz son de algunas centenares de m/seg
y el flujo de dtomos es suficientemente bajo como para
poder asegurar que en cada instante tendremos un tinico
atomo en el dispositivo experimental (que describimos
mas abajo).

Los estados de alto momento angular describen or-
bitales ”planos” en los que la funcién de onda del electron
estd concentrada en una circunferencia de radio r =
Rp n?, donde Rp = h?/me? es el radio de Bohr, cuyo
valor es 0.5A. Esto puede verse recordando que las fun-
ciones de onda de los autoestados comunes de H, L2 y
L., a menos de una constante de normalizacién (C,,) son;

r
2Rp

\I,n,nfl,m = Cn( )n_leiﬁ<8in e)l eim(b

El caracter plano de estos orbitales surge de la depen-
dencia con el angulo 6, ya que para altos valores de n,
la funcién sin™ 0 toma valores muy pequenos salvo para
dngulos cercanos a 6 = 7/2, que define el plano de la
orbita. Asimismo, es facil ver que la funcién de onda estd



localizada para valores de la distancia r que son tales que
el valor medio de dicha distancia es (r) = n?Rp. Esto
puede verse calculando explicitamente este valor medio
pero también apelando a argumentos mas intuitivos basa-
dos en las reglas de cuantizacion de Bohr Sommerfeld. En
efecto, para estos estados podemos pensar que el electrén
en el atomo esta descripto por una onda estacionaria de
longitud de onda de de Broglie (Agqp = fi/p) que es tal que
se cumple la condicién de cuantizacién que impone que en
una Orbita cerrada entre un ntimero enteros de longitudes
de onda. Es decir, debe cumplirse que 27r = nAgp). La
dependencia del radio de la érbita con el niimero cuantico
principal, n, surge de notar que el momento p es tal que
p?/2m ~ Ey/n? y de reemplazar en la expresién que nos
dice que r = nh/27p. En consecuencia, se obtiene que
r = n?h/2n(FEy2m)"/? = nrp.

En los experimentos que analizaremos se preparan es-
tados que son combinaciones lineales de estados de Ryd-
berg con valores de n = 49 y n = 50. La funcién de onda
de un estado de este tipo, |¢) = (|e) +g))/V2, es tal que
(a menos de una constante de normalizacién)

o(r,0,0,t) = sin®? ei49¢(—49:3
r )50
507‘3

)49 e*ﬁe—wgt/h

+ Sin50 615045( Q_We_lEet/h

Esta expresién puede simplificarse evaluando la funcién
de onda en el plano § = 7/2 y para valores de r en los
cuales los dos términos de la ecuacién son iguales (que
son del orden de n?rg). En ese caso, es simple analizar
la dependencia de la ¢(r,0,¢,t) como funcién de ¢ y
del tiempo. En efecto, definiendo la frecuencia de Bohr
wa = (E. — E,)/h ~ Ey/n?, resulta que

(¢ — wat)

O(r. 5.6.1) o cos -

Esto tiene una interpretacién simple: el estado ¢, super-
posicién de |g) v |e) describe a un dtomo planetario en
el que el electron esta localizado en su érbita y que gira
alrededor del nucleo con una frecuencia w4. Es evidente
que en este estado el valor medio del momento dipolar
eléctrico es no nulo y con un valor cercano a dy = ergn?.
El valor medio del momento dipolar es nulo en los esta-
dos |e) y |g) pero este operador tiene elementos de matriz
no nulos entre los estados |e) y |g), tal como describimos
mas abajo.

Pero antes, conviene notar que los estados de Ryd-
berg (y sus superposiciones) son muy estables, lo que
también puede entenderse cualitativamente apelando a
argumentos semicldsicos basados en la cuantizacion alla
Bohr Sommerfeld: Al decaer del nivel n al n—1 el dtomo
emite una energia iwy = (E,, — E,,—1)/h. Para n grande
ambos estados estdn cerca del nivel de ionizaciéon y en-
tonces la diferencia de energias es muy pequena: como
E, = —Ey/n? entonces wy ,,—1 x 1/n3. El tiempo de
decaimiento 7,, del nivel n al n — 1 puede estimarse cal-
culando la potencia disipada en esta transicién. Esta
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potencia pot,, es aproximadamente igual a la diferen-
cia de energias dividido el tiempo de vida medio, es
decir: pot, = hwnpn—1/Tn. Asimismo, para una carga
en movimiento circular la potencia emitida es propor-
cional a la aceleracién al cuadrado. Entonces tenemos
poty, & hwp p—1/Tn X (w%m_lrn)Q en consecuencia, la de-
pendencia de 7, con el nimero cuantico principal surge
de la expresion

7, o el n x n®
n — .
(W2rp)?2 ~ n—12p4

C. Atomos de Rydberg en zonas de Ramsey

La diferencia de energfa entre los estados |e) y |g) es tal
que la frecuencia de Bohr asociada esté en el rango de las
micro-ondas (tipicamente, para el Rb, es wqg = 51Ghz).
Una vez preparados los dtomos en el estado |g) podremos
preparar superposiciénes arbitrarias de este estado y el
estado |e). Para ello apelaremos a un recurso que ya
hemos visto: Irradiaremos el &tomo con un campo de ra-
dio frecuencias que resuene con la transicién entre |g) y
le). Esta interaccién tiene lugar cuando el dtomo pasa
entre dos placas que estan conectadas a un generador
de RF apropiadamente elegido. Controlando el tiempo
de interaccién y la intensidad del campo podemos lo-
grar preparar estados arbitrarios. Conviene repasar este
fendémeno y generalizar ligeramente el tratamiento que
realizamos anteriormente para estudiar las oscilaciones
de Rabi.

En la zona de Ramsey el dtomo interactia con un
campo clasico. La interaccion esta descripta por el sigu-
iente Hamiltoniano:

fw
Hr = ==

donde ¢ es una fase arbitraria. Pasando a la repre-
sentacién de interaccion (con Hy = fiwa(le){(e|—|g){g])/2)
se obtiene que

(le){el—19) () +R2le) (gl +1g) (e]) cos(w,t+).

Hy = iy coswnt + 0)([e){g| 4" + |g) ele"2")

Si hacemos la ”aproximacién de onda rotante” reteniendo
los términos que dependen mas lentamente del tiempo
obtenemos

Hy = nQ(Je)(g| e @amn)t 71 4 |g) (efe (amwn)itio),

Para el caso resonante tenemos

. QO o .
Hy = hy(le){gl €7 + lg)(ele™).
Este Hamiltoniano puede escribirse en términos de las
matrices de Pauli o, = |e)(g| + |g)(e] y oy = —ile)(g| +
ilg)(e|]. En efecto, obtenemos que

H; = h%(cosaﬁ oz +sing ay).



Como vemos, el Hamiltoniano en la representacién de
interaccion es una combinacion lineal de operadores de
Pauli. Por lo tanto, la evolucion temporal es una rotacion
y el operador de evolucién temporal es:

U(t) = cos)(Qt/2) 1 — isin(Qt/2)7 - &.

Donde 7i = cos ¢€,, + sin ¢€,, define la direccién del eje de
rotacion.

En definitiva, lo importante es recordar que en las
zonas de Ramsey el estado del 4tomo cambia tal como lo
hace un spin en un campo magnético. O sea, se inducen
oscilaciones coherentes entre |e) y |g). De este modo,
preparando el estado inicial |g) podemos obtener, luego
de un tiempo apropiadamente elegido, una combinacién
lineal arbitraria entre este estado y el estado |e).

Para los atomos de Rydberg, los estados superposicion
obtenidos por esta via tienen propiedades muy especiales.
Obviamente, no son estados estacionarios y por consigu-
iente su funcién de onda cambia con el tiempo. En efecto,
en un dado instante, las funciones de onda de estos es-
tados estan concentradas en circunferencias que tienen
aproximadamente el mismo radio pero no tienen igual
numero de nodos (ya que para un estado hay 49 nodos
y para el otro hay 50). En consecuencia, el estado que
es superposicién de |g) y |e) tiene una funcién de onda
que estd concentrada en una de las regiones de la érbita
y que al evolucionar rota alrededor de dicha circunferen-
cia. En definitiva, estos estados son estados planetarios:
el electréon se mueve en una orbita tal como lo hace un
planeta alrededor del sol. Por lo tanto, estos dtomos
tienen un momento dipolar enorme, que rota con la fre-
cuencia de Bohr (que, como dijimos estd en el rango de
las radiofrecuencias). Debido al enorme momento dipo-
lar, cuando estos dtomos ingresan a la cavidad descripta
mas abajo interactian muy fuertemente con el campo
cuantico almacenada en ella.

Por lo tanto si preparamos un estado que es super-
posicién de |e) y |g) tendremos interferencia constructiva
en una region de la circunsferencia e interferencia de-
structiva en la opuesta. Un estado de este tipo se acopla
muy fuertemente al campo electrico ya que tiene un mo-
mento dipolar enorme: El electréon estd localizado en una
regién de la érbita circular y gira con una velocidad an-
gular (que tiene que ver con la diferencia de energia entre
los estados |€) y |g) que, como digimos, estd en el rango de
las micro ondas). En efecto, la componente relevante del
operador momento dipolar eléctrico puede aproximarse
como

d = doea(|e) (9] + g) {el)

donde dy x eRp n? siendo Rp el radio de Bohr y n el
nimero cuantico principal que, como digimos, es cercano
a n =~ 50. Denotaremos como w4 a la frecuencia de Bohr
entre los niveles del dtomo: E, — E; = hwy4. Asimismo,
usaremos la notacién o_ = |g){e| y o, = |e){e] — |g)(g]-
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D. Fotones en cavidades

) Consideraremos fotones atrapados en una cavidad
que resuena en el rango de las microondas (y que, por
lo tanto, puede ponerse en resonancia con la transicién
del dtomo). La frecuencia de resonancia de la cavidad
puede modificarse ligéramente modificando su tamano
(son cavidades de alrededor de algunos centimetros de
didmetro). La relacién entre la frecuencia del dtomo y
la de la cavidad también puede modificarse aplicando
campos eléctricos estaticos que producen leves corrim-
ientos en los niveles del atomo debido al efecto Stark.
Ademsds de estas cavidades ”grandes” (que son fabricadas
con espejos superconductores) existen cavidades que re-
suenan en el rango 6ptico. Estas cavidades son mucho
mas pequenas y el tiempo de vida medio del fotén en el-
las es mucho mas corto que en el caso de las microondas.
La ventaja que tienen frente a las cavidades de Haroche
es que, como el volumen de interaccién es mucho menor,
se pueden alcanzar regimenes de muy alto acoplamiento.
En este capitulo nos limitaremos a analizar experimen-
tos con cavidades superconductoras. El tiempo de vida
medio de las excitaciones del campo puede ser muy largo.
En los experimentos de Haroche el factor de calidad de
la cavidad es @ > 10'2 por lo cual un fotén puede vivir
en la cavidad sin ser absorbido por algunas décimas de
segundo (tiempo suficiente para que la luz recorra una
distancia igual a la circunferencia completa de la tierra).

E. Estados del campo en la cavidad

El campo electromagnético en la cavidad estd descripto
por un estado cuantico. A tiempos muy largos la cavidad
pierde toda su energia y el estado asintético es el vacio
(va que las paredes de la cavidad estdn a temperaturas
muy bajas, mucho menores que la energia de un fotén).
A partir de este estado resulta sencillo preparar un es-
tado coherente del campo en la cavidad. En efecto, la
cavidad es capaz de almacenar un tinico modo del campo
electromagnético. Si conectamos la cavidad a una fuente
de radiofrecuencias entonces a partir del estado |0) se
puede preparar un estado coherente |«(t)), donde «(t)
depende del tiempo de interaccion, de la frecuencia de
la cavidad y las radiofrecuencias inyectadas y de la in-
tensidad de dicho campo. El mecanismo por el cual esto
sucede fue analizado en el capitulo referido al oscilador
armoénico (Cémo preparar un estado coherente?).

F. El esquema de un experimento tipico

Un experimento tipico combina todos los ingredientes
que vimos hasta ahora: El dtomo es preparado en el es-
tado |g) (n = 49, I = m = 49) y luego es filtrado en
velocidades. El haz de atomos incide en la cavidad res-
onante pero antes pasa por una zona de Ramsey en la
cual puede prepararse el a&tomo en un estado arbitrario



(que es superposicién de |g) y |e)). En la cavidad in-
teractia con el campo de una manera que describiremos
mas abajo. A la salida de la cavidad pasa por otra zona
de Ramsey en la cual puede ejecutarse una rotacién arbi-
traria del estado interno. Finalmente el detector registra
si el estado del dtomo es |e). Teniendo en cuenta que
el detector estd precedido por una zona de Ramsey, el
efecto combinado de estos dos dispositivos es equivalente
a un detector que registre si el estado del dtomo es algin
estado que podemos elegir arbitrariamente.

El diagrama experimental se describe es-
quematicamente en la figura. Podemos imaginar
dispositivos mas complejos, con varios haces de atomos
y varias cavidades. Es posible imaginar experimentos de
este tipo. La gran diferencia entre estos experimentos
imaginarios y los descriptos en esta seccion es que estos
dltimos no son imaginarios sino reales. Todos los experi-
mentos reales han sido realizados, hasta el momento, con
dispositivos como el de la figura (pero dispositivos mas
cmplejos, con dos cavidades y varios haces de atomos,
estédn siendo preparados en la actualidad).

T

Ly

FIG. 14 El dispositivo tipico en un experimento en CQED.
Los 4tomos son preparados en estados de Rydberg. Luego
atraviezan una region R1 (primera zona de Ramsey), luego
atraviezan la cavidad en la que interactiian con el campo, fi-
nalmente ingresan en una nueva zona de Ramsey R2 y son
detectados en dispositivos que inducen una ionizacién selec-
tiva (o sea, detectan si el dtomo estd en el estado |e) o en

lg)-

G. Interaccién entre un atomo y el campo
electromagnético

Teniendo en cuenta que los dtomos de Rydberg plan-
etarios tienen un momento dipolar muy grande, la prin-
cipal fuente de interaccién entre el dtomo y el campo es
de tipo dipolar eléctrica. En efecto, la interaccién dipo-
lar entre el &tomo y el campo electrico se describe con el
Hamiltoniano H;,; = —p - E(0) (donde suponemos que
el 4tomo y el campo interactiian muy cerca de la region
vecina a ¥ = 0). Tal como lo vimos anteriormente, el
campo eléctrico es E(0) = —i8, Ey(a — a'), donde at
y a son operadores de creaciéon y destruccién de fotones
(aqui suponemos que la cavidad estd orientada a lo largo
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del eje z, con paredes en z = 0y z = L). La ampli-
tud del campo eléctrico en el vacio es Ey = /hiw/2¢yV .
Como dijimos mas arriba, el operador momento dipolar
eléctrioo del dtomo tiene elementos de matriz no nulos
entre los estados |g) y |e), es decir,

dy = do(|e){g| +19)(e])-

Entonces el hamiltoniano de interaccién pued escribirse
como

Hipy = —ihy(o- + 01 )(a —a),

donde Ay = dgEy. En otras palabras, v es una fre-
cuencia caracteristica que aparece en el problema y que
estd definida como v = dpy/w/hegV (recordemos que
do = eRpn?).

En conclusién, el modelo simplificado de un atomo de
dos niveles en interacciéon con un modo del campo electro-
magnético atrapado en una cavidad se describe mediante
el siguiente Hamiltoniano

Hy = Hy+He+ Hipy
His+He = hWAUz+ﬁW0(aTa+l/2)
Hipy = —ihy(o- +oy)(a—al).

H. La aproximacién y el modelo de Jaynes Cummings.

Para resolver este problema es conveniente realizar una
aproximacién cuya naturaleza se comprende si traba-
jar en la representaciéon de interaccién tomando Hy =
Hs + He (luego volveremos a la representacién de
Schroedinger). Haciendo esto (y denotando Hiy =
Ug H;,:Uy) obtenemos que
f{int = _ih'Y(U— eiiwAt +0+ 6+iwAt)

—iwot iwct)

x (ae al e
Como vemos, en este Hamiltoniano aparecen términos
que oscilan con frecuencias (wg £ w4). Los términos que
dominan la evolucién del sistema son siempre aquellos
que varfen mas lentamente en el tiempo (en efecto, es-
tos términos son los tinicos que aparecen si calculamos
un Hamiltoniano promediado en el tiempo durante una
escala que es larga para los tiempos rapidamente os-
cilantes pero corta para los que oscilan lentamente). Es-
tos términos son aquellos en los que aparece la diferencia
entre ambas frecuencias. Definiremos la desintonia entre
el atomo y la cavidad como

AZLUA—Wc.

Despreciaremos la contribucién de los términos que os-
cilan répidamente (esta se conoce como la ” aproximacién
de la onda rotante”, RWA). En ese caso el Hamiltoniano
en la representacién de interaccién (en la representacion
de interaccién) resulta ser

[ At

Hipy = —iliy(oy a € temiAt,

—0_ Q



Si volvemos a la representacién de Schroedinger vemos
que este Hamiltoniano se origina en el siguiente Hamil-
toniano de interaccién

Hine ~ Hyo = —ilry(aoy —alo_).

Este Hamiltoniano define el model que usaremos en
este capitulo para describir la interaccién entre el dtomo
de dos niveles y los fotones de la cavidad. Su inter-
pretacién es sencilla: contiene un término que induce
la destruccién de un fotén y la excitacién del atomo (el
término que contiene el producto a ® o) y otro término
que induce la creaciéon de un fotén a expensas de la en-
ergia del d&tomo (el término proporcional a af ® o). Es
decir, el Hamiltoniano a resolver es

Hr = Ha+He + Hjyc
Hy+ He = hwao, + hwe(ata +1/2)
Hjc

—ihy(oy a—o_ ab)

El modelo de Jaynes Cummings es suficientemente sen-
cillo como para admitir una solucién exacta pero describe
un fisica muy rica y es aplicable a situaciones realistas de
interés experimental.

l. Solucién del modelo de Jaynes Cummings

La solucién de este modelo es sencilla y puede hacerse
en forma exacta. Para eso conviene escribir el Hamilto-
niano Hren la base del autoestados de Hy = Hs + He.
Esta base es

B ={lg) ®[n),le) @n), n >0},

(los estados |n) son estados con n fotones, o sea, cumplen
que N|n) = ala|n) = n|n)). Por simplicidad omitiremos
el simbolo del producto tensorial ®: y denotaremos a
esta base como B = {|g,n), |e,n) n > 0}.

La solucién puede hacerse siguiendo los siguientes pa-
S0S:

1. Estado fundamental: En primer lugar, es facil iden-
tificar cual es el estado fundamental de Hy. En
efecto, H ;¢ es tal que

Hjclg,0) =0,

(lo cual se deduce usando que al0) =0y o_|g) =
0). En consecuencia, |g,0) es el estado fundamen-
tal de Hp ya que es autoestado de Hy y también
de Hjc. El autovalor asociado a |g,0) es obvia-
mente el mismo que el autovalor para Hy, es decir:
Hrlg,0) = E©)|g,0) con

EQ,O == —7

(recordemos que A es la desintonia : A = w4 —we.

H,—n ((n + Dwe + A/2
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2. Subespacios invariantes. El resto de los vectores

de la base B son autoestados de Hy pero no son
autoestados de Hj¢. Sin embargo, es facil ver que
H ;¢ es diagonal por bloques de 2 x 2 en la base B.
Para ver esto, podemos considerar los subconjuntos
de B formados por los vectores

Bn = {|€,TL>7 ‘gvn + 1>}7

para cada n > 0.

Evidentemente la base B es la unién del estado fun-
damental |g,0) y de todos los conjuntos B,,. Es ficil
ver que Hjc no mezcla los subespacios generados
por cada uno de los conjuntos B,. Es decir, es-
tos subespacios son subespacios invariantes frente
a la dinamica del sistema: un estado que sea com-
binacién lineal de los vectores de la base B,, evolu-
cionard en otro que también sea combinacion lineal
de esos vectores.

Para ver que los subespacios generados por los vec-
tores de B,, son invariantes basta con notar que al
aplicar el Hamiltoniano H j¢ al vector |e, n) obten-
emos una vector proporcional a |g,n + 1) (y vicev-
ersa). De esto surge que los espacios generados por
B,, no estdn conectados entre si. Los elementos de
la matriz de H jo en cada uno de esos subespacios
son:

—iyvn +1 )
ivvn+1 n+1Dwec—A/2)"°

Para demostrar esta tultima identidad hay que usar
que los operadores de creacién y destruccién satis-

facen aln) = /nn — 1) y af|n) = vn + 1|n + 1).

. Los estados excitados. La diagonalizacién de las

matrices de Hp restringida al subespacio B,, es muy
sencilla. Para hacerlo no es necesario hacer ninguna
cuenta sino utilizar los conocimientos que adquiri-
mos hasta ahora: H,, es una matriz de 2 X 2 que se
puede escribir como combinacién lineal de la iden-
tidad 1l y de las matrices de Pauli. En efecto:

hA
H, = (n+ 1hwcl + 0= +yvn+1loy,.

= an]l+5n'&a

donde definimos la constante a,, y el vector l;n
€omo

- A
b, = 5€z+’y\/n+1€y.
ap, = (n+ Dwe

Es inmediato probar que los autovalores del oper-
ador H,, y los proyectores asociados a dichos au-
tovalores son

B+ = an=+|by

1 b
4+ 2( 7 )



Esto surge de los visto sobre autovalores y autovec-
tores de operadores que se escriben como combi-
nacién lineal de matrices de Pauli y surge del he-
cho de que (b- )2 = |b]?, De manera mas explicita,
podemos escribir

A2
R(n+1we £ h - Y2 (n+1),

Pos = p(I% : (Soe + 3/ Toy)

&2 4 42(n+1)

Analizaremos en lo que sigue dos casos limites rele-
vantes: a) el caso resonante A = 0y b) el caso muy fuera
de la resonancia A > g.

J. Interaccién resonante entre el atomo y la cavidad
En el caso resonante el atomo y la cavidad tienen la

misma frecuencia (o sea A = 0). En ese caso los autoval-
ores y autovectores son

E,r = hn+Dwec £yvVn+1,
1
Prx = §<ﬂi0y)

En consecuencia, los autoestados del H,, son autoestados
de oy, que pueden escribirse como:

L
V2

De lo que acabamos de hacer surge, de manera trivial,
un resultado notable: Si el sistema es preparado inicial-
mente en alguno de los dos vectores de 5, la evolucién
temporal es tal que a tiempos posteriores el estado es una
superposicién coherente del siguiente tipo:

|¢ns) = —=(le,n) £ilg,n+1)).
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el tiempo de interacciéon podemos lograr que el sistema
evolucione de manera muy diferente. Algunos ejemplos
particularmente relevantes son los denominados ” pulsos—
5" (que corresponde al caso en el que Q,t = 7/4) y el
"pulso—7” (que se obtiene para Q,t = 7/2). Podemos
definir el "pulso-27” (obtenido cuando Q,t = =, pero
este resulta trivial, como vemos mas abajo). Los oper-
adores de evolucién para cada uno de estos ”pulsos” (que
no son otra cosa que acciones fisicas que ejecutamos sobre
el sistema, y que implementamos controlando el tiempo
de intereraccion que se modifica cambiando la velocidad
de los 4tomos) son estd definido por el siguiente operador
de evolucién temporal:

m 1 _jamivee (1 —1
Un(i) = ﬁe On (1 1 )7

_ _joplntbec (0 —1
()

Un(27) = e {01 _OJ

Caba acotar que la notacién estd inspirada en el hecho
de que el operador U, (¢) rota el vector que representa al
estado en la esfera de Bloch en un angulo ¢. En lo que
sigue, omitiremos la fase que aparece frente a los oper-
adores que definen a estos tres pulsos y nos referiremos
a ellos com o "pulso-5”, "pulso-7”, etc.

Es interesante notar que si preparamos el estado
le,n) luego de un cierto tiempo obtendremos el estado
lg,n+ 1) en el cual el dtomo a "decaido” al nivel fun-
damental emitiendo un fotén. Sin embargo, este de-
caimiento es totalmente reversible. En efecto, la pres-
encia de la cavidad hace que este fotén no pueda escapar
e interactie nuevemente con el dtomo. En este proces,
la evolucién se revierte y la energia es reabsorbida por el
atomo: después de un cierto tiempo, el estado del con-
junto volverd a ser |e,n). Las oscilaciones son andlogas

—idn (e

le,n) — e it wet ( cos Qutle,n) + sin Qy,tlg,n + 1>) a las oscilaciones de Rabi y tienen importantes implican-
lg,n+1) — efi(n+1)wct( — sin Qytle, n) + cos Qutlg, n + 1>):ias fisicas que seran estudiadas en ejercicios posteriores.
) ) ) *

La frecuencia de la oscilacion coherente es €2,, = yv/n +1
(notar que esta frecuencia depende del niimero de fotones
por via del factor v/n + 1 (en las dos expresiones ante-
riores omitimos una fase global). Conviene escribir, a
partir de las ecuaciones anteriores, la forma general del
operador de evolucién temporal. Dado que el Hamiltoni-
ano H,, genera una rotacién alrededor del eje €y, entonces
el operador de evolucidon restringido al subespacio gener-
ado por la base B, es

U,(Q,t) = e~ ntwet ( cos),t I —io, sin Qnt)
_ —i(ntDwet [€osQpt —sinQ,t
Un(nt) = e (sin Q,t cosQ,t /-

Este operador depende del producto €2,t. Para distin-
tos valores de este producto, el efecto de la interaccion
es drasticamente distinto. Es por eso que controlando

K. Interaccion no resonante entre el atomo y la cavidad

Cuando la desintonia entre el atomo y la cavidad
es grande, o sea cuando |A| > g¢. En este caso,
usar la expresién anterior para la energia reemplazando

ATQ +92n+1) =~ (1 +2(n+ 1)1—22). Entonces, los
autovalores de H,, son

A 72
Si la desintonia es positiva (A = wy — we > 0) en-
tonces E, y > E, _ y los estados |n,+) coinciden re-
spectivamente con los autoestados de Hy: |n,+) = |e, n)
y |n,=) = |g,n+1). En ese caso, las energfas de estos



estados son

1 wa 72

FE = — — HA—
ot (n+2)ﬁwc+ﬁ2 +(n+ )hA
3 wA 72

E,_ = — — h— — HA—
. (n+ 2)77wc h 5 (n+ )hA

En cambio, si la desintonia es negativa el orden de las
energias se invierte ya que F, _ > FE,  y el estado de
mayor energia es |g,n + 1) en lugar de |e,n). En ese caso

- 3 WA 2
E,r = (n+ 2)hwc I 5 (nJrl)h‘A‘
Bue = (4 Shwe + 14 1 (4 1)p L

. 2/7°C Ty Al

(92)

La dependencia general de la energia en funcién de la
desintonia puede verse en la figura en la que también se
incluyen los autoestados en los casos limites.

Ay

A

E.,=(n+1/2)hw, igﬁ/aﬁ +Q*(n+1)

FIG. 15 Los niveles de energia del Hamiltoniano de Jaynes
Cummings en funcién de la desintonia. En el caso reso-
nante los autoestados son combinaciones lineales de |e,n) y
|g,n + 1) mientras que en el caso de alta desintonfa los au-
toestados son estos dos vectores (dependiendo del signa de la
desintonfa, uno u otro puede ser el de mas baja energfa).

Es importante notar que en este limite, la interaccién
entre el 4tomo y el campo no modifica los autoestados del
Hamiltoniano (que siguen siendo aproximadamente los
autoestados de Hy). El efecto no—trivial de la interaccién
es cambiar la energia de estos estados. El cambio en
la energia es no trivial ya que depende del ntimero de
fotones y del estado del 4tomo. Para A > 0 para cada
uno de los estados |e,n) y |g,n + 1) podemos calcular la
diferencia entre el autovalor de Hr y el autovalor de Hy.
Este es el cambio en la energia de los estados debido a
la interaccién con el campo. A partir de las expresiones
anteriores es facil ver que

2
AE,, = E,—E" :h%(n—kl)

, n

2
= E*,nfl - Eé?’r)L = _hlnv

AE,, -
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La ultima expresién muestra que para n = 0 la enrgia del
estado fundamental |g,0) no cambia (o sea, AE, o = 0).

L. El corrimiento de Lamb y el desfasaje inducido por cada
foton

De este resultado observamos un fenémeno bsstante
notable: En ausencia de fotones, la energia del estado
excitado del atomo cambia: O sea, la energia del estado
le, 0) no es el autovalor de Hy. El vacio electromagnético
produce un cambio en la energfa del nivel |e). En efecto,
para n = 0 vemos que el corrimiento de la energia del
estado |e) es

7

AFE. o =
e,0 h A

Este cambio de energia debido a la interacciéon del atomo
con el campo en el estado de vacio se denomina corrim-
iento de Lamb.

Por otra parte, vemos que en presencia de n fotones, los
estados |e) y |g) se desfasan a un ritmo que es igual a £ =
292 /A por cada fotén presente en la cavidad. En efecto,
& es el corrimiento de fase por fotén. Este resultado es
muy importante desde el punto de vista fisico y tiene
una gran cantidad de aplicaciones que analizaremos en
los siguientes ejercicios.

Para resumir en el caso no resonante (que también se
denomina, el caso de interaccién dispersiva), podemos
escribir la evolucién de los vectores de la base B,, como

B

i te,n) e
B0, 2
lg,n) — e TE g n) TR

‘6, n) et —i%(n—!—l)t

(93)

Podemos reescribir esto de una manera diferente, ab-
sorbiendo el corrimiento Lamb en un nuevg Hamiltoniano
H{ que estéd definido como Hj = Hy + hle)(e|. En este
caso, las expresiones anteriores se reducen a

,'Eé(«%)t ,'ﬁ t

le,n) — e *7h "le,n) et E"
7(0)

_iEgh""t|g,n> e+i§nt_

lg,n) — e
(94)

A partir de estas expresiones, resulta evidente que si
pasamos a una representacién de interaccién con el
Hamiltoniano libre H{, (es decir, si definimos los estados

|¢) = exp(iH)t/h)|¢)) los estados en esa representacion
evolucionan como
~ ~ N2
le,n) — le,n) e”iE"
- ~ 2
lg,n) = lg,n) eI

(95)



O sea, la interaccion con el campo, introduce un desfasaje
entre los estados |e,n) y |g,n) que es igual a 2¢2/A por
cada foton presente en la cavidad. En este caso, el op-
erador de evolucién en la base formada por los vectores

{19,0), le,0),]g. 1), ]e, 1)} es

10 0 0
01 O 0
UNR(¢) = 00 ¢ 0 ,
00 0 e
2
6 = Xt

En la representacién de Schroedinger, la evolucién del
sistema formado por el 4&tomo y el campo puede obtenerse
combinando tres operaciones: dos operaciones ”locales”
que afectan al dtomo y al campo por separado y una
interacciéon que esta descripta por el operador Uyg. Es
decir:

U(t) = (Uoa ® 1c) x (14 ® Up,c) ® Unr
donde Uy a = exp(—iHjt/h) y Up,c = exp(—iwct(n +

1/2)).

M. Evidencia directa de la cuantizacién del campo
electromagnético

La primera evidencia directa de la cuantizacién del
campo electromagnético (la existencia de estados de Fock
con un numero entero de fotones) fue obtenida en un
experimento notable de Serge Haroche y sus colabo-
radores (ver Phys. Rev. Lett. (1996) y Physics To-
day (1997)). El experimento puede describirse y com-
prenderse utilizando los elementos que vimos hasta aqui
. Consideramos un atomo de dos niveles que inicialmente
es preparado en el estado ¢ 4(0)) = |e) (este estado puede
prepararse a partir del estado |g) aplicando un pulso
apropiado en la zona de Ramsey R;). Por su parte, el
estado inicial del campo en la cavidad es un estado co-
herente |a) (que puede prepararse a partir del estado de
vacio |0) aplicando un campo de radio frecuencias en la
cavidad, tal como se describe mas arriba). En conse-
cuencia el estado del sistema compuesto por el atomo y
el campo es

[Yac(0)) = le) ® |a)

El d4tomo atraviesa la cavidad en la que estd almace-
nado el campo. El atomo y la cavidad estan en resonan-
cia (0 sea A = wy —we = 0). El tiempo de transito del
atomo en la cavidad (que denotaremos como t) puede ser
controlado variando la velocidad del haz de atomos. En
lo que sigue veremos que midiendo el estado del dtomo
a la salida podemos obtener una senal clara de la es-
tadistica de los fotones dentro de la cavidad y demostrar
que dicha estadistica corresponde a la distribucién de
Poisson que caracteriza univocamente a los estados co-
herentes. Analizaremos esta situacién en las siguientes
etapas:
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1. Primero calcularemos el estado del sistema formado

por el atomo y el campo después de un tiempo de
interaccion t. En el instante inicial, el estado del
atomo y el campo es |[¥4c(0)) = |e)a ® |a)c. Te-
niendo en cuenta que

Este estado puede reescribirse como

Wac(0) =5 Y j—%\e,m-

Como vimos mas arriba, un estado inicial |e,n)
evoluciona en una combinacién lineal de los esta-
dos |e,n) y |g,n+ 1). La frecuencia de dicha os-
cilacién es Q, = yv/n + 1. Por lo tanto, el estado
del sistema compuesto resulta ser

Wac(t) = e Y Tfeos(it)lesn)

o Vn!
+ sin(Qut)|g,n + 1)).

Por lo tanto, el campo y el 4tomo estdn en un es-
tado entrelazado. :

. Calculemos ahora la probabilidad de detectar al

atomo en el estado |e) (esta medicién se realiza
en el detector que ioniza selectivamente al atomo
y que produce una senal sélo si el &tomo esta en el
estado |e)).

Para obtener la probabilidad de detectar al &tomo
en el estado |e) debemos calcular el valor medio del
proyector P, = |e){e| ® 1 en el estado del conjunto
atomo—campo. Esto es:

Prob(le),t) = el Z %cas%ﬂnt)‘ (96)

n>0

Esta probabilidad depende de « y del tiempo de
interacciéon. En particular, para o = 0 el 1nico
término que contribuye en la sumatoria es el n = 0.
En efecto, en ese caso tenemos que la probabilidad
oscila con una frecuencia q:

Prob(|e), t)|a—o = cos?(Qot).

Estas oscilaciones son inducidas por la interaccion
entre el &tomo y el vacio electromagnético y se de-
nominan ”oscilaciones de Rabi de vacio”. Fueron
observadas por primera vez en 1996. Para otros
valores de « la probabilidad de deteccion del atomo
en el estado |e) nos brinda una gran informacién.
En efecto, cada autovalor del operador ntimero en
la cavidad contribuye con un término que depende
del tiempo con una frecuencia caracteristica €2, que
depende de n por via de la relacién Q,, = vv/n + 1.



Para revelar estas contribuciones debemos medir
la probabilidad para distintos tiempo y luego cal-
cular la transformada de Fourier de esta senal.
De este modo obtenemos directamente la funcion
pr(a) definida como aquella tal que Prob(le),t) =
3,50 Pnlalpha) cos?(2,t). Una vez medida esta
funcién, podemos ver cual es el valor de a que mejor
ajusta la funcién medida con la que se parametriza
de la siguiente manera p,(a) = exp(—|a|?)|a|?"/n!
(la distribucién de Poisson). Es interesante graficar
esta funcién para distintos valores de « (razonable-
mente chicos) y compararlos con el resultado exper-
imental reportado en el paper de Brune et al (PRL
1996). Los resultados experimentales se muestran
en la figura que sigue:
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FIG. 16 La probabilidad de detectar al 4tomo en el estado
le) luego deun tiempo t a partir de un estado coherente en
la cavidad. El atomo y la cavidad estdn en resonancia. La
probabilidad medida revela directamente la probabilidad de
medir n fotones en un estado coherente. Todos los resulta-
dos pueden ser fiteadon por la distribucién de Poisson con un
unico pardmetro libre (o). En la figura las distintas filas cor-
responden a distintos valores de o que van desde o = 0 (fila
superior) hasta a = 1.7 (fila inferior).

N. Cémo entrelazar dos atomos distantes?

Consideremos dos atomos A; y As. Veremos que us-
ando los dispositivos descriptos mas arriba es posible
preparar el siguiente estado entrelazado entre los dos
atomos:

(6a1,40) = \%uel,ga ~ v ez)).

Para hacerlo usaremos un haz de dos atomos que no in-
teractian directamente entre si. Ademads usaremos una
cavidad ideal que resuena con ambos atomos. Los dtomos
atraviesan la cavidad de a uno e interactian con el campo
electromagético almacenado en la misma cavidad.
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Supondremos que el estado del campo electro-
magnético dentro de la cavidad es inicialmente el vacio:
|¥(0)) = |0). En primer lugar preparamos al primer
atomo en un estado |¥1(0)) = |ey) (tal como explicamos
mas arriba, podemos preparar este estado a partir de
|g) usando una zona de Ramsey con el campo apropi-
adamente elegido). Este dtomo pasa por la cavidad du-
rante un tiempo tal que la interaccién genera un oper-
ador de evolucién U, (7/2) (un pulso—m/2). Teniendo en
cuenta que el estado del campo es el vacio, el operador
de evolucién es Uy (%) definido mas arriba. Al finalizar la
interaccion el estado del sistema formado por el primer
atomo y la cavidad es:

W4, ) = %ﬂel,m +lg1,1)).

Una vez producido este estado, se hace incidir al segundo
atomo en la cavidad. Este dtomo se prepara en el estado
lg2). En ese caso se elige el tiempo de interaccién tal que
el operador de evolucién temporal es Up(w) (un pulsor).
En ese caso el estado del conjunto formado por los dos
atomos y la cavidad evolucionara de la siguiente manera

1
W a,4,,0) = 192) ® ﬁ(lehw +191,1))

1
- — ,e1,0) —lea, g1,0
\@(ng 1,0) — [ea,91,0))

- \%qg%en ~ le2, 1)) @ [0)c

En este esquema, el estado final del campo en la cavidad
es el estado de vacio (o sea, el estado final del campo
es igual al estado inicial). En efecto, el tinico rol del
campo es actuar de intermediario entre los dos dtomos.
Los atomos se entrelazan pese a que no interactian di-
rectamente entre si. Su interaccién estd mediada por el
campo en la cavidad.

0. Cémo entrelazar el campo electromagnético entre dos
cavidades distantes

Este experimento, a diferencia de los anteriores, es un
experimento imaginario ya que todavia no ha sido posible
construir un dispositivo con dos cavidades que funcione
apropiadamente (manteniendo la coherencia cudntica por
un tiempo razonablemente largo). Suponiendo que ten-
emos dos cavidades a nuestra disposicién veremos como
podemos preparar un estado del campo electromagnético
que sea

1

|\I]Chc'2> = \/i

Para preparar este estado vamos a utilizar un tnico
atomo, que atraviesad las dos cavidades. Nuevamente,
no hay interacciones directas entre los fotones en am-
bas cavidades pero hay interacciones de ambos con el

(101, 12) + [11,02)).



atomo. De este modo, el atomo actia como mediador de
la interaccién entre los campos almacenados en ambas
cavidades.

Supondremos que las dos cavidades son idénticas y am-
bas resuenan con el dtomo. El estado inicial del campo
electromagnético dentro de ambas cavidades es vacio:

We,,0,) =01, 02).

En primer lugar preparamos al atomo en el estado
|[pa) = |e) (que se obtiene a partir de |g) usando la zona
de Ramsey). Luego el dtomo pasa por la primera cavi-
dad durante un tiempo tal que la interaccién entre am-
bos genera un operador de evolucién temporal Up (%) (un
pulso 7/2). Al finalizar la interaccién entre el dtomo y
la primera cavidad, el estado del sistema formado por el
atomo y las dos cavidades es:

v ! 01,0 14,0
| A,Cl,cz> = \/5(|67 1, 2> + |ga 15 2>)

Seguidamente enviamos el mismo dtomo por la segunda
cavidad de modo tal que la interaccién entre ambos es
un pulso 7, o sea, el el operador de evolucién temporal
es Up(m) definido mas arriba. El estado del sistema com-
puesto por el atomo y las dos cavidades se transforma
en:
1
Wa,chc) = ﬁ(|g’01’12> + 19,11, 02))

i | 1
— gy ® —
V2 V2
Es decir, el estado final del 4tomo es |g) lo cual implica
que el atomo entrega su energia para producir un fotén.
Pero ese fotn no estd en una cavidad o en la otra sino en
ambas a la vez. El estado es, en algiin sentido, el estado
analogo a uno en el cual la luz estda encendida ”aqui y
alla”.

) ® —=(101, 12) + |11,02)) (97)

P. Cémo transferir el estado de un dtomo a la cavidad (y
viseversa)

Supongamos que tenemos un atomo en un estado ar-
bitrario y una cavidad vacia. Es decir, el estado inicial
del sistema conjunto es

[¥ac(0)) = (ale) + Blg)) ®[0)

Es facil ver que si el atomo atraviesa la cavidad de modo
tal que la evolucién es un pulso 7, que estd descripto por
el operador Uy(7), el estado final resulta ser

[Yac(t)) = lg) ® (all) + 50)).

Es decir, esta operacion ”transfiere” el estado del dtomo
a la cavidad. El estado final del dtomo es |g) v el de la
cavidad estd definido por los coeficientes arbitrarios « y

B.
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La operacidn inversa es también obviamente vélida. Si
tenemos un estado inicial de la forma

[¥ac(0)) =1g) @ (al0) + B]1)),

entonces la aplicacién de un pulso 7 dara lugar al estado

[Wac(t) = (alg) — Ble)) @ |0).
El signo negativo en el segundo término de la ecuacién
anterior no es un problema: si en lugar de un pulso 7 apli-
camos un pulso 37 tendremos que el signo se transforma
y el estado del dtomo resulta ser alg) + Sle).

Q. Cémo detectar un fotén sin absorberlo?

Usando los ingredientes introducidos hasta ahora pode-
mos desarrollar un método novedoso para detectar fo-
tones. En efecto, las técnicas que se utilizan habitual-
mente para detectar fotones se basan en que la energia
transportada por estos es absorbida y genera una corri-
ente eléctrica (esto ocurre en un fotodetector). Pero, nat-
uralmente, el fotén desaparece al ser detectado ya que es
absorbido. Hasta el surgimiento de las técnicas descrip-
tas en este capitulo no existian métodos que permitieran
detectar la presencia de un fotén sin absorberlo. Veremos
aqui como es posible hacer esto. Este avance representa
no solamente un adelanto tecnolégico sino también un
avance conceptual.

Considere una cavidad ideal tal que el estado inicial del
campo electromagnético tiene un nimero de fotones bien
definido (por ejemplo, un tnico fotén, pero el método se
aplica a estados de n fotones). Veremos que después de
la deteccién, el estado del campo sigue teniendo el mismo
nimero de fotones.

La medicién no destructiva del nimero de fotones en
la cavidad puede realizarse utilizando un atomo de dos
niveles. El d&tomo es preparado inicialmente en un estado

%am T le)).

Este estado, como siempre, puede ser preparado a partir
del estado |g) mediante la aplicacién de un campo apropi-
adamente elegido en una zona de Ramsey. El estado del
atomo y la cavidad es

|Wa) =

1
V2

Supongamos que la desintonia entre la cavidad y el atomo
es alta (es decir, que la frecuencia del 4tomo es muy difer-
ente de la de la cavidad, A > max(jwal,|wc|)). Como
vimos, en este caso los estados |e,n) y |g, n) son autoesta-
dos del Hamiltoniano total pero tienen una fase diferente,
que depende de n de manera no trivial. Por lo tanto,
el estado completo del dtomo y la cavidad, luego de un
tiempo t es (a menos de una fase global)
|\IJA,C(t)> — L(efinAtfi(n+1)§t|e>

V2

PCA L in 2y
+ e’ %g)) @ n)

Vac) = —7=(lg) +le) @ [n).



Después de atravesar la cavidad, el 4&tomo ingresa en una
Jnueva zona de Ramsey en la cual se induce un oper-
ador de evolucién temporal (mediante la aplicaciéon de
un pulso de radiofrecuencias) que transforma los estados
atémicos |e) v |g) en (|e) £ |g))/V/2 respectivamente). |
el estado luego de esta operacién (que se hace sobre el
dtomo una vez que este sale de la cavidad) es:
-2 w 2 1
Wact)) = ¢35 (cos(Zt + (0 + 5))le)
w 2 1
+ isin(“Lt+ L+ 5)0lg)) @ In)
Por lo tanto, la probabilidad de detectar al a&tomo en el
estado |e) es
9, WA v? 1
Prob(|e),t) = cos*(—=t + —(n + 2)t). (98)
2 A 2

Entonces, midiendo esta probabilidad como funcién del
tiempo t, podemos extraer directamente la informacion
sobre el niimero de fotones n. Para hacer esto debemos
enviar atomos idénticamente preparados que atraviesan
la cavidad de a uno a la vez. En todos los casos, el nimero
de fotones dentro de la cavidad permanece constante. Por
ese motivo, este procedimiento constituye una medicién
no destructiva del nimero de fotones (que no demuele al
estado).

R. Cémo criar un gato de Schroedinger dentro de una
cavidad?

Otra de las proezas del grupo de Haroche en la Ecole
Normale Superieure de Paris fue la preparacién de es-
tados tipo ”gato de Schroedinger” del campo electro-
magnético dentro de una cavidad. Veremos como es posi-
ble hacer esto y presentaremos el método para preparar
estados de la forma

[Wear) = N(la) + o))

donde |a) y |a') son estados coherentes, que represen-
tan estados semiclasicos del campo electromagnético en
los que los valores medios de los campos son no nulos
y oscilan de acuerdo a lo establecido por las ecuaciones
de Maxwell. El procedimiento puede resumirse en los
siguientes pasos:

1. Se prepara un estado coherente |a) del campo en la
cavidad (lo cual se hace acoplando la cavidad con
una fuente de radio frecuencias cldsica). Asimismo,
se prepara un dtomo en el estado |¢p4) = (le) +
l9))/V/2, lo cual se logra aplicando un campo con-
venientemente elegido en la primera zona de Ram-
sey unibicada a la entrada de la cavidad. Es decir,
el estado inicial del sistema formado por el atomo
y el campo en la cavidad es:

W (0)) = %u@ +lg)) @ Ja)
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2. El &tomo y el campo interactian de manera disper-
siva (o sea, la desintonfa entre el 4tomo y la cavidad
es alta). En ese caso los autoestados del sistema
compuesto son |e,n) y |g,n) cuya evolucién es tal
que
le,n) — |e,n) efiwct(nJr%) efinAt e~ i0t(n+1)

g:n) — |g,n) e—iwctntd) itft g=iotn

QQ
§ = 2
A
Como consecuencia de esta interaccién, el estado
del dtomo y la cavidad en el instante ¢ es (a menos
de una fase global)
—iwcte—iét)n

—i# (e n
o i e
T g eyl

7iwct€+i6t)2
Vn!

Es decir, el estado del atomo y el campo esta en-
trelazado: el 4tomo en el estado |e) se correlaciona
con un estado coherente del campo mientras que
el d4tomo en el estado |g) se correlaciona con otro
diferente. Es decir: si definimos los estados coher-
entes

n))

as(t) = e 553 “j%?” In)

n
con

Oé:t(t) —a efiwct e:Fiét

el estado del sistema adtomo-campo resulta ser

1 —iﬂ jeat
(W) = —=(e7" 2 le) @ |as(t)) + e 2 [g) @ a_(1)))
V2
Este estado puede reescribirse de la siguiente man-
era:

L) =

Lwhyt wapt

VA1) o (e oy () + 75 o (1))

V2
+ 19219 o (1 0 @) — e 0 )

Esta iltima expresion resulta conveniente para em-
prender el ultimo paso en la preparacién del gato
de Schroedinger.

3. Se hace pasar al atomo por una segunda zona de
Ramsey en la que los estados |e) y |g) evolucionan
transformandose en (|e)£|g))/v/2 respectivamente.
Al salir de la zona de Ramsey el estado del conjunto
formado por el atomo y la cavidad es:

W) = l&) @ (e F oy (1) + e (1)

+ 19y ® (e F oy (1) — M o (1))



4. Finalmente se detecta el estado del atomo y se de-
termina si el mismo es |e) o |g). Después de esta
medicién, el estado del campo queda preparado en
una superposicién de dos estados coherentes, que
describe a un gato de Schroedinger.
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XI. CLASE 14: TELEPORTACION: CIENCIA FICCION O
FisicAa?

En este capitulo analizaremos en detalle las carac-
teristicas de uno de los procesos mas notables que per-
mite la mecédnica cuédntica: la teleportacién (o teletrans-
portacién). En su versién "médgica” este proceso es de-
scripto como uno por el cual un objeto (un ser humano)
ingresa a un laboratorio en algun lugar del espacio (Labo-
ratorio A) y tras desvanecerse se reconstruye en otro lab-
oratorio distante (Laboratorio B). Esta versién mégica
puede verse, por ejemplo, en la serie ”Star treeck”.
En apariencia, el objeto se materializa nuevamente en
B, donde aparentemente reaparece ”de la nada”. Esta
versién magica es obviamente incompatible con las leyes
de la fisica: la materia no puede aparecer de la nada. Ver-
emos que, para que haya teletransportacién en primer
lugar debe haber transporte de materia entre A y B.
Este transporte debe involucrar materia en un estado
especial: un estado entrelazado. Este es el sostén ma-
terial requerido por la teleportaciéon. Una vez que se
establece este ”canal”, formado por materia entrelazada
(distribuida entre A y B, sin que se rompa el entrelaza-
miento en el proceso de distribucién) el mismo puede
ser usado para teletransportar. En resumen: el entre-
lazamiento permite la teleportacién. El procedimiento
es simple y puede ser descripto en palabras del sigu-
iente modo (veremos el detalle del procedimiento mas
adelante): a) Se establece un canal de materia entre-
lazada, distribuida entre A y B; b) En el laboratorio
A ingresa un objeto a teleportar, que estd preparado
en un estado cudntico desconocido (obviamente hay una
sola copia del objeto, asique el estado no puede ser de-
terminado experimentalmente ya que para eso necesi-
tarfamos un gran numero de copias de objetos prepara-
dos de manera idéntica). ¢) En el laboratorio A se realiza
una medicién proyectiva que determina alguna propiedad
conjunta de la materia presente en dicho laboratorio (en
el que conviven el objeto a teleportar y la materia en-
trelazada con aquella que se encuentra en B). En el caso
de la teleportacién de un spin, es necesario distribuir un
par de spines en algin estado de Bell y luego realizar una
medicién proyectiva sobre la base de Bell de los espines
presentes en A. d) El resultado de la medicién realizada
es enviado de manera cldsica (por via de una comuni-
cacién telefénica, por ejemplo) entre A y B, e) Una vez
que B recibe la informacién sobre el resultado, r de la
medicién, realiza un aoperacion unitaria U, en su labo-
ratorio de modo tal que una vez aplicada dicha operacion,
la materia presente en ese laboratorio queda preparada
en el mismo estado cudntico en el que se encontraba el
objeto que ingresé al laboratorio A.

En sintesis, para teleportar hace falta materia entre-
lazada distribuida entre dos sitios distantes (la estacién
de partida y la de llegada). Y lo que se teleporta no es la
materia sino el estado cudntico en el que ella se encuen-
tra. Este procedimiento fue propuesto originalmente por
un quinteto de fisicos muy originales en 1993 (Bennett,
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Brassard, Josza, Peres y Wootters) y fue demostrado en
experimentos notables en varios dispositivos fisicos. A
diferencia de la versiéon mégica en la que la materia parece
aparecer de la nada, en esta versién ”fisica” de la tele-
portacién la materia estd en el laboratorio B (y en A)
antes de la llegada del objeto a teleportar. O sea, nada
se origina de la nada. El procedimiento, notablemente,
reorganiza la materia en B de modo tal que adquiere
la identidad deseada, sin que en el proceso aprendamos
nada sobre cudl es esa identidad. Uno de los creadores de
esta idea, Asher Peres, dicté una conferencia en la Uni-
versidad de California en Santa Barbara durante uno de
los workshops que mas contribuyeron al desarrollo de la
?Informacién cudntica”. Tuve la oportunidad de asistir
a esa conferencia, que estaba orientada al ptublico gen-
eral. A la hora de las preguntas, un sefior le pregunté
a Asher, provocativamente: ”Usted piensa que alguna
vez llegaremos a teleportar el alma?”. Asher Peres, que
era un hombre de un sentido del humor comparable a
su enorme inteligencia, le contesté: ”Solo teleportamos
el alma!!”. Esa metdfora captura parte de la esencia de
la teleportacion, que es un proceso en el cual la materia
pre-existente adquiere la identidad (el estado cudntico,
que sin duda es el 7alma” de la mecdnica cudntica) del
objeto deseado.

En este capitulo, describiremos en detalle como de-
berfamos proceder para teleportar un atomo entre dos
cavidades distantes. Si bien este experimento todavia
no fue hecho, la propuesta presentada en 1996 por Davi-
dovich, Haroche y otros, no solamente es realista sino
que utiliza la misma fisica que la que describimos en el
capitulo anterior.

A. La evolucién temporal representada como un circuito.
Operaciones elementales.

Introduciremos una notacién grafica que es muy con-
veniente a la hora de describir la evoluciéon temporal de
un sistema sobre el cual se ejecutan diversas acciones.
Estas acciones externas obligan al sistema a evolucionar
de una determinada manera durante un cierto tiempo.
Tipicamente estas acciones corresponden a prender o
apagar campos externos tales como aquellos que gen-
eran oscilaciones de Rabi sobre un sistema de dos nive-
les. También pueden corresponder a prender o apagar
interacciones entre dos sistemas fisicos. El ejemplo tipico
es el que vimos en el capitulo anterior: un adtomo que
atraviesa una cavidad e interactda con el campo electro-
magnético atrapado en ella. En ese caso la interaccion
solamente tiene lugar durante un cierto tiempo, que es
aquel durante el cual el atomo estd en la zona central
de la cavidad. Para todos estos sistemas es 1til pensar al
operador de evolucién como el producto (la composicién)
de operadores que corresponden a la evoluciéon durante
una etapa elemental en la cual la dindmica es de un cierto
tipo. El operador de evolucién total sera entonces el pro-
ducto de operadores elementales, durante los cuales el



sistema evoluciona de manera relativamente simple. En
estos casos es 1til representar la dindmica mediante un
circuito tal como el que aparece en la figura. En esos cir-
cuitos cada cable representa un sistema elemental, uno de
los componentes del sistema completo. Por ejemplo, para
un sistema compuesto por la coleccién de n sistemas de
espin 1/2 tendremos n cables. En el circuito el tiempo
fluye de izquierda a derecha y la evolucién se obtiene
aplicando secuencialmente los operadores que aparecen
de izquierda a derecha al estado inicial |¢;,) que figura
a la izquierda del circuito. Se tenemos k operaciones ele-
mentales Uy, ..., Uy, entonces Upr = Uy X...x Uy, y el estado
final serd |Yout) = Ur|tin)

En lo que sigue, usaremos dos operaciones ”elemen-
tales”: a) La transformacién de Hadamard Uy (o
simplemente H, que no debe confundirse con un Hamil-
toniano!) y b) La transformacién no-controlada o Uy
que describiremos mas abajo.

La transformacién de Hadamard se define como Uy =
—ioze 1% Las propiedades de las matrices de Pauli
implican que este operador es simplemente Uy = —i(o,+
0.)/v2. Es decir, que en forma matricial tenemos

- (1 1

-0 1)
Esta transormacién se puede inducir facilmente sobre un
sistema de spin 1/2 con dos pulsos sucesivos que induz-
can, respectivamente, una rotacién en 7/2 alrededor del
eje €, y luego otra en 7 alrededor del eje €,. Para el
caso de un atomo que atraviesa una zona de Ramsey este
procedimiento es andlogo al anterior. En consecuencia,
la operacién Ugy es una operacion fisicamente realizable
de manera sencilla.

La siguiente operacién que usaremos es Ucy que es
un operador unitario definido mediante la siguiente tabla
(definicién por extension):

Ucn|0,0) = |0,0)
Ucn|1,0) = |1,1)

UCN|O, 1> = |O, 1>
Ucn|1,1) =11,0)

La accion de este operador pone en evidencia el motivo
para su nombre: El estado del segundo sistema cambia (o
es "negado” o invertido) si el primer sistema est4 en el es-
tado |1) mientras que permanece invariante si el primer
sistema (el control) estd en el estado |0). Es una op-
eracién de negacién sobre el segundo qubit (el blanco),
que esta controlada por el primer qubit. Es facil ver que
el operador Ucn no es otra cosa que

Uon = 10)(0] @ 1+ [1){1] © 0.

Un operador intimamente relacionado con este ultimo es
uno en el cual dependiendo del estado del sistema de
control, se aplica el operador (—io,) al sistema blanco.
Esto es:

Ucn: = [0)(0] @ 1L —i[1)(1] ® 0.

()

La expresiéon anterior nos muestra céomo es posible
obtener el operador Uc - a partir de un Hamiltoniano: Si
el Hamiltoniano es Hon = v[1)(1|®0, = 3(1—0.)®0,
y el tiempo de aplicacién es tal que vt = /2 entonces la
evolucién esta descripta por Ucn:.

Otra manera de obtener una compuerta Ug v es utilizar
otra compuerta elemental que podemos llamar Ucz que
aplica el operador o, al blanco si el estado del control es
|1). Es decir,

Ucz: = 10)(0] @ 1L+ |1)(1| ® 0.

Es simple demostrar que Ucpn se obtiene aplicando Ucz
y operadores de Hadamard:

UCNZ(]I(X)H)XUCZx(]l@H)

(lo cual surge simplemente de observar que Ho,H = o,
y H2 =1).

Asi como podemos obtener Upy a partir de Ugyz,
podriamos obtener Uc s a partir de Ugoz/, que es aquella
compuerta que aplica el operador (io,) si el sistema de
control estd en el estado |1). Es decir

Uczgn = |O><O| ®1 +i|1><1‘ R o,.

Evidentemente Ugyz puede obtenerse a partir de un
Hamiltoniano de la forma Hoz = (1 —0.) ® 0.. A
partir de ella obtenemos Ug s como

UCN’ :(]1®H) XUC'Z’ X (]1®H)

Cabe aclarar que el uso de operaciones Uoy yv Uy esta
muy extendido en la literatura y resultan muy conve-
nientes a la hora de disenar secuencias de operaciones
para cumplir algtn fin (como el que veremos mas abajo:
medir en la base de Bell). Sin embargo, vale la pena
notar que estas operaciones no pueden obtnerse a par-
tir de un Hamiltoniano ya que son operadores unitarios
cuyo determinante es igual a —1. En cambio, Uon: y
Ucz» son operadores fisicamente realizables ya que su
determinante es igual a la unidad (y por lo tanto estdn
conectadas continuamente con el operador identidad y
corresponden a una evolucién temporal generada por un
Hamiltoniano).

Veremos mas abajo como construir estas compuertas
(o sea, estos operadores de evolucién temporal) en un sus-
trato fisico simple en el que los sistemas de dos niveles
estan representados en dtomos y en el estado del campo
en una cavidad. Pero antes de eso, veamos que a par-
tir de estas operaciones es simple construir dispositivos
que preparen cualquier de los estados de Bell asi como
también aparatos para medir en esa base.

B. Preparacion y medicién de estados de Bell
La preparacién de estados de Bell es una operacién rel-

ativamente sencilla. Puede obtenerse componiendo sim-
plemente las operaciones elementales Uy v Uon tal como



indica la figura. El proceso por el cual creamos esta-
dos de Bell es uno por el cual obtenemos los estados
|8)m1,ms (que son autoestados comunes de los operadores
My =0,®0, y Ms =0, ®0, con autovalores my y ms)
a partir de los estados |i, j) donde ¢, = 0, 1. Es decir, la
preparacion de los estados de Bell se realiza aplicando el
operador unitario que cambia de base y lleva de la base
de autoestados comunes de 0, ® Il y 1 ® 0, a la base de
autoestados comunes de M7 y Ms. Llamaremos Upgey a
este operador de cambio de base.

En lo que sigue demostraremos que el operador Upg,y
se obtiene componiendo Uy ® 1 y Ugn, es decir: Ugey =
Ucn x (Uyg ® 1). Para ver esto, analicemos como actia
este operador sobre cualquier estado |7, 7). En la primera
etapa tenemos que

9ij) = (Un @ 1)[i, j)

1 ; ‘
ﬁ(\@ +(=1)'1)) @ 15)

Finalmente, cuando aplicamos el operador Ucy (en el
que el primer espin actia como control y el segundo como
blanco) obtenemos

1Bij) = Ucn x (Ug @ 1)li, )

%(\m @ [5)+ (- @ 1@ ),

donde el simbolo & indica la suma de enteros mddulo
2. Es evidente que estos estados son los estados de Bell.
En efecto, para el estado |3; ;) los autovalores de M;
y My son m; = (—1)* y mg = (—1)7. Por consiguiente,
recordando la notacién usada en capitulos anteriores, ten-
emos que |Bo0) = [P), [B1,1) = [¥-), [Bro) = [2-) ¥
[Boa) = [¥4).

— H

L/

FIG. 17 Esquema para preparar estados de Bell usando dos
operaciones ”elementales”

En consecuencia, para preparar los estados de Bell hay
que lograr que los dos sistemas de spin 1/2 interactien
de forma tal que el operador es Upgy;.

Para medir simultaneamente los observables M; y My
hay que realizar el proceso inverso al que seguimos para
preparar los estados de Bell. En efecto, si tenemos un es-
tado de Bell |; ;) y aplicamos el operador Ugelll entonces
obtendremos el estado |i,j). Por lo tanto, este operador
(el inverso de Upey hace el cambio de base inverso al
anterior. Por consiguiente, si aplicamos UEelzl y luego
medimos la componente €, de cada espin, obtenemos la
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informacién sobre cual de los cuatro estados de Bell in-
gresé al aparato. Un medidor en la base de Bell no es
otra cosa que dos detectores de Stern Gerlach con el imén
orientado en la direccién €, precedido por la aplicacién
de U gelzl- Este operador hace las veces de un ”transduc-
tor” que transforma la senial que deseamos medir (M y
Ms) en aquella que podemos medir con dos aparatos de
Stern Gerlach ordinarios (que miden o, @ 1 y 1 ® o).
El esquema de deteccién se representa en la figura que
aparece mas abajo.

H_

L

L/

FIG. 18 Para medir en base de Bell (medir los operadores
M; y Ms definidos mas arriba. Se pueden usar las mismas
operaciones necesarias para crear estados de Bell en orden
inverso.

C. La teleportacion

El procedimiento que se conoce con el nombre de tele-
portacién fue ideado en 1993 por Bennett, Brassard,
Josza, Peres y Wootters (BBJPW) y consiste en lo sigu-
iente. El objetivo es lograr que si en un laboratorio in-
gresa un objeto (un spin 1/2) preparado en un estado
arbitrario, después de un cierto tiempo (compatible con
todos los requisitos de causalidad) aparezca un objeto
idéntico en otro laboratorio distante (o sea, un spin 1/2
preparado en el mismo estado que el original). En el
camino, el estado permanece desconocido.

Sean A y B dos laboratorios distantes. En primer lugar
supondremos que se prepara un par de spines en un es-
tado entrelazado, que puede ser alguno de los estados de
Bell. Para fijar ideas usaremos el estado |¥_) = |f11) =
(10,1) — |1,0))/v/2. Cada uno de los miembros del par
entrelazado es enviado a un laboratorio (o sea, en el labo-
ratorio A estd uno de los miembros del par y en el laobra-
torio B est4 el otro). Este recurso, un par de particulas en
un estado entrelazado, es absoluitamente necesario para
ejecutar el procedimiento que permite teleportar. Las
particulas entrelazadas seran etiquetadas con los indices
1 (la del laboratorio A) y 2 (aquella que estd en B). Como
dijimos, este recurso (el par de particulas entrelazadas)
es imprescindible para la teleportacién.

En el laboratorio A ingresa una tercera particula (que

llamaremos particula 3) en un estado desconocido |¢3) =
a|0)+f|1). Es decir el estado inicial del sistema formado



por las tres particulas es

1
EGO’ D12

Este estado puede reescribirse agrupando los sistemas que
estan en el laboratorio A y aquellos que estédn en el lab-
oratorio B. En el primer laboratorio estéan las particulas
1 y 3 mientras que en el laboratorio B esta la particula
2. Entonces, el estado puede escribirse como

|W123) = —1,0)1,2) @ (|0) + 5|1>)3-

a[0,0)13/1)2 — a1,0)1,3/0)2

)2)

Asimismo, este estado pued reescribirse en términos de
los estados de Bell del par de particulas (1,3) usando
identidades como [0,0) = (|®4) + [®_))/V2, [1,1) =
(12+) = 12-))/v2, 10,1) = (|94) + |[¥_))/V2, [1,0) =
(J¥4) — |¥_))/v2. Introduciendo esto en la expresion
anterior obtenemos que

U1 03) = %(
+ £10,1)1 31)2 — BI1, 1)1,

Wias) = 5(1%4)13® (all) — BlO)),

+ [®-)13 @ (afl) + B]0))2
+ [Pi)13 @ (—al0) + B1))2
+ V)13 @ (af0) + B]1))2 )

Hasta aqui no hemos hecho otra cosa mas que escribir
el estado inicial de una manera especial. Sin embargo,
esta dltima férmula sugiere el procedimiento a seguir:
Si realizamos una medicién de los observables M; y My
sobre el par de particulas (1,3), que se encuentran en
el laboratorio A, obtendremos cuatro resultados posibles
(va que m; = £1 y my = +1) cada uno de los cuales
identifica a un estado de Bell (para |®), m; =1y my =
1, para [®_) my = -1y mg =1, para [T ) m; = -1y
mg = 1y para |[¥_) m;y = -1y my = —1. Para cada
uno de estos resultados, el estado de la particula 3 queda
proyectado en un estado diferente. Pero en todos los
casos, podemos aplicar una operacién unitaria sobre esa
particula que depende de los resultados obtenidos (mq y
ma) y que es tal que el estado final siempre serd el mismo
que el estado inicial de la particula 1. Los operadores a
aplicar son

Ul,l = Oy, U1’,1 =0y
U_11 0z, U_11=1

En cualquier caso, el estado final de la particula 3 es
|¢3) = al0) + [1).

Esta secuencia de opreaciones esta descripta en la
figura que aparece mas abajo. En ella el qubit a telepor-
tar el es primero. La primera secuencia de Hadammard-
CNOT aplicados sobre los spines 1 y 2 prepara un estado
de Bell (en el caso de la figura si el estado inicial de

los qubits (1,2) es |1,1) entonces el estado preparado es
|_).

7

El qubit a teleportar en la figura estd denominado gq
(y no 3 como en el argumento presentado mas arriba). La
siguiente secuencia mide en la base de Bell del subespacio
formado por las particulas 0 y 1, que se supone que estan
en el mismo laboratorio. El resultado de la medicién de
M se lee observando el estado final del qubit ¢p y el es-
tado de la medicién de My queda registrado en el estado
final de ¢;. Por ultimo se aplican los operadores corre-
spondientes que estan condicionados por el resultado de
la medicién: Cuando el primer qubit es |e) se aplica el
operador o, y cuando el segundo qubit es |e) se aplica el
operador .

HH At

|0)

lq1) —

|g2) N X4

FIG. 19 El dispositivo propuesto para teleportar el estado
de un 4tomo de una cavidad a otra.

D. Una propuesta concreta: teleportacion de un atomo
entre dos cavidades

Veremos aqui como se podria realizar la teleportacién
de un atomo entre dos regiones distantes del espacio. En
esta propuesta se usardn dos cavidades como interme-
diarias. El esquema experimental estda descripto en la
figura que aparece mas abajo.

FIG. 20 El dispositivo propuesto para teleportar el estado
de un atomo de una cavidad a otra.

El procedimiento puede describirse mediante la sigu-
iente secuencia de operaciones.

1. Se genera primero un estado entrelazado del campo
electromagnético entre las dos cavidades. El
método fue descripto en las clases anteriores y usa
como mediador a un atomo que atraviesa ambas



lg,

Uchz\f(l6 ,0) £1g,1))

URCR\f(|e ;1) £19,0))

cavidades. Inicialmente las cavidades estan vacias
y el dtomo es preparado en el estado |e). En la
primera cavidad interactiia con el campo mediante
un pulso 7/2 y en la segunda mediante un pulso 3.
Luego de estas operaciones el estado del campo en
las cavidades es

L (0,1) — [1,0)

W)Cl,cz> = ﬁ

. El atomo a teleportar ingresa en la cavidad Cj en

un estado desconocido |¢p4) = «le) + S|g). Antes y
después de atravesar la cavidad, el &tomo atraviesa
sendas zonas de Ramsey en las cuales se imple-
menta una serie de pulsos tales que el operador
de evolucién es Ugy. El dtomo en la cavidad in-
teractia en forma no resonante (con alta desin-
tonii a de modo tal que el tiempo de interaccion
es tal que se produce un desfasaje en m entre los

estados |e,1) y |g,1). Esto sucede cuando VA—Qt =
5. En sintesis, el operador de evolucién del sis-
tema atomo—campo que resulta de la interaccién es
Ucz = diag(1,1,i,—i). El operador combinado
obtenido por la composicién de las operaciones de
las zonas de Ramsey y la interaccién en la cavidad

es Urcr que se obtiene como
URCR:UH®]].XUCZ/ xUg®1

Es facil ver que la acciéon de este operador es, se-
cuencialmente, la siguiente:

*(Ie 0) +19,0)) = —=(le, 0) +1g,0))

&\H

—~

le,0) — 19, 0)) — (\6 0) — 19, 0))

%\

—5(ile.1) = ilg, 1)

=
o
—
=
=)
—
=
~—

S,_.

75 (1e.0) = 19:0)) = =(ile.0) + 1. 0)

N

En consecuencia, esta secuencia de operaciones es
una operacién Ug - en la cual el campo actiia como
control y el 4&tomo como blanco. Podemos ver que
esta secuencia de operaciones es el primer ingredi-
ente necesario para hacer una medicién en la base
de Bell del sistema formado por el &tomo y el campo
en la primera cavidad. En efecto, podemos ver que

le) @ —=(10) +i[1))

\[

9@ (j)<o>iz|1>>
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En consecuencia, el estado final del 4tomo revela si
el estado pertenece a los estados tipo [®4) o [P ).
O sea, el estado final del dtomo es |e) siempre y
cuando el estado inicial es alguno de los estados
%(|e,0> +|g,1)). Por el contrario, el estado final

del 4tomo es |g) si el estado inicial es %(|e7 1) £

19,0)).

En definitiva, la medicion del estado final del 4tomo
revela el autovalor del operador My = o0, ® o,.
La informacion sobre el valor de M; = o0, ® o,

queda almacenado en la cavidad ya que el es-
tado del campo en su interior es siempre |po) =
12(0) £ 4[1)).

3. Para detectar el autovalor de M; debemos medir el
estado del campo dentro de la cavidad. Para ese
fin usamos otro dtomo preparado en el estado |g).
El atomo atraviesa la cavidad e interactiia con el
campo mediante un pulso w. Tal como describi-
mos en el capitulo anterior el efecto de esta inter-
accion es transferir el estado del campo en la cavi-
dad al estado del dtomo. Luego de la interaccién
la cavidad queda en el estado de vacio |0) y el es-
tado del dtomo es |p4) = %(\@ +id|g)). Si este
atomo ingresa a una zona de Ramsey que induce
una rotacion alrededor del eje €}, que transforma los
estados [¢) — = (|e) +ilg)) ¥ [9) — 35 (1g) + ile)).
En ese caso el estado final del dtomo serd |e) 6 |g)
segun el signo de la superposicion sea +1.

Esto completa el proceso de medicion en la base de
Bell. El procedimiento revela el valor de My y My
para el sistema formado por el dtomo a teleportar
y el foton en la primera cavidad.

4. El proceso de teleportacién se completa enviando
otro dtomo preparado en el estado |g) que inter-
actia con la segunda cavidad mediante un pulso 7.
Esto simplemente logra que el estado de la cavidad
sea transferido a ese dtomo. Finalmente, en una
zona de Ramsey se puede realizar la operacién uni-
taria requerida (ver arriba) Uy, m, para lograr que
el estado final de ese atomo sea idéntico al estado
inicial del dtomo a teleportar (que nunca pasé ni
estuvo cerca de la cavidad Cy. Esto completa el
proceso de teleportacion.

El experimento descripto fue propuesto en esta forma
(a menos de pequenas variantes por Davidovich, Za-
gury, Brune, Raymond y Haroche (Phys Rev A 50, R895
(1994)) pero todavia no ha sido implementado en la
prictica (aunque se espera que en el préximo lustro sea
posible realizar experimentos con dos cavidades).



XIl. CLASE 15: ALTERNATIVAS A LA MECANICA
CUANTICA. EL ORIGEN DEL AZAR.

En este capitulo intentaremos resumir los inentos
mas importantes por buscar argumentos que permitan
generar una descripcién del mundo basada en princi-
pios ”obvios” que son contradichos por la mecénica
cuantica. Por ejemplo, hemos dicho varias veces que
que la mecdnica cudnica afirma que las probabilidades
no provienen de nuestra ignorancia. Eso es evidente-
mente cierto: en el formalismo de la mecanica cuantica
no hay nada que diga que ese, la ignorancia, es el origen
del azar. Pero: Cémo podemos estar seguros de que no
hay descripciones alternativas que den lugar a las mis-
mas predicciones cuantitativas que aquellas que realiza
la mecanica cuantica? Tal vez, si eso fuera posible, ex-
ista otra descripcién mas profunda de la naturaleza en la
que el azar surja como consecuencia de nuestra ignoran-
cia y no como algo inexplicable. Algo a cuya existencia
debemos resignarnos.

Presentaremos la demostracién de que las predicciones
de la mecédnica cudntica son cuantitativamente contra-
puestas a aquellas que surgen de una gran clase de mod-
elos que aceptan hipdtesis compatibles con nuestro sen-
tido comun. Estos modelos se conocen con el nombre de
modelos "realistas y locales”, un nombre con una carga
filoséfica tal vez demasiado pesada. Describiremos en
detalle las hipdtesis en las que se basan esos modelos y
presentaremos las predicciones que dan lugar a contradic-
ciones experimentalmente verificables con la mecéanica
cuéntica.

A. Un poco de historia...

Una de las figuras icénicas de la lucha en contra de
la mecanica cuantica fue, paradojalmente, uno de sus
creadores: Albert Einstein. Sin duda, Einstein fue uno
de los mas grandes cientificos de la historia. Sus ideas
revolucionaron el pensamiento humano mostrando que,
por ejemplo, conceptos tan basicos como el tamano de
los objetos y la duracién de los intervalos de tiempo no
tienen un caracter absoluto. Por el contrario, dependen
del observador. La Teoria de la Relatividad nos obligé a
repensar conceptos bésicos que estan anclados en nuestro
sentido comun, ese conjunto de ideas que consideramos
como obvias y que se forjan en nuestras experiencias co-
tidianas. Hoy, a mas de cien anos del nacimiento de la
Relatividad hay miles de cientificos que la comprenden y
aplican a la perfeccién. Mas ain, a lo largo de estos cien
anos ha sido posible reconciliar algunas de sus ideas mas
extranas con nuestro sentido comun. Para ello muchas
veces solemos apelar a metaforas: La vida en un espacio
curvo puede imaginarse pensando en lo que le ocurriria
a un ser plano condenado a existir sobre la superficie de
una esfera; la materia curva el espacio—tiempo de manera
andloga a como una cama elastica se deforma al apoyar
sobre ella un objeto masivo, etc. Estas analogias tienen
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sus defectos y no siempre resultan precisas, pero al menos
es posible imaginarlas. !

La teoria de la relatividad se desarrollé en sus comien-
70s como una empresa familiar: Einstein la concibié tra-
bajando en soledad. Es bien conocida la anécdota que
cuenta que cerca de 1920 Sir Arthur Eddington fue re-
porteado por un periodista que le mencioné el rumor que
por ese entonces afirmaba que en el mundo solamente
habia tres personas que comprendian la teoria de la rela-
tividad. Eddington (bromeando?) pregunté: “Y quién
es el tercero?” Por esos anos habia otra rama de la
fisica en pleno desarrollo: la fisica cudntica. Contraria-
mente a lo que sucedia con la relatividad, eran decenas los
fisicos que trabajaban activamente en su desarrollo. La
mecanica cuantica fue una creacién colectiva que surgio
luego de un esfuerzo material e intelectual impresionante.
En este articulo nos referiremos a ese capitulo de la fisica,
a la fisica cudntica. Y en particular nos referiremos a los
cuestionamientos de Albert Einstein hacia la mecéanica
cuantica.

Einstein, con su trabajo sobre el efecto fotoeléctrico,
contribuy¢ sustancialmente al desarrollo de la mecanica
cuantica. Sin embargo jamdas fue capaz de aceptar sus
consecuencias y siempre la aborrecié. Para citar sola-
mente alguna de sus opiniones escritas basta mencionar
las siguientes: En 1912 en una carta a Heinrich Zang-
ger afirmaba, de manera algo irreverente: “Cuanto mas
éritos logra, mas tonta me parece”. Mas adelante, en
1930 en una carta dirigida a Max Born decia: “Todavia
no me resigno a creer que los métodos estadisticos de
la mecdnica cudntica sean la ultima palabra, pero por el
momento soy el unico que sostiene esa opinion”. En otra
carta dirigida a Max Born, Einstein acund, en 1944, su
famosa frase: “Usted cree que Dios juega a los dados,
mientras que yo creo en la existencia de leyes y de orden
en un mondo al que, de una manera brutalmente espec-
ulativa, estoy tratando de comprender”. En 1950, hacia
el final de su vida y en una época de gloria de la fisica
cuantica, Einstein se atrevi6 a afirmar que “..a pesar de
sus notables avances parciales, el problema estd lejos de
tener una solucion satisfactoria”.

Qué era lo que mas le molestaba a Einsten de la fisica
cuantica? La respuesta es sencilla: Su insatisfaccion se
originaba en el indeterminismo. La mecanica cuédntica
es una teorfa no—determinista. Afirma que es posible
realizar muchas veces el mismo experimento y obtener
siempre resultados diferentes. Para colmo de males, la
mecanica cuantica afirma que el indeterminismo es de
naturaleza fundamental y que no se origina en ninguna
limitacién de nuestro instrumental. Es decir, de acuerdo
a ella, la razén por la cual al repetir un experimento

1 La influencia de Einstein en el pensamiento cientifico moderno se
pone en evidencia mencionando algunas frases llamativas que no
tendrian sentido sin su contribucién: “el tiempo se dilata”, “las
longitudes se contraen”, “vivimos en un espacio—tiempo curvo”,
“la luz modifica su trayectoria al pasar cerca del sol”, etc.



obtenemos resultados diferentes no es la falta de pre-
cisién en los artefactos que utilizamos para preparar el
objeto antes de efectuar la medicién, ni tampoco la falta
de control en los aparatos de medicién. Por tltimo, y esto
resultaba intolerable para Einstein, la mecanica cudntica
afirma que el indeterminismo tampoco puede atribuirse a
nuestra ignorancia sobre los detalles del objeto estudiado.
Einstein hubiera aceptado de buena gana una teoria que,
con modestia, se limitara a predecir probabilidades. En
cambio, le resultaba intolerable la mecanica cuantica que
de manera contundente, afirma que las probabilidades no
surgen de nuestra ignorancia ni de nuestra incapacidad
de controlar todas las variables experimentales sino que
tienen un origen fundamental e inexplicable.

Estas caracteristicas de la fisica cudntica no solamente
molestaban a Einstein, sino que todavia molestan a casi
todos los fisicos cuanticos, que se cuentan por decenas
de miles. Paradojalmente, siendo la fisica cudntica la
teoria cientifica mejor testeada de la historia, todavia no
se han acallado los debates sobre su interpretacion. Es-
tos debates comenzaron desde la concepcion de la teoria
y Einstein tuvo un notable protagonismo en muchos de
ellos. Las predicciones de la fisica cuantica son multiples
y simamente precisas. Por ejemplo, puede predecir que
cada vez que iluminemos un atomo de Helio se emitira
un electrén siempre que la longitud de onda de la luz sea
menor que 50.425931 £ 0.000002 nanémetros. Por otra
parte, esta prediccién tedrica es contrastada con el re-
sultado de los experimentos donde se comprueba que los
electrones son emitidos para longitudes de onda menores
que 50.4259299 + 0.0000004 nanémetros. El acuerdo en-
tre la teoria y el experimento es notable: una precision
comparable a la que tendriamos si fueramos capaces de
predecir la distancia entre Ushuaia y La Quiaca con un
error menor que diez centimetros! 2 Predecir propiedades
de los 4tomos con precisiéon asombrosa puede ser impre-
sionante pero alejado de la vida cotidiana. Sin embargo,
a partir de este tipo de logros es que la fisica cudntica ha
permitido el desarrollo de tecnologias que cambiaron el
mundo y nuestra forma de vida: Sin ella no se hubiera de-
sarrollado la energia nuclear, ni la microelectrénica, ni el
laser, ni ninguna de las tecnologias optoelectronicas que
revolucionaron las comunicaciones, ni las técnicas mod-
ernas de diagnéstico médico por imagenes, etc. Casi to-
das las tecnologias relevantes del siglo XX se basan en la
mecanica cuantical

Sin embargo, pese a sus asombrosas predicciones
ninguno de las decenas de miles de cientificos cuanticos
es capaz de “comprender” esta teoria. No es capaz de
tornarla compatible con el sentido comuin. Richard Feyn-
mann, uno de los cientificos mas brillantes de la segunda
mitad del siglo XX afirmaba, en forma provocadora, que

2 Por el contrario, la fisica “clasica” predice que para cualquier lon-
gitud de onda algunos electrones seran emitidos por los dtomos
de Helio, lo cual entra en abierta contradiccién con los resultados
de los experimentos.
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“nadie entiende la mecdnica cudntica”. Y lo hacia en
el contexto de una reflexién profunda: Para Feynman,
nadie es capaz de hacerse una imagen correcta del mundo
microscépico usando los conceptos que generamos para
describir el mundo macroscépico. Al hacer eso, caemos
inevitablemente en preguntarnos: Cémo es posible que la
naturaleza se comporte de este modo? Nadie lo entiende.
Pero los hechos confirman que la naturaleza se comporta
tal como lo predice la mecanica cudntica.

B. Einstein contra la mecanica cuantica. EPR

En 1935 Einstein Podolsky y Rosen (EPR) publicaron
en el Physical Review un articulo con un titulo provoca-
tivo en el que preguntaban: “Puede considerarse que la
descripcion cudntica de la realidad fisica es completa?”.
En el trabajo argumentaban que la respuesta a esta pre-
gunta es negativa: Einstein crefa haber encontrado un
argumento que permitia demostrar que en la mecénica
cuantica anidaba el germen de su propia destruccion.
El trabajo de EPR tuvo inmediata repercusion en los
medios (aparecié en la primera plana del diario New York
Times) pero fue rdpidamente contestado por Bohr, que
mostré que EPR no estaban poniendo en evidencia una
contradiccién en la teoria sino simplemente su rareza,
su naturaleza contraria al sentido comun. La profecia
de Einstein, como veremos, su profecia demostré ser in-
correcta (hoy sabemos con certeza que si el germen que
destruird a la mecdnica cudntica existe, no es aquel en-
contrado por Einstein en 1935).

El trabajo de EPR forma parte de un debate que dio
lugar a muchos trabajos: Es posible construir teorias al-
ternativas a la mecédnica cuantica en las que el origen
del azar sea nuestra ignorancia? FEinstein creyé que en
1935 habia demostrado que la propia mecanica cuantica
reclamaba esas teorias, que era evidente que no proveia
una descripcién completa de la naturaleza. Veamos su
argumento:

En su célebre trabajo EPR establecen en primer lugar
una serie de requisitos que toda teoria que aspire a de-
scribir la realidad fisica debe cumplir. De acuerdo a los
autores, las teorias fisicas tienen que tener a los “elemen-
tos de la realidad” como sus principales protagonistas.
EPR proveen una definicién operacional para distinguir
aquellas propiedades de la naturaleza que deben ser con-
siderados “elementos de la realidad”. Esta definicion es
la siguiente: Si somos capaces de predecir con certeza el
valor de alguna propiedad de un objeto sin perturbarlo
en modo alguno, entonces esa propiedad debe ser consid-
erada un “elemento de la realidad”. La idea es simple:
si nuestra prediccién no afecta en modo alguno al sis-
tema, la propiedad en cuestién tiene que tener un sus-
trato real, su valor debe de estar “escrito” en el objeto
en cuestion. Estos criterios propuestos por EPR para
toda teoria fisica pueden ser discutidos en el plano epis-
temolégico o filoséfico, pero suenan aceptables para la
mayoria de las personas. El objetivo del trabajo de EPR



es demostrar que la mecanica cudntica no cumple con
estos principios y que, por lo tanto, no puede ser consid-
erada una descripcion completa de la realidad fisica.

La clave del trabajo de EPR consiste en analizar las
propiedades de los estados entrelazados. El nudo del
argumento EPR (en la versién desarrollada mas tarde
por David Bohm) es el siguiente: Consideremos un sis-
tema compuesto por dos particulas de spin 1/2 que es
preparado de modo tal que sus propiedades My = 0, R0,
y My = 0,®0, toman los valores My = -1y My = —1 (o
sea, el estado es el estado de Bell |[¥_)) . Consideremos
ademas que las particulas 1 y 2 pueden ser separadas y
llevadas a laboratorios distantes que llamaremos Labo—1
y Labo-2. Utilizaremos laboratorios tan separados como
para que ninguna perturbacién material generada du-
rante las mediciones realizadas en el Labo—1 tenga tiempo
suficiente para propagarse hasta el Labo-2 (y viceversa).
Tal como discutimos mas arriba, si en el Labo—1 med-
imos la propiedad o, sobre la primera particula pode-
mos predecir el resultado que obtendriamos si midier-
amos o, en el Labo—2. En efecto, sabemos que si obten-
emos 0,1 = +1 entonces con certeza podemos predecir
que si midieramos o, 2 deberfamos obtener el resultado
0z,2 = —1. Andlogamente, si obtenemos 0,1 = —1 en-
tonces predecimos con certeza que si decidieramos medir
0z,2 obtendremos el valor 0,2 = +1. Por lo tanto el
valor de la propiedad o, 2 siempre puede ser predicha
con certeza a partir de los resultados de experiencias re-
alizadas en el Labo—1, que es un laboratorio tan distante
que ninguno de los eventos que ocurren en su interior
puede alterar el estado de cosas para la particula 2.

En consecuencia, estamos obligados a concluir que o 2
debe ser un “elemento de la realidad”. Lo mismo debe
pasar con 0, 2 ya que podriamos predecir con certeza su
valor a partri de experimentos del mismo tipo, que involu-
cran medir la propiedad o ; sobre la primera particula.
La conclusién a la que nos conduce este razonamiento es
que tanto o, 2 como o, 2 son “elementos de la realidad”
y por lo tanto tienen que tener un lugar dentro de una
teoria fisica completa. Sin embargo, para la mecéanica
cuantica estas propiedades son complementarias y sus
valores no pueden ser definidos simultaneamente. En
consecuencia, concluyen EPR: la mecénica cuantica no
puede proveer una descripciéon completa de la realidad
fisica.

El trabajo de EPR recibi6 una répida (y breve) re-
spuesta de Niels Bohr quien hizo notar que el argumento
de EPR no expone en realidad ninguna contradiccion
interna de la mecdnica cuantica. Por otra parte Bohr
destacé que el argumento de EPR utiliza un razon-
amiento “contra—factico” ya que mezcla resultados de ex-
perimentos reales con resultados de experimentos imag-
inarios. En efecto: en el primer laboratorio tenemos
que decidir que propiedad mediremos para la particula
1. Podriamos elegir medir 0,1 o bien podriamos ele-
gir medir 0,;. Pero no podemos hacer las dos cosas a
la vez. El argumento EPR mezcla sutilmente los resul-
tados de ambas mediciones ya que en definitiva ambas
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son necesarias si pretendemos otorgar el status de “el-
ementos de realidad” tanto a la propiedad o, 2 como a
02. Efectivamente, aqui hay un razonamiento contra—
factico. Pero es un razonamiento que cualquier persona
sensata estaria dispuesta a hacer: Si la particula 2 se
encuentra en el Labo-2, nada puede saber sobre cuél es
la propiedad que el experimentador decidirda medir en el
Labo—1. En consecuencia, deberiamos estar dispuestos
a aceptar que, pese a que no podemos realizar los dos
experimentos sino que debemos elegir uno de ellos, tanto
las propiedades 0,2 como 0 2 deben estar escritas en la
segunda particula (o sea, deben ser “elementos de la real-
idad”). En cambio, la mecéanica cudntica no nos permite
razonar de esta forma. Asher Peres acuné la frase que
mencionamos varias veces y que describe la actitud que
deberia tener un fisico pragmatico ante la posibilidad de
caer en razonamientos contraficticos. No deberia olvidar
nunca que los experimentos que no se realizan no tienen
resultados.

C. Teorias realistas locales. Variables ocultas.

Queda claro que el argumento de EPR no demuestra
una inconsistencia interna de la mecdnica cudntica sino
que pone en evidencia que esta teoria no satisface cier-
tos criterios de muy razonable apariencia. Naturalmente
debemos preguntarnos si es posible que exista una alter-
nativa compatible con los resultados de los experimentos
(que hasta el dia de hoy coinciden con las predicciones
de la mecédnica cudntica) y que ademds sea compatible
con el sentido comtn, o, mas precisamente, con los pos-
tulados de EPR. Una teoria de estas caracteristicas fue
mencionada mas arriba. Podriamos imaginar que exis-
ten en la naturaleza grados de libertad microscopicos que
todavia no hemos sido capaces de descubrir. Estos gra-
dos de libertad son usualmente denominados “variables
ocultas”. Si existieran variables ocultas, podriamos con-
cebir la posibilidad de que nuestra ignorancia sobre su
comportamiento y su naturaleza es la responsable de la
aleatoriedad que observamos en los resultados de ciertos
experimentos. Es decir, podriamos concebir la posibil-
idad de que al repetir muchas veces el mismo experi-
mento sin controlar el comportamiento de las variables
ocultas estuvieramos generando sistemas que en realidad
no son idénticos entre si. En cada realizaciéon experi-
mental, en cada evento, los resultados de los experimen-
tos estarian completamente determinados por los valores
ocultos. Pero al repetir muchas veces el mismo experi-
mento podriamos obtener resultado distintos distribuidos
de manera aparentemente aleatoria. Esta aleatoriedad
serfa simplemente una consecuencia de nuestra ignoran-
cia.

El trabajo de EPR tuvo la virtud de exponer de man-
era sistematica cuales son las propiedades que nuestro
sentido comun le reclama a las teorias fisicas. Las teorias
compatibles con el sentido comiin son aquellas que se en-
globan con el nombre de teorias realistas locales. Diremos



que una teorfa es “realista” (una palabra que tal vez tiene
connotaciones demasiado fuertes como para ser utilizada
aqui) si acepta el hecho de que todas las propiedades
observables (los elementos de realidad) de los sistemas
fisicos tienen valores precisos que en ultima instancia de-
terminan los resultados de las mediciones que efectuemos
sobre ellas. Estas teorias incluyen a las que aceptan la
existencia de variables ocultas. De acuerdo a ellas la real-
idad fisica se describe en su nivel mas profundo mediante
un modelo en el que los resultados de todos los posibles
experimentos estan escritos de algiin modo en los obje-
tos. Es decir, en este contexto el realismo es sinénimo
de determinismo. Toda aleatoriedad debe originarse en
nuestra limitada capacidad de control o de conocimiento.
Diremos que una teoria es “local” si no admite la posi-
bilidad de que exista acciéon a distancia o propagacion
instantanea de cualquier tipo de senal o perturbacién.
En estas teorias, separando suficientemente dos partes
de un sistema (llevandolas a laboratorios muy distantes)
garantizamos que las acciones que realicemos en un labo-
ratorio no tendran ninguna influencia sobre lo que suceda
en el otro laboratorio.

D. Cémo sabemos si no existen teorias de variables ocultas
cuyas predicciones coincidan con las de la mecanica
cuantica?

La posibilidad de que exista alguna teoria mas fun-
damental que la mecénica cuantica basada en variables
ocultas fue considerada por numerosos autores. La dis-
cusion sobre este asunto se aplacé luego de que John von
Neumann publicara un teorema en el que se demostraba
que no era posible construir una teoria de este tipo que
diera lugar a las mismas predicciones que la mecénica
cuantica. Su teorema fue publicado en el célebre libro
en el que el genial von Neumann presenta su axiomati-
zacion de la mecanica cuantica. Sin embargo a princip-
ios de los anos 60, John Bell puntualizé que el teorema
de von Neumann contenia un error, una hipétesis de-
masiado restrictiva que hacia que sus consecuencias no
fueran trascendentes. El propio Bell, comenzé a explorar
entonces la posibilidad de construir teorias de variables
ocultas dando lugar a una serie de trabajos de consecuen-
cias notables.

Bell intentaba demostrar que Einstein tenia razén y
que no podia descartarse la existencia de teorias mas
fundamentales que la mecanica cudntica en las que el
azar se originara en la ignorancia. Esa era su opinién,
el prejuicio ideolégico con el que comenzé sus traba-
jos. Y para comenzar, Bell construyé un ejemplo sen-
cillo: Demostré que es posible construir una teoria de
variables ocultas que prediga los mismos resultados que
la mecanica cudntica para un sistema formado por una
unica particula de spin 1/2. De este modo Bell no so-
lamente demostraba que la conclusiéon de von Neumann
era incorrecta sino que, pensaba, abria el camino para
el estudio de este tipo de teorias que, tal vez, algin dia
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podrian reemplazar a la mecdnica cuantica. Pero el fi-
nal de la historia fue muy diferente a como lo imaginaba
John Bell. Demostré exactamente lo opuesto a lo que
pretendia...

Es muy ilustrativo recorrer la historia de los traba-
jos de Bell. En su primer trabajo célebre sobre el tema
(publicado en 1966) Bell presenta una teoria de variables
ocultas para una particula de spin 1/2. La teoria da lugar
exactamente a las mismas predicciones que la mecédnica
cudntica (una gran virtud). En esta teorfa Bell admite
que el estado de un sistema debe describirse de manera
mas completa que como lo hace la mecanica cuédntica.
En efecto, admite que a la descripcién del estado que
hace la mecénica cudntica mediante un vector |1) podria
agregarse un conjunto de variables desconocidas, a las
que genéricamente denotamos como A. La gran virtud
de esta teoria es que admite que conociendo |¢)) y A
podriamos predecir con certeza los resultados de todas
las mediciones sobre el espin. Nuestra ignorancia sobre A
es la responsable del lamentable hecho de que nos veamos
obligados a predecir solamente probabilidades.

Por supuesto que esta teoria de Bell no tiene ningin
sentido fisico sino que esta destinada a demostrar que no
podemos descartar la existencia de modelos en los que el
azar proviene de la ignorancia. El modelo es suficien-
temente sencillo como para describirlo sintéticamente.
Como dijimos, el estado del sistema esta descripto por
el par (J¥), A), donde la variable oculta A es un niimero
real tal que —1 < A < 1. Supongamos que aceptamos la
siguiente regla para predecir el resultado que se obtiene
en la medicién de alguna propiedad observable (que estd

representada por el operador A = -0 (cuyos valores son
siempre iguales a +1, lo cual es un dato experimental):

1. aSi—1 <A< ()|AJ) entonces A(J1h), ) = +1
2. b Si (Y|AJy) < A <1 entonces A([¢),\) = —1.

Si admitimos que A es una variable con una distribucién
uniforme (o sea, en cada realizacién del experimento se
sortea un valor de A al azar elegido en todo el intervalo)
entonces el valor medio de los resultados es

/ PV A([), )
1

(4) = (=D = @A) + D) (@A) +1)

2 x 2(plAf) = (wlAl)

(A)

En consecuencia, el valor medio de cualquier observ-
able obtenido promediando los valores obtenidos para
cada A (y para cada |¢)) es idéntico al predicho por la
mecanica cuantica. Una teoria como esta es indistin-
guible de la mecanica cudnntica en cuanto a sus predic-
ciones pero estd basada en una imagen del mundo mu-
cho mas compatible con nuestro sentido comun. Vale la
pena comentar una propiedad del modelo de Bell, que
estd relacionada con aspectos fundamentales del espin
que discutimos en la primera clase. Consideremos las tres



propiedades A; = 7i; - o donde los versores 7i; (i = 1,2, 3)
forman angulos de 120 grados entre si. El modelo de Bell
le asigna valores a estas tres propiedades de acuerdo al
esquema presentado mas arriba. Es decir, para un dado
valor de A y para un dado estado |¢) los valores A;(|1)), \)
estan determinados. Sin embargo, estos valores no sat-
isfacen la relacién de consistencia funcional > A; = 0.
Esta relacién se cumple para los valores medios pero no
para los valores individuales.

Luego de formular este modelo, Bell analizé la pre-
gunta obvia: Serd posible construir modelos de este tipo
para cualquier sistema cudntico? En ese mismo trabajo
Bell di6 el primer paso en esa direccién analizando un
sistema de dos particulas de espin 1/2. Nuevamente fue
capaz de construir una teoria de variables ocultas cuyas
predicciones coincidian con la mecdnica cudntica. Sin
embargo, el modelo de Bell para dos espines era no local:
Para estados entrelazados se verificaba que las variables
ocultas que determinan los valores de las propiedades de
cada subsistema son globales y no pueden separarse en
variables que afecten localmente a cada parte. Bell se
pregunta en su trabajo si esta propiedad era simplemente
un defecto de su modelo o si, por el contrario seria una
propiedad general de cualquier modelo de variables ocul-
tas cuyas predicciones coincidieran con las de la mecénica
cuantica. En una nota al pie de pagina, que fue in-
cluido en las pruebas de galera del trabajo, figura una
aclaracién: ”Desde la escritura de este trabajo, he encon-
trado una prueba de que esta es una propiedad general”.
Esa prueba fue publicada en otro trabajo, escrito con pos-
terioridad al anterior pero publicado, por un problema
editorial, antes. Es decir, el primer trabajo de Bell fue
publicado en 1966 mientras que el primero lo fue en 1964.
En este trabajo figura la demostraciéon mencionada, junto
con notables reflexiones sobre sus implicancias.

En efecto, Bell demuestra que cualquier teoria que
acepte la existencia de variables ocultas que determinan
los valores de todas las propiedades de un sistema (real-
ismo) y al mismo tiempo aceptan el principio de local-
idad, conducen a predicciones cuantitativamente difer-
entes que la mecdnica cudntica.

E. Desigualdades de Bell: Mecanica cuantica contra
teorias realistas—locales

Los trabajos de John Bell permitieron que la discusion
sobre la existencia de teorias de variables ocultas pasara
del terreno de la filosofia al de la fisica, en el cual la
validez de los modelos es sometidos al juicio de los exper-
imentos. Es interesante notar que la intencién de John
Bell al comenzar sus investigaciones era encontrar argu-
mentos a favor del punto de vista de Einstein. Bell ex-
puso su posicion ideoldgica con elocuencia: “Yo pensaba
que la superioridad intelectual de Einstein sobre Bohr en
este punto era enorme: una distancia gigante entre un
hombre que veia claramente lo que se necesitaba (Ein-
stein) y un oscurantista (Bohr)”. Paradojalmente, con
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sus trabajos Bell logré exactamente lo contrario de lo
que se proponia: descubrié la forma en la cual el punto
de vista de Einstein podia demostrarse falso a partir de
los resultados de experimentos reales.

La trascendencia de los trabajos de Bell no puede
subestimarse. Los mismos han tenido un impacto enorme
en las tultimas décadas. En breves palabras, Bell de-
mostré que todas las teorias realistas locales conducen
a predicciones cuantitativas sobre resultados experimen-
tales concretos. Asimismo, demostré que estas predic-
ciones pueden entrar en contradicciéon con las de la
mecanica cuantica. En consecuencia, la validez de uno
u otro modelo (el cudntico o aquel basado en nuestro
sentido comin) puede ser sometida al juicio de la ciencia
experimental.

A primera vista resulta sorprendente que sea posible
derivar predicciones para todas las teorias realistas lo-
cales. Estas predicciones toman la forma de desigual-
dades matematicas que restringen los valores que pueden
tomar las probabilidades de eventos registrados en lab-
oratorios distantes cuando se realizan experimentos so-
bre las partes de un sistema compuesto. Estas relaciones
matematicas se conocen con el nombre de “desigualdades
de Bell”. En lo que sigue presentaremos una deduccion
sencilla de una de estas desigualdades (que no fue pre-
sentada por Bell sino por David Mermin en 1981).

F. Descripcion de un experimento sencillo realizado en dos
laboratorios.

Consideremos ahora una situacién como la analizada
en el trabajo de EPR (en la versién desarrollada por
David Bohm): Tomamos un sistema compuesto por
dos particulas de spin 1/2. Determinamos simultanea-
mente los valores de las propiedades M; = —1y My =
—1, creando de este modo un estado entrelazado cuyas
propiedades discutimos mas arriba. Luego llevamos a
cada particula a un laboratorio distinto (Labo-1 y Labo-
2). Ambos laboratorios estédn espacialmente separados y
la distancia entre ellos es tal que no hay posibilidad de
propagacién de ninguna senal de un laboratorio a otro
durante el tiempo en que transcurren nuestros experi-
mentos. En cada laboratorio un experimentador medira
la componente del spin de su particula a lo largo de al-
guna de las tres direcciones que indicamos como &,l; oc
en la Figura 3 (las tres direcciones forman un dngulo de
120 grados entre si). Los experimentadores que actian en
cada uno de sus laboratorios eligen al azar en cual de las
tres direcciones miden el spin. Podemos pensar que cada
experimentador tiene a su disposicién un aparato como
el que aparece en la Figura 3. Dicho aparato tiene un
selector con tres posiciones. Cuando el selector apunta
hacia la izquierda el aparato mide la componente a del
spin, si el selector apunta hacia arriba el aparato mide
la componente b y si apunta hacia la derecha mide la
componente ¢. Cualquiera de esas mediciones da lugar
solamente a dos resultados: +1 o —1. El experimento



se repite muchas veces y en cada repeticion el sistema
se prepara de manera idéntica, ambas particulas se sep-
aran y cada experimentador elige al alar (y de manera
totalmente independiente) la posicién del selector de su
aparato y registra el valor que obtiene en su medicién.

< b

i3

@ D

FIG. 21 Para poner a prueba la versién mas sencilla de las
desigualdades de Bell es necesario un aparato que mide el
valor de la componente @, b o é de una particula de spin 1/2.

Como cada experimentador puede elegir medir una de
tres propiedades (A, B, 6 C') las mediciones realizadas en
los dos laboratorios se pueden agrupar en nueve config-
uraciones. Sin mucho esfuerzo podemos hacer una lista
de todas ellas. Colocando en primer lugar la propiedad
medida en el Labo—1 y en segundo lugar la que se mide
en el Labo—-2, las nueve configuraciones son: A; — As,
By — B, C1 — Cy, Ay — By, By — Az, A1 — Cy, C1 — Ay,
BlfC’gyC&—Bg.

Qué tipo de resultado podriamos obtener en un exper-
imento de este tipo? Por ahora solamente vamos a acep-
tar un hecho, que surge de los experimentos. Cada vez
que en ambos laboratorios medimos la misma propiedad,
obtenemos resultados opuestos. Es decir, los resultados
de los experimentos en ambos laboratorios estdn fuerte-
mente anti correlacionados.

G. El experimento segun las teorias realistas locales.

Pensemos de que manera describiria esta situacién ex-
perimental una teoria realista local. En primer lugar,
cualquier teoria de este tipo debe aceptar que antes de
que el experimentador que trabaja en el Labo—1 decida
que propiedad medira, el resultado de dicha medicion
debe tener existencia real en la particula 1. Esto es asi
porque las tres propiedades que el experimentador puede
medir (que denotamos como A, B o C) son “elementos
de la realidad”. En efecto, el argumento EPR deberia
ser suficiente para convencernos de esto: los valores de
estas propiedades podrian ser predichos con certeza si
hicieramos el experimento adecuado en el Labo—-2. En-
tonces, todas las teorias realistas locales deben aceptar
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que cada particula viaja hacia su detector llevando un
conjunto de instrucciones consigo que indican el resultado
de cualquier medicién. Es tentador utilizar una metéafora
bioldgica: Cada particula lleva consigo genes que deter-
minan los valores de las propiedades A, B, C'. Podriamos
denotar a estas instrucciones con una terna de nimeros
(A, B,C) que indican los valores que se obtendrian si se
midiera el valor de alguna de estas tres propiedades. Por
ejemplo si la particula lleva un gen del tipo (+1,—1,+1)
quiere decir que si el experimentador decidiera medir A
6 C obtendria en ambos casos el valor +1 mientras que si
midiera B el resultado seria —1. Es evidente que, como
solamente hay dos resultados posibles para la medicion
de cada una de las tres propiedades, tan solo hay ocho
genes posibles para cada particula. En la siguiente Tabla
presentamos la lista exhaustiva de todos ellos:

GENES POSIBLES
Particula 1 Particula 2
(+1,+1,+1) (-1,-1,-1)
(+1,+1,-1) (-1,-1,41)

(+1,-1,+1)
(+1,-1,-1)
(-1+1,+1)
(-1,41,-1)
(-1,-1,+1)
(-1,-1,-1)

(-1,41,-1)
(-L+1,+1)
(+1,-1,-1)
(+1,-1,+1)
(+1,+1,-1)
(+1,+1,+1)

Por otra parte, toda teoria realista local debe aceptar
que los genes que lleva la particula 1 tienen que estar cor-
relacionados con los que lleva la particula 2. En efecto,
esto debe ser asi porque si los dos experimentadores de-
cidieran medir la misma propiedad verificarian que ob-
tienen resultados opuestos. Por lo tanto, el gen que lleva
la primera particula determina completamente al gen de
la segunda. Por ejemplo, si la primera particula lleva un
gen del tipo (+1,—1,41) la segunda debe llevar un gen
complementario, del tipo (—1,+1, —1).

H. La desigualdad de Bell mas sencilla.

El descubrimiento fundamental de Bell es que todas
las teorias que aceptan la existencia de genes deben sat-
isfacer ciertas restricciones, que toman la forma de de-
sigualdades matemaéticas. Presentaremos aqui la version
mas sencilla de estas desigualdades. Invitamos al lector a
realizar un intento por seguir el siguiente razonamiento,
que resultard crucial para el resto de nuestro argumento.

Supongamos que la primera particula lleva el gen
(+1,41,41). En ese caso la segunda llevard el gen
(=1,—1,—-1). Entonces, aunque los dos experimenta-
dores midan propiedades distintas los resultados que ob-
tendrdn serdn siempre opuestos: en el Labo—1 siempre se
obtendra el resultado 4+1 mientras que en el Labo—2 siem-
pre se obtendra el resultado —1. Una situacion idéntica
tiene lugar si el gen que lleva la primera particula es



(=1,—1,-1) ya que en ese caso también los resultados
seran siempre opuestos. Si las particulas fueran gener-
adas unicamente con estos dos tipos de genes entonces
deberiamos concluir que los resultados obtenidos en am-
bos laboratorios serian siempre opuestos. Por supuesto,
esta no es una hipétesis razonable ya que no sabemos
nada sobre el mecanismo subyacente que produce genes
diferentes (esas son, precisamente, las variables ocultas).

Pero, aunque parezca mentira, es posible deducir una
propiedad muy sencilla que se debe cumplir para to-
dos los otros genes (o sea, aquellos en los que hay una
instruccién que es distinta de las otras dos como es
el caso de los genes (+1,+1,—-1) y (+1,-1,41)). Es
facil mostrar que para todos esos genes habrd cinco con-
figuraciones para las cuales los resultados obtenidos en
Labo-1 y Labo-2 serdn distintos y cuatro configuraciones
para las cuales estos resultados serdn iguales. Para ver
que esto es cierto es suficiente con hacer un andlisis ex-
haustivo de lo que sucede con cada uno de los genes.
Por ejemplo, si el gen que lleva la primera paricula es
(+1,+1,-1), tal como estd indicado en la Figura 4, los
resultados de los experimentos seran opuestos siempre
que el primero y segundo experimentador midan respec-
tivamente las propiedades Ay — As, A1 — By, B; — Bs,
By — Ay y C7 — (3. En cambio, los resultados seran
idénticos siempre que los experimentadores realicen las
mediciones de las propiedades Ay — Cs, By —Cs, C1 — Ag
y C1 — By. El lector puede comprobar que para todos los
genes en los que las tres instrucciones no sean idénticas
se verifica este mismo resultado: Siempre hay cinco con-
figuraciones de los detectores para los que los resultados
obtenidos en ambos laboratorios son opuestos y hay cua-
tro para las cuales los resultados son idénticos (recorde-
mos que si las instrucciones son idénticas entonces los
resultados siempre serdn distintos). Si los experimenta-
dores eligen al azar las configuraciones de sus detectores
entonces podemos concluir que por lo menos en 5 de cada
9 experimentos los resultados seran opuestos!

Esta prediccién es totalmente independiente de la nat-
uraleza de las variables ocultas. Esta conclusién es tan
importante que merece ser repetida. Para toda teoria re-
alista local predecimos que la probabilidad Pr_j, de que
se obtengan resultados diferentes debe cumplir la sigu-
iente desigualdad:

Pr_r(Labo—1 # Labo—2) > 5/9 = 0.555...  (100)

I. El experimento segiin la mecanica cuantica.

La mecéanica cudntica también realiza una prediccion
para el valor de la probabilidad de que se obtengan resul-
tados diferentes en ambos laboratorios. Esta prediccion
es drésticamente diferente de la de las teorias realistas
locales. En efecto, de acuerdo a la mecdnica cuantica la
probabilidad de obtener resultados distintos es:

Peuant(Labo—1 # Labo—2) = 1/2 = 0.5. (101)
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GEN DE LA PARTICULA 1: (+1,+1,-1)
Cinco experimentos con | Cuatro experimentos con
resultados distintos resultados iguales
Labo-1 Labo-2 Labo-1 Labo-2
A A A C
B B C A
C C B C
A B C B
B A

FIG. 22 Parael gen (+1, 41, —1) hay cinco configuraciones de
los detectores que dan lugar a que el resultado registrado en el
Labo—1 sea diferente que el registrado en el Labo—2 mientras
que hay cuatro configuraciones para las cuales los resultados
son idénticos. Esto se repite para todos los genes en los que
las tres instrucciones no son iguales.

Para llegar a esta conclusiéon es necesario utilizar el
formalismo matematico de la mecédnica cudntica. Sin
embargo podemos hacer un intento por explicar su ori-
gen de manera sencilla (el lector no interesado estd in-
vitado a omitir la lectura de este pdrrafo). Si real-
izamos mediciones sucesivas de componentes de un spin
de una particula en direcciones perpendiculares sabemos
que, como las proyecciones perpendiculares del spin de-
finen magnitudes complementarias, los resultados de la
segunda medicién estardn distribuidos al azar con una
probabilidad del 50% para cada uno de los dos valores
posibles. En cambio, si realizamos mediciones sucesivas
en dos direcciones a y 13, que forman un dngulo 0,;, la
mecéanica cuantica establece que la probabilidad de que
los resultados de ambas mediciones seran iguales es

P(B = A) = cos?(0,;/2). (102)
Si las direcciones a y b forman un angulo de 120 grados,
como en el caso de la Figura 4, la probabilidad de que
los resultados de dos mediciones sucesivas sean iguales es
1/4 (o sea, en el 25% de los casos obtendremos resultados
iguales y en el 75% obtendremos resultados distintos?).
Con este ingrediente estamos en condiciones de deducir
cual es la prediccién que la mecanica cuantica realiza para
el experimento analizado en las secciones anteriore. Para
calcular la probabilidad de que los resultados del Labo—1
sean diferentes de los del Labo—2 tenemos que analizar
todos los casos posibles. Presentaremos aqui el estudio
de uno de ellos y dejaremos para el lector interesado el
examen del resto, que se realiza con un razonamiento sim-
ilar. Supongamos que en el Labo—1 se midié la propiedad
A y se obtuvo el valor +1. En ese caso sabemos que si

3 esto se debe a que el coseno de un dngulo de 60 grados es igual
al/2



midieramos la propiedad A en el Labo—2 obtendriamos
con certeza el valor —1. En consecuencia podemos afir-
mar que la particula que se encuentra en el Labo—2 esta
en el estado de spin —1 en la direccién a. Nos interesa
calcular en ese caso cual es la probabilidad de obtener el
valor —1 para la medicién de las componentes @, b 6 ¢.
Para eso podemos analizar todos los casos posibles: Si
medimos A (lo que ocurre en la tercera parte de los ca-
sos) obtendremos el resultado —1 con probabilidad 1. En
cambio, si medimos B 6 C (lo que ocurre en las restantes
dos terceras partes de los casos) podemos apelar al resul-
tado que mencionamos mas arriba y afirmar que obten-
dremos el valor —1 con probabilidad 1/4. En conclusién
si en el Labo-1 se mide A = +1 la probabilidad de que
los resultados de las mediciones realizadas en el Labo—-2
sean distintas resulta ser (14 1/4 4+ 1/4) = 1/2, que
es justamente el resultado que mencionamos mas arriba.
Razonando de igual modo para los restantes resultados
posibles para las mediciones realizadas en el Labo—1 lleg-
amos a la misma conclusion y de ese modo demostramos
la validez de la prediccion cuantica expresada mas arriba.

El contraste entre la prediccién cuantica y la prediccién
de cualquier teoria realista—local es drastico: De acuerdo
a la mecancia cuédntica en la mitad de los experimentos
obtendremos resultados diferentes y en la otra mitad los
resultados seran idénticos. KEsto es incompatible con la
prediccién de cualquier teoria realista local ya que de
acuerdo a todas ellas los resultados deben ser diferentes
por lo menos en el 55.5% de los experimentos. Quién
tiene razén: la mecanica cudntica o las teorias realistas
locales? Para dirimir este debate, debemos realizar el
experimento y comprobar cual de las dos predicciones es
la correcta.

J. Otras desigualdades de Bell: CHSH

La desigualdad de Bell que discutimos mas arriba no
fue la que Bell expuso en su trabajo sino que es un ar-
gumento debido a Mermin, que tiene la virtud de ser
extremadamente simple. Sin embargo, no hay ningin
experimento que haya detectado la violacién de esta de-
sigualdad. Por el contrario, los experimentos realiza-
dos han buscado violaciones de otras desigualdades. En
particular, una de las mas estudiadas fue introducida
pocos anos después del trabajo de Bell por cuatro fisicos:
Clauser, Horn, Shimony y Holt, y se conoce con la sigla
CHSH. Es interesante revisar el argumento en que se
basa esta desigualdad. Como antes, consideraremos ex-
perimentos realizados en laboratorios distantes. En cada
laboratorio hay una parte de un sistema compuesto. Es
decir: en algin lugar del espacio se genera un par de
particulas en un estado tal que las correlaciones en-
tre ellas son fuertes (son aquellas predichas por estados
méximamente entrelazados). Cada una de ellas viaja a
un laboratorio y en cada uno de ellos se mide uno de dos
observables: En el laboratorio 1 se mide la componente
del espin a lo largo de la direccién @ o de la direccién vech.
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En el laboratorio 2 se mide la componente del espin a lo
largo de las direcciones ¢ o d. Cada experimentador elige
al azar la direccién en que va a medir y la distancia entre
los laboratorios (y entre ellos y la fuente donde se pro-
ducen los pares) es muy grande, de modo tal que no hay
posibilidad de conexién causal entre los eventos registra-
dos en los laboratorios 1 y 2.

El mismo argumento que expusimos mas arriba nos
lleva a la conclusion de que los resultados de los exper-
imentos realizados en el laboratorio 1 deben existir en
ese laboratorio ya que su valor puede ser predicho con
certeza si midieramos la misma direccién en el otro labo-
ratorio. Cualquier teorfa realista local debe admitir que
los valores de estas propiedades estan determinados por
variables ocultad A. Por ejemplo, el valor de la proyeccion
del espin en la direccién d, al que llamaremos a) = +1,
debe ser independiente de lo que mida el observador pre-
sente en el laboratorio 2 (de otro modo, deberfamos es-

—

cribir ax(€) o ax(d)). Como todos estos valores son +1,
se verifica siempre la igualdad

a (C>\ + d)\) + bA(C)\ — d>\) = 42.
Tomando el médulo de esta expresion podemos escribir
‘CL)\C)\ + axdy + brey — b)\d)\| = 2.

Si multiplicamos por la probabilidad p(A), que caracter-
iza la distribucién de variables ocultas A, integramos so-
bre A y usamos la desigualdad triangular (que establece
que |z +y| < |z| + |y|) podemos obtener la desigualdad

— —

K (@) + K(@.d)+ K6, ~ K(.d)| <2,

donde las funciones de correlacién se definen como el
valor medio del producto de los resultados de cada par de
experimentos: K(d,¢) = (d-o;¢ &) (que en una teorfa de
variables ocultas resultan ser K(d@,¢) = [ dhaxcy). Esta
es la famosa desigualdad CHSH, que debe satisfacerse
para toda teoria realista local, puede violarse de acuerdo
a la mecanica cuantica.

En efecto, de acuerdo a la mecdnica cudntica, la
funcién de correlacién resulta ser K (@, ¢) = —a- é. Pode-
mos ver que es posible violar esta desigualdad si elegimos
los vectores d, c, b y d formando un angulo 0 entre ellos
(en ese 6rden). Entonces, la combinacién de funciones de
correlacién que aparece resulta ser

-

|K(@,8)+K (a@,d)+K (b, &)~ K (b,d)| = |big|3 cos §—cos 3]

Eligiendo 6 = /4 entonces resulta ser

— -

|K(@,6) + K(@,d) + K(b,é) — K(b,d)| = 2V2,

que claramente es mayor que 2. Es posible demostrar
que esta es la maxima violacién admitida por la mecénica
cuédntica (esta es la ”"cota de Cirelson”).



K. La violacion de las desigualdades de Bell

Después de los trabajos de Bell varios grupos se lan-
zaron a realizar experimentos como los descriptos en la
seccion anterior. Cabe aclarar que ninguno de estos gru-
pos lo hizo con la esperanza de detectar violaciones a
las predicciones cuanticas. Por el contrario, a esa al-
tura del siglo XX nadie dudaba que la mecéanica cuantica
saldria airosa en su confrontacién contra las teorias de
variables ocultas. Para poder realizar estos experimen-
tos fue necesario superar varios obstaculos tecnoldgicos
y los primeros resultados en los que se detectaron claras
violaciones a las desigualdades de Bell fueron obtenidos
recién en 1982 por Alain Aspect en Paris.

El experimento de Aspect fue un verdadero tour de
force por el que deberia hacerse acreedor al premio Nobel
de fisica. Fue realizado utilizando pares de fotones entre-
lazados generados a partir del decaimiento de atomos de
Calcio. Cuando este tipo de atomo decae en una cascada
S—P-S emite dos fotones que tienen casi la misma fre-
cuencia y que estan entrelazados en su polarizacion. Este
grado de libertad de los fotones se comporta de manera
muy similar al spin de una particula de spin 1/2. Para
realizar su experimento Aspect no solamente tuvo que
perfeccionar su fuente de pares de fotones entrelazados
(que para esa época eran toda una novedad). Una vez
producidos cada uno de los fotones se dirigfa hacia un
extremo distinto del laboratorio donde se habian mon-
tado dos estaciones de trabajo idénticas que jugaban el
rol del Labo-1 y el Labo—2 que mencionamos mas arriba.
Estas estaciones constaban de un detector que cumplia el
papel del instrumento de medicién que ilustramos en la
Figura 3. En el experimento, en cada estacién de trabajo
los fotones se encontraban con un espejo que cambiaba
de orientaciéon de manera azarosa. Para cada una de
estas direcciones los fotones eran enviados a detectores
diferentes en los que se media la polarizaciéon en alguna
direccién (las que juegan un papel equivalente a las direc-
ciones a, bocédela Figura 3). Aspect invirti6 un esfuerzo
considerable para asegurarse de que los espejos variaran
su orientacién suficientemente rapido y que los detectores
estuvieran suficientemente separados como para poder
garantizar que no existia conexién causal posible entre
los registros tomados en ambos extremos del laboratorio.
La longitud del laboratorio era de alrededor de 10 met-
ros y los espejos cambiaban de posicién en tiempos del
orden de varios nano—segundos (hay que recordarque la
luz recorre una distancia de casi treinta centimetros en
un nano-segundo).

Los resultados de los experimentos de Aspect fueron
concluyentes para la mayoria de los fisicos, que por
otra parte no dudaban sobre la validez de la mecénica
cudntica. Sin embargo, un nucleo de escépticos con-
tinué intentando producir experimentos todavia mas con-
cluyentes. Para ellos, los resultados de Aspect podian ser
criticados desde distintos dngulos. Por cierto, teniendo en
cuenta las implicancias fundamentales del resultado del
experimento, se justifica tener una actitud que en otro
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contexto podria ser calificada de exageradamente conser-
vadora. Los problemas del experimento de Aspect eran
fundamentalmente dos: Por un lado los angulos de los es-
pejos no variaban de manera totalmente aleatoria y por lo
tanto era posible imaginar algin mecanismo (inverosimil
pero imaginable) por el cual los fotones pudieran “con-
spirar” para que el experimento pareciera favorecer a la
mecanica cudntica aun cuando la teoria subyacente fuera
realista local. Por otra parte el tiempo de respuesta de los
detectores era demasiado largo lo cual traia aparejadas
limitaciones en la sincronizacién de eventos (el tiempo
de respuesta y el tiempo caracteristico de la emisién en
cascada era comparable). Por otra parte, la baja eficien-
cia de los detectores originaba otro problema potencial:
No todos los eventos son registrados y no hay manera de
garantizar que el subconjunto de eventos que dan lugar a
la senal medida sea una muestra no—sezgada del total. Si
bien parece completamente razonable aceptar que esto es
cierto, en el contexto de este experimento ain este tipo
de suposiciones “razonables” son puestas en discusién.
Debido a esta, y a muchos otros cuestionamientos mas
técnicos, durante las tdltimas dos décadas del siglo XX
se realizaron muchos otros experimentos para testear la
violacion de las desigualdades de Bell.

En la actualidad las técnicas disponibles para generar
pares de fotones entrelazados han avanzado notable-
mente. Los métodos mas modernos utilizan un fenémeno
que se conoce como conversion paramétrica inversa. Este
fenémeno se observa cuando ciertos cristales son ilumi-
nados con un laser intenso. Para ciertos cristales no—
lineales se produce el proceso de conversiéon de un fotén
del laser en un par de fotones que tienen frecuencias cer-
canas (en este proceso se conserva la energia y por lo
tanto la suma de las frecuencias de los fotones emiti-
dos es igual a la frecuencia del laser incidente). El par
de fotones resulta estar entrelazado en su polarizacion.
Los fotones generados de este modo han sido utilizados
para realizar un gran ntimero de experimentos en los que
se demuestra la violacion de desigualdades de Bell. Los
experimentos actuales involucran distancias mucho may-
ores que las usadas en el experimento de Aspect. En
2001 el grupo dirigido por Anton Zeillinger en Innsbruck
presento resultados de un notable experimento donde se
detectaban violaciones a desigualdades de Bell con fo-
tones que recorrian varios centenares de metros antes
de ser detectados). Poco después, Nicolas Gisin detect
senales claras de violaciones a las desigualdades de Bell
en experimentos donde los fotones viajaban decenas de
kilémetros (desplazandose por fibras épticas que corren
bajo la superficie del lago de Ginebra). En la actualidad,
la existencia de violaciones a las desigualdades de Bell es
un hecho que goza de un abrumador consenso a partir
de la acumulacién de una enorme cantidad de resultados
experimentales.



L. El entrelazamiento como un recurso fisico

El entrelazamiento es una propiedad de la mecénica
cuantica que fue reconocida desde sus primeros anos.
Por ejemplo, es bien sabido que para construir un mod-
elo razonable del atomo de Helio es necesario aceptar
que los spines de sus dos electrones estan entrelazados.
En efecto, los estados entrelazados en sistemas de dos
spines surgen muy naturalmente y juegan un rol muy
importante en muchos fenémenos de la fisica atomica y
molecular. Ningun fisico medianamente informado con-
sideraria al entrelazamiento como una propiedad exotica
de la fisica cuantica. Sin embargo, el tipo de entrelaza-
miento al que la mayoria de los fisicos estd acostumbrado
es aquel que se produce entre las partes de sistemas mi-
croscépicos. FEn ese contexto los consecuencias parado-
jales de este fenémeno no se ponen de manifiesto. Pero
es evidente que, tal como fue analizado en el trabajo de
EPR, cuando el entrelazamiento estd presente a escala
macroscopica es responsable de buena parte de los mis-
terios de la fisica cuantica.

Desde hace mucho tiempo que somos concientes de
la utilidad de almacenar energia, por ejemplo en una
bateria. Una vez almacenada es posible utilizarla para
prender una lampara, mover un motor, etc. En defini-
tiva, sabemos que la energia almacenada es ttil para re-
alizar trabajo. Solo recientemente se llegd a la conclusion
de que es posible concebir al entrelazamiento como un re-
curso fisico. La pregunta que surge en este contexto es
cudl es el tipo de tareas que necesitan del entrelazamiento
para su ejecucion?. So6lo recientemente se comenzd a
abordar estd pregunta y se demostré claramente que, al
igual que la energia, podriamos almacenar este recurso
y utilizarlo para realizar tareas vinculadas con el proce-
samiento y la transmisién de la informacion. La explo-
racion de las posibilidades que abre el uso del entrelaza-
miento como recurso fisico es un campo relativamente
nuevo y la demora en su desarrollo se debe a que sélo re-
cientemente se comprobd que es posible generar, preser-
var y manipular pares de objetos entrelazados sobre dis-
tancias macroscépicas.

M. Comentarios y metaforas finales

Cudl es la imagen del Universo que nos provee la
mecdanica cudntica? No responderemos completamente
esta pregunta aqui sino que solo resumiremos los ingre-
dientes de esta visién a los que nos hemos referido en
este trabajo. La mecédnica cuantica postula la existencia
de propiedades observables de un objeto que son incom-
patibles entre si . Esto es algo novedoso y profundo.
Para asimilarlo es necesario cambiar radicalmente nues-
tra visién de la realidad fisica. En primer término de-
beriamos admitir que al hablar de las propiedades de un
objeto podemos generar cierta confusiéon. Esta termi-
nologia nos induce a pensar en algo que es propio del
objeto, que le pertenece solamente a él. Por el con-
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trario, la mecanica cuantica establece que aquello a lo
que llamamos propiedades (o que mas técnicamente de-
nominamos como una “magnitud fisica observable”) es
en realidad un canal mediante el cual el objeto inter-
actia con el mundo que lo rodea. El legado del principio
de complementariedad es que los objetos tienen distintas
ventanas con las que se conectan con el resto del Uni-
verso y que existen ventanas que no son compatibles en-
tre si . Aquello que llamamos “posicién” o “momento”
son en realidad idealizaciones que lo Uinico que expresan
son distintos mecanismos de interaccién (canales) por los
cuales los objetos de la naturaleza pueden afectarse mu-
tuamente. Lo que la mecdnica cudntica nos ensena es
que hay ciertos mecanismos de interacciéon que son com-
patibles entre si y que, por el contrario, hay otros que
no lo son. Cuando un objeto interactia con el mundo
que lo rodea mediante el “canal de posicién”, no puede
hacerlo mediante el “canal de momento” y viceversa. En
definitiva, la mecdnica cudntica nos ensena que los ob-
jetos tienen distintas caras y que no todas ellas pueden
ser vistas al mismo tiempo. La esencia del principio de
complementariedad es esa y ese es un hecho fundamental.

Otra de las ensenanzas de la fisica cudntica es que
el acto de mediciéon no es un hecho pasivo. Probable-
mente este sea uno de los aspectos mas controvertidos de
la mecénica cuantica. En efecto, la mecédnica cudntica
coloca al observador en un lugar diferente del que tradi-
cionalmente le otorgaba la fisica. Anteriormente se pens-
aba que las perturbaciones inherentes a la observacién
podian ser minimizadas. Se pensaba que era posible con-
cebir al acto de observar como una accién asimilable a la
de revelar algo que estd escrito en el objeto estudiado. La
mecdanica cudntica derribd ese paradigma y lo reemplazoé
por otro en el que el acto de observar es siempre una in-
teraccion. Muchas veces se presenta este hecho como una
ventana por la cual puede colarse el subjetivismo. Pero la
fisica cuantica no dice eso sino que establece que el pro-
ceso de medicion no puede dejar de objetivarse. No puede
dejar de describirse como una interaccion fisica. Pero
claro, la forma en la que la fisica cudntica combina esto
con la existencia de propiedades incompatibles no puede
dejar de sorprendernos. En efecto, si interactuamos con
un objeto mediante un cierto canal, determinamos el
valor de una de sus propiedades y creamos un estado en
el los valores de sus caras complementarias estan comple-
tamente indefinidos. Lo sorprendente y anti-intuitivo es
que no es posible concebir a este como un estado de ig-
norancia sobre los valores de las caras complementarias.
Por el contrario, debe ser tratado como una superposicién
de todas ellas. Probablemente la lecciéon cudntica que nos
resulte mas dificil de digerir siga siendo aquella que sin-
tetiza la frase de Asher Peres: los experimentos que no
se realizan no tienen resultados.

Por 1ltimo, las predicciones cuénticas para los sistemas
compuestos son ciertamente sorprendentes pero a la luz
de lo dicho anteriormente no deberian parecerlo tanto.
La mecéanica cudntica nos dice que podemos encontrar
un conjunto de propiedades globales de un sistema com-



puesto que sean complementarias a todas las propiedades
de cualquiera de sus partes. Cuando medimos ese con-
junto de propiedades colectiva de un sistema compuesto
preparamos al objeto en un estado en el que todas las
alternativas de sus facetas complementarias estan pre-
sentes. FEse es un estado entrelazado en el cual los val-
ores de las propiedades de las partes, que son complemen-
tarias con las propiedades medidas, estdn completamente
indefinidos. Es importante destacar que para que este
estado mantenga sus propiedades mas notables (el entre-
lazamiento) es vitalque permanezca aislado de todo tipo
de interacciones con el medio (que tipicamente tienen lu-
gar a través de canales locales). Si el objeto permanece
aislado y no es afectado por ningtiin mecanismo que in-
duzca su decoherencia entonces seguird comportandose
como un todo. Serd un objeto extendido, una unidad
no—local, pese a que sus partes se hayan desplazado a lu-
gares distantes. Las manifestaciones del comportamiento
cuantico de objetos compuestos cuyas partes entrelazadas
estan separados por distancias macroscopicas son real-
mente sorprendentes. El siglo XXI serd, sin duda, el
siglo donde el estudio, la ingenieria y el aprovechamiento
de este tipo de estados dara lugar al desarrollo de nove-
dosas tecnologias cuanticas que, tal vez, contribuyan a
que alguna vez la afirmacion de Richard Feynman “nadie
entiende la mecdnica cudntica” deje de ser cierta.
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XIII. CLASES 16 Y 17: INFORMACION Y
COMPUTACION CUANTICA

ESTA SECCION ESTA EN PREPARACION

Una introduccion. Feynman, simulaciones, etc. Histo-
ria.

A. El qubit

La superposicién cuantica. Recursos necesarios para
simular un sistema cudntico en una computadora clésica.

B. Evolucién temporal. Circuitos
Légica reversible. Fisica e informacion. Conjetura de

Landauer. Compuertas cudnticas universales. Control-
not y rotaciones.

C. Compuertas universales

Teorema general (enunciado, comentarios)

D. Qué es una computadora cuantica

Criterios de Di Vincenzo.

E. Algoritmos cuanticos

El algoritmo de Deutsch Josza. Breve historia de los
algoritmos (entre 1986 y 1994). Simon, etc.

F. Busqueda de periodos
Usar el paralelismo cuantico para algo util... es posi-

ble? Comentarios sobre el algoritmo de Shor. Implican-
cias.

G. Estimacion de fase

Una subrutina omnipresente. El poder de la transfor-
mada de Fourier cuantica.

H. Algoritmo de scattering

Un algoritmo con inspiracién fisica. Tomografia y es-
pectroscopia son formas duales de un comuto cudntico.
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XIV. CLASES 19: MOMENTO ANGULAR
A. Rotaciones y momento angular
B. Diagonalizacién simultanea de J? y J.

Podemos definir operadores de subida y bajada, que
cumplen un rol muy similar a los operadores de creaciéon
y destruccién para un oscilador arménico. Estos son:

Jy=J, i, Jo=JL.

Estos operadores obviamente conmutan con J? y satis-
facen la siguiente relacién de conmutacién con J,:

[J., Je] = £h Jy

De esta igualdad surge que si el vector |a,b) es autoes-
tado de J? y de J, con autovalores ah? y bh respectiva-
mente, entonces Jy |a, b) es autoestado de J2 y de J. con
autovalores ah? y (b= 1)A respectivamente. Esto surge
trivialmente de las identidades

J? Jila,by = JiJ?|a,b) = ah®Jx|a,b)
JZJi|a,b> (JiJZ + hJi)\a,b> = (b:l: 1)71 Jﬂa,b)

Con estos ingredientes es relativamente simple encon-

trar el espectro de J? y J,. Para eso procedemos de la
siguiente manera.

1. a > 0. Esto surge de que el operador J? es definido
positivo. En efecto, para cualquier estado |¢) se
verifica que

W)y = > [Jal®)? >0

a=x,y,z

En consecuencia, como J? es semidefinido posi-
tivo, sus autovalores son numeros reales mayores
o iguales que cero.

2. Para cada valor de a, el autovalor b estd acotado, Es
decir, para todo a, existe 5 > 0 tal que —7 < b < j.
Esto surge a partir de la observacion de que los op-
eradores J_Jy y JyJ_ también son semi definidos
positivos. En efecto, para ambos operadores se
cumple que para todo estado |¢)

(Wl JxJxl) = [|J=l)]|* > 0
Por otra parte, es facil demostrar que
Jede =J2 —J2F hJ.

Entonces, si tomamos el valor medio de los oper-
adores JxJ1 en los autoestados |a,b) tenemos

{a,b|JxJx|a,b) = h*(a—b*Fb) >0
entonces a > b>+b.
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De la ecuacién a > b2+b surge que si b > 0 entonces
debe cumplirse que a > b(b+1) > b(b+1), mientras
que si b es negativo se verifica que a > |b|(|b|F|b]) >
|b](|b] + 1). En todo caso, b estd acotado y debe
tomar valores entre un valor maximo b4, = j > 0
y un valor minimo b,,;, = —j. Por otra parte se
cumple que a = j(j + 1). Teniendo en cuenta esto,
a partir de ahora cambiaremos de notacion y a los
autoestados comunes de J> y J. los denominaremos
|7,m). O sea

|4, m) = |a,b)
cona=j(j+1)yb=m.

3. j es entero o seminentero. Mas arriba demostramos
que los operadores J4 nos permiten movernos hacia
arriba o hacia abajo del espectro de J,. O sea, el
estado Ji|j,m) es autoestado de J, con autovalor
(m £ 1)h. Es decir:

Ji‘ja m> = Cﬂ:(jﬂ m)|jam + 1>
donde las constantes Cyi(j,m) se obtienen im-

poniendo la normalizacién de los estados |j,m) y
resultan ser

CL* = (j,m|JxJxlj,m) = (j,m|J* — J2 F hJ,|j,m)

= PG +1) —m(m=+1)) =h((GFm)([G+1+m))

En consecuencia, podemos escribir que

Jelj,m) = /(G +1) —m(m £ 1)|j,m+1)
= (G Fm)(G+1Em)|j,m+1)

o bien
o 1) ! Ji 1j,m)
) = — + )
h/iG+1) —m(m +1)
lj,m=E1) = J+ |4, m)

G Fm)G+1Em)

Ahora bien, sabemos que el espectro de J, estd aco-
tado ya que debe valer que —j < m < j. Esto se
pone en evidencia notando que el estado |7, j) es tal
que

Jiljg) =0
J-|j,=j) =0

El argumento para demostrar que j es entero o
semientero ahora es idéntico al usado para encon-
trar el espectro del oscilador armoénico: Supong-
amos que partimos del estado |j,j) y aplicamos
sucesivas veces el operador J_. Luego de k pasos,
llegaremos al estado |j,j — k). Si j no fuera en-
tero o semientero entonces podriamos repeteri este
procedimiento un nimero de veces suficiente como



para encontrar un valor de m < —j lo cual es ab-
surdo. Solamente cuando j es entero o semientero
podemos asegurar que partiendo del estado |j,7)
llegaremos al estado |7, —j) en un nimero entero
de pasos. La cantidad de pasos es siempre (25 + 1).

4. Los espacios generados por los vectores
{l;m),—j < m < j} son invariantes frente
a las rotaciones. Esto es facil de demostrar
ya que cualquier rotacién es de la forma
D(R;(¢)) = exp(—i¢J - ). En consecuencia
el operador D(Rjz(¢) conmuta con J? y por lo
tanto transforma un autoestado de este operador
en otro autoestado. O sea, las rotaciones no
mezclan vectores con diferente valor del numero
cuantico j.

5. Para uso futuro, conviene recolectar aqui algunas
identidades importantes. Aplicando J_ sucesivas
veces al estado |7, m) obtenemos

J_ljm) = h/(G+m)(G+1—m)ljm—1)

Py = it [k 0y

25k
k
WUJ —k)

JEi.g) = h

De las expresiones anteriores se deduce la formula
para obtener el estado |j, m) a partir de |, j). Esto
es, tenemos que aplicar la férmula anterior para J_
con k= j —m. Esto es:

iy (200G —m)!
JJ " 9 :hj m T Ny
275, 9) Gm) |7, m)
o bien
. 1 j+m)! .
|4, m) ( ) PG

e\ 251G —m)!

C. Matrices de J, y J,. Ejemplos: spin 1/2y 1

Podemos obtener facilmente las matrices de los oper-

adores J; y Jy en la base de autoestados de J? v J,.
Para eso tenemos que recordar que

1 1
szi(J++J*)7 Jy:Z(J*F_J*)

En consecuencia, usando que

Jiljm)y =h/(GFm)(GEm+1)|jm+1)

(3, m/[ Tz |3, m)
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deducimos que la matrices de J, y Jy son tales que

h

5 (VG =m)(G+m+ Dommer +

+ VG +m)G —m+1)0m m-1)
h

(G, m'|Jy|j,m) = —(\/(j —m)(J+m+ 1) mt1

21
— VMG —m+ 1) m1)

Podemos calcular explicitamente estas matrices para los
casos j =1/2yj=1.

1. 7 =1/2. En ese caso tenemos m = 1/2,—1/2 (or-
denamos los vectores de la base siguiendo el orden
decreciente del nimero m). En este caso, las ecua-
ciones anteriores implican que cuando m = 1/2, el
unico elemento de matriz no nulo de J, y Jy, es

1 1 1 A 1
G gty g =

57
1 1 1 h
<§77§|Jy|§7§> - 272

En consecuencia, las matrices de

h(01
%= 5(10)
h (0 —i
Jy:z(i o)
h(1 0
To= g (0 _1> (103)

Evidentemente, en este caso obtenemos un viejo re-
sultado (pero lo hacemos de manera constructiva):
Jk = %Uk.

2. j = 1. En este caso m = —1,0,1. Cuando m =1
los unicos elementos de matriz no nulos son

h
L,[1,0) = —— = (1,0[J,]1,1),
(1,1]12[1,0) 7 (1,0J2[1,1)
h
LO[J,[1, —1) = —— = (1,-1|J,|1,0
(1,0]Jz(1, —1) 7 (1, -1|Jz|1,0)
. h
(1,1]J,11,0) = —Zﬁ:—<1,0|Jy|1,1>,
h
<170"]ZI|17_1> = _7’7:_<1a_1|‘]y‘130>

S

En consecuencia las matrices son

L (010
o= 2 101
vV2\p 10
PR R
S N
vV2\o i o
10 0
2. =nrloo o (104)
00 —1



D. Momento angular orbital

El momento angular orbital es
L=7FAp
Las componentes de este operador
Ly =yp. — 2py, Ly = 2ps — xpz, L. =2apy — ypa
son tales que se satisfacen las relaciones de conmutacién
[Lj, Li] = i€ Ly,. Usando el hecho de que en la repre-
sentacién posicién el operador momento es p; = %53—, las
componentes del momento angular son
L, = —ih(y0. — z0y)
L, = —ih(20, — 0,)
L, = —il(xz0y — y0,)
Es 1til escribir estos operadores en coordenadas esféricas.

Las coordenadas podemos escribir las componentes del
vector posiciéon son

xr = rsinfcos¢
y = rsinfsin¢
z = rcosb

La inversa de estas ecuaciones puede escribirse como

r = ‘/$2+y2+2’2

z
cosl) = ———
/$2+y2+22
tan¢ = g
T
Por lo tanto las derivadas cruzadas son
T z
O, = —, Oyr = y, 0.r = —
r r r
Zx 2y 1 22
Oy cosl = 5 8yc059:—r—3, 8Zc089:;—r—3,
1
Oy tang = —%, Oytan¢ = —
T T

Por lo tanto las derivadas

. sin 0 cos 6 cos
0, = sinfcos @0, — sinfeosfeos ¢ cos 0
r

sin ¢

— .5 _ o ;Utan
rsin 6 cos? ¢ ¢

sin 6 cos 6 sin ¢

dy = sinfsin¢d, — Ocos 0
1
76 an
+ rsin 6 cos ¢ tan ¢
.2
0
0, = cos00, + S Ocos §
T
O, lo que es lo mismo:
P .
0, = sin6cos @0, + o8 COS¢39 — Su,l(b 5
r rsin 6
05
Jy = sinfsin 0, + con 7o ¢89 + CO.S ¢
rsin 6

0, = cosf0, — ﬂae
r
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De aqui surge que las coordenadas del momento angu-
lar se pueden escribir como

L. = —ihdy

L, = ih( sin ¢dy + cot 0 cos ¢8¢,)
L, = —ih( cos ¢y — cot @ sin ¢0y)
Ly = h eii¢( F 10y + cot O 6¢)

A partir de estas exresiones podemos obtener la forma
explicita de las funciones de onda de los autoestados de
2 y L.. Llamaremos a estas autofunciones W, (7) =
(Fln,l, m). En estas expresiones [ y m son los autovalores
de L2 y L, mientras que n es el autovalor de algtin otro
operador que conmute con ellos y que forme un CCOC
junto con ellos.

La condicién de que el estado sea autoestado de L,
implica que

LoV (7) = =ih0g W 1 m () = mhWp 1 m(F)
‘l’n,l,m(ra 9; ¢) = eimd) fn,l,m(rv 9)
Por otra parte, la funciéon de onda del estado con méxima

proyeccién del momento angular (cuando m = [) se ob-
tiene a partir de la ecuacién Ly ¥, ;;(r, 6, ¢) = 0:

LoV, .,(7) = —h €i¢>( — 0o+ lcotd )V,

— (—Be—i— lCOte)fn,l,m(ru 0) 0

Por lo tanto,

g fra1(r,0) =1 cot@ fr(r,0)

La solucién de esta ecuacién es inmediata:

Fani(r,0) =sin' 0 g, 1,(r)

De todo lo anterior deducimos que podemos escribir
Up1a(r,0,¢) = €™ sin' 0 g 1(r)

Donde, por ahora, la funcién g, ;; es elegida de modo tal
que la funcién de onda completa estd normalizada. Una
vez obtenida la funcién de onda de este estado podemos
encontrar las funciones de onda de todos aquellos con
m < [ usando que

(I+m)! L_

200(1 — m)! (5) 7" W14 (r, 0, 0)

\I’n,l,'m(’ra 97¢) = h

Podemos introducir la siguiente notacion para reescribir
esta expresion

\I’n,l,m(’ra 07 QS) = )/lm (07 ¢) Rn,l (T)

donde la parte angular y radial de la funcién de onda
satisfacen las condiciones de normalizacién

/ sin 0d0deg Y™ (0, 8)Y (0,6) = 61.10m s

/TerRnJ(r)RZ,J,(T) = Op,n/ 0Ll



Usando todas las expresiones anteriores es posible escribir
una expresién simple para las funciones Y, (0, ¢) que no
son otra cosa mas que los arménicos esféricos. Esta es:

/( 21+1 2!
Y'(0,¢) = 2lz'

(I+m)! L_

Y (0.6) =\ | gy (50 0.9)
o sea,
m l+m 2l+1)
¥r0,¢) = 211' \/ —m)!  4r %
e 7) " (sin? 9)
sin™ 6 \d cos 0

E. Los arménicos esféricos y las rotaciones

Como vimos, los operadores que representan a las rota-
ciones en el espacio de estados conmutan con L2 y, por lo
tanto, dejan invariantes los subespacios asociados con los
distintos valores del nimero cuantico [. Por consiguiente,
si aplicamos una rotacién a un estado de la forma |I,m)
siempre obtendremos una combinacion lineal de estados
con el mismo valor de I:

D(Rz(9))|l,m) = sumyy DY (Ra(e))|l, m')

En esta expresion, el simbolo D®) denota a ua matriz de
(204 1) x (21 4+ 1) que depende de [ y de la rotacién en
cuetién. Estas matrices nos dicen, precisamente, como se
mezclan los arménicos esféricos. Veamos cémo es esto:
Consideremos un autoestado de la posicién |7), la parte
angular de este vector podemos describirla con un versor
€r, que apunta en la direccién del vector 7, caracteri-
zado por las coordenadas esféricas 6 y ¢. Usando esta
nocacién, podemos escribir que

Y0, ¢) = Y"(&) = (&|l,m)
La funcién de onda del estado rotado D(Rjy) serd
(€:D(Rz)|l, m)

Tendiendo en cuenta esta expresién, resulta que
-y

donde €. = R%é’n es el vector que se obtiene rotando €,
con la rotacién inversa Rg.

Podemos aplicar esta expresién a un caso particular y
descubrir que los elementos de la matriz de DU se rela-
cionan también con arménicos esféricos. Consideremos
el vector €, apuntando en la direccién del versor €, (o

<é:"‘l’m> Ri)m,m Y™ (€r)
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sea, tomamos 6 = 0). Si rotamos este versor hasta hac-
erlo apuntar en la direccién de €., cuyas coordenadas
esféricas son 6 y ¢, entonces podemos escribir que

=2 phR

donde la matriz R% es la que me lleva del eje €, a €.
Los armoénicos esféricos son tales que se cumple que

m m’}/l (030)5

20+1
Y;"(0,0) =6, T
l ( ? ) 70 47T
y por lo tanto resulta que
2041
Y™ (0 = D(Rjz
l ( )¢) 47_[_ ( )m$0

Cabe notar que la rotacion Ry es aquella cuyos angulos
de Euler son 8, ¢ y x = 0.

F. Representaciones irreducibles del grupo de las
rotaciones en H;

Consideremos el espacio de Hilbert de una particula
que se mueve en tres dimensiones. Este espacio, que lla-
mamos H7 tiene una base formada por los autoestados
del operador posicién, a los que denominamos |7), estos
vectores forman una base. Por otra parte, en este mismo
espacio podemos deinir otra base, como mencionamos
mas arriba, que esté asociada a un CCOC integrado por
EQ, L, y algin otro operador que conmute con ambos
(v que complete la base). Por ejemplo, en el caso de
una particula en un potencial central, este CCOC podria
ser completado por el Hamiltoniano H. En este caso, la
base estd formada por los estados de la forma |n,l, m).
En este espacio de Hilbert acttian los representantes de
las rotaciones, a los que llamamos H(Rz(¢)). Los resul-
tados que expusimos mas arriba implican que las matri-
ces de rotacién no mezclan estados con distinto momento
angular principal [. Es decir, en cada subespacio gener-
ado por un dado valor de [ actiia un representante de la
rotacién a la que llamamos D®. Estos subespacios son
llamados ”representaciones irreducibles” del grupo de las
rotaciones. Si el subespacio de momento angular [ se
denomina H;, entonces el espacio de Hilbert total es la
suma directa de todas las representaciones irreducibles.
Es decir

Hi = @i>oHy

G. Momento angular orbital y energia cinética

Es facil ver que la energia cinética de una particula que
se mueve en tres dimensiones puede escribirse de modo
tal que la parte angular quede determinada completa-
mente por el momento angular. Esto es equivalente a lo



que obtenemos cuando escribimos el Laplaciano en co-
ordenadas esféricas. Para deducir la forma explicita de
esta relacién podemos calcular

L*=(FAp)- (FAp)

Este producto escalar puede reescribirse en términos de
las componentes de los vectores posicién y momento de
la siguiente manera:

=

L? = €31€jmn TPl TmPn
= (0k,mO1,n — Ok,nO1m) TEDL TmPn
= TkPL TkDL — TEPL TIDk
= Tk TEPIPL — TkPE DT — thrgpr — ihrgpy
= Tk TEkPIDL — TkPk TiPL — thripx — ihrgpy + 3thripy
= #p? — (7 p)? i p
En consecuencia, el operador p? resulta ser

1

1 1 -
o S 2 . 2
p = ﬁ(rﬁ) —zﬁﬁ(rﬁ)—kﬁL
1 1 1 -
= —1*(=0,(roy) + =0r — 5 L?
(r (r )Jrr r2 )

= W0+ 20, 5T?)

H. Operadores vectoriales

El momento angular J es el generador de las rota-
ciones, lo que quiere decir que D(Rz(¢)) = exp(—ipi -
J, /h). Es facil analizar cémo cambia el operador J frente
a una rotacién. En efecto, calculemos

J' = D' (R:(¢))JD(Ra())

Usando las relaciones de conmutacién entre las compo-
nentes del momento angular, se puede demostrar de man-
era sencilla que

Jy. = (Ra(9)ri i

Esto quiere decir, que las rotaciones afectan al operador
J de la misma manera que lo hacen con un vector en el
espacio Re®. Las componentes del operador rotado son
combinaciones lineales de las componentes del operador
sin rotar, siendo los coeficientes de esa combinacion lineal
los elementos de la matriz de rotacién (de 3 x 3) corre-
spondiente. Cualquier terna de operadores que cumpla
con esta misma condicién forman un ”operador vecto-
rial”. Es decir, V= Vi€x + Vy€y + V.€, es un operador
vectorial si y sélo si se cumple que

Vi = D'(Ra(¢))ViD(Ra(9)) = (Rii(6))u Vi

La condicién necesaria y suficiente para que un operador
sea vectorial es que se cumplan las relaciones de con-
mutacion

(5, Vi] = iheju Vi
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Para demostrar esta identidad basta con considerar una
rotacién alrededor del eje €, en un angulo infinitesimal.
En ese caso tenemos que D(Rz(¢)) = I — i¢pJ,/h. En-
tonces, la condiciéon de que el operador sea vectorial es
equivalente a

V! =V +i¢(J.V; — Vi) [l = (Rx(8)) Vi

Usando la forma explicita de la matriz de rotacion que
es tal que (a primer orden en ¢) sus dnicos elementos no
nulos son Ry, = 1, Ry = —¢ = —Ry,, obtenemos las
condiciones:

iV, = Vol) = =iV, i(J.V, — V,J.) = hV,

de donde se desprende que debe valer [Ji, V)] =
ithlme.



XV. CLASES 20: SUMA DE MOMENTOS ANGULARES
A. Dos espines 1/2

Consideramos dos particulas de spin 1/2. El espa-
cio de estados de cada una de ellas es H; /3, cuya di-
mension es dim(H,/2) = 2. El espacio del sistema
compuesto es, tal como vimos anteriormente Hio =
Hi/2 ® Hyijo- En este espacio compuesto, existe una
base (que habitualmente en este contexto se denom-
ina ”base desacoplada”) que estd formada por los au-
toestados comunes de los operadores S;, = S, ® Iy
S>, = I ®S,. Denotaremos a estos vectores como
Brs = {43, +1), [+1,—1),| =1, +1), |1, —1)} (en los
capitulos anteriores denotdbamos estos estados como
Bi2 = {]0,0),]0,1),]1,0),|1,1)}, pero en este capitulo
usaremos la notacién en la que cada estado estd rotulado
por el autovalor de S, /A (con a = 1,2).

En el espacio H; 2 podemos definir otra base, que esta
asociada a otro CCOC. En efecto, podemos considerar
el espin total §T = §1 + §2. Como sucede con cualquier
operador que satisface el dlgebra del momento angular, se
cumple que [§2, Sk] = 0 para todo k = z,y, z. Asimismo,
se cumple que los operadores 5?2 conmutan tanto con

S’ como con St .. Esto es facil de demostrar usando las
1dent1dadeb

§%=§%+§§+2§1'§2

La conmutacién de S7. con 57, surge a partir de notar

que estos operadores conmutan con Sy - S (va que cnn-
mutan con todas las componentes de S y de §2) Por
otra parte, el hecho de que St . conmuta con todos los
operadores en cuestién es también obvio.

En consecuencia, hay dos conjuntos completos de ob-
servables que conmutan:

ccoc, =
CCOCy; =

{5?7 ng Sl,za SQ,Z}
(52,5252, 57..}.

Obviamente, estos no son los tnicos CCOC. Hemos visto
en este mismo caso (dos espines 1/2) que un conjunto
completo alternativo esta provisto por los operadores
CCOCs ={S7,53,81: @ S22, 810 @ S2.0}

Cada CCOC tiene una base de autoestados asociados.
El primero de ellos tiene a la base B; 2, que ya hemos
definido mas arriba. El tercer conjunto tiene a la base
de Bell como la base de autoestados comunes. Encon-
traremos la base de autoestados del segundo conjunto
completo. Para esto usaremos un método que puede gen-
eralizarse para el caso de dos sistemas de espin arbitrario
(J1y J2)-

En efecto, podemos notar que hay dos vectores de
la base B; 2 que también son autoestados del segundo
CCOC. Estos son los vectores [+1,+1) y [-1,—1). Esto
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puede demostrarse explicitamente:

11 G2, @, 08 ay.l 1
Stltg+g) = ST+ +25 - S)l+5.4+3)
3 3
= (> +=

(4+4+

1
+ 2(S1252,4 + S1,yS2, + 51725272))|+§, +=

3 1,1 1

= B2 422+ 4=

(5 +2l5+3)
11
= 2%+, 4=
|+2,+2>

Para demostrar estas tltimas identidades es conveniente
notar que
1
S1,252,2 + 51,452,y = 5(517+527_ +51_524)

En consecuencia, cuando este operador actia sobre el
estado |1, 3) siempre lo anula (obviamente este argu-
mento podré aplicarse en general para estados con espin
j1y jo. Para el caso de espin 1/2 que estamos anal-
izando también podriamos operar con los operadores
Sa,m y Sa,y Yy usar que 31,152,z|+%7+%> = |_%7_%>
y S1yS2yl+3+3) = —|—3,—1), con lo cual la con-
tribucion de estos términos en la ecuacién anterior se
cancelan mutuamente.

Por otra parte, cualquier estado que es autoestado de
S1,2 y de Sy . serd también autoestado de la suma de
ambos. Es decir, podemos probar que el estado es au-
toestado de St :

1 1 1 1
ST,z|+§a+*> = h|+§7+*

2 2>'

De estas expresiones se deduce que el estado |—|—%, +%>
es autoestado de S2 con autovalor s = j(j + 1)k con
j = 1. Este estado también es autoestado de St . con
autovalor mh con m = 1. Lo mismo sucede con el estado

|—%, —%> Es decir, que hemos demostrado las siguientes

identidades
1 1
|+§,—|—§> = ls=1,m=1)=]1,1)
1 1
ra) = ls=Lm=-1)=L1)

A partir de estos estados podemos construir todos
los autoestados del CCOC; de la siguiente manera. Si
tomamos el estado con spin tottal s =1y m = 1, pode-
mos obtener otro estado con s =1 y m = 0 aplicando el
operador St_ = S1,_+95> . A partir de ahora denotare-
mos los estados asociados al CCOC5 con los autovalores
sy m, es decir, serén de la forma |s,m). Entonces,

Sr_|1,1) = hy/1(1+1) —1(1—1)[1,0)
(S1,+ S5 )1,1) = h\/2(1+;) SG-1)
x (Hg,—3) +|-5.4+3))

1
2

)



En consecuencia, deducimos que

1 1 1 1 1
E(H‘g» -5+ |—§7+§>)

2

Entonces, hasta aqui hemos demostrado que es posible
construir dos estados que son autoestados del CCOC5.
El tercero es el estado |[—1,—1) = [s =1,m = —1). Es-
tos estados son autoestados del spin total con autovalor
s = 1 y autovalores de St . que son m = —1,0,+1. Es
decir, a partir del estado de maxima proyeccién del mo-
mento angular total en la direccién €, hemos construido
una familia de tres estados que podemos denominar

B, = {|171>v |1’O>v |1’_1>}

|170> =

Cémo construir el cuarto estado para completar la base
de H;,27 Este estado debe ser ortogonal a todos los an-
teriores. Por lo tanto puede construirse a partir de los
mismos estados que intervienen en la combinacién lin-
eal que define al estado |1,0). De ese modo, el estado
resultante necesariamente sera autovalor de St . con au-
tovalor m = 0. A partir de las expresiones anteriores es
facil ver que el estado ortogonal al |s =1,m = 0), que
denotamos como 1?() L, €S

V222 2" 2

Este estado es también autoestado de ,S_’?p, lo cual puede
verse calculando explicitamente. Su autovalor es s = 0.
En general, es inmediato notar que el estado ortogonal
a |1,0) es aniquilado por Sr .4 y, por lo tanto, es el
de méxima proyeccién de St ., (y por consiguiente debe
tener s = 0). En resumen, hemos construido una base del
espacio H1 2 que estd formada por los cuatro siguientes
vectores (la base se denomina ”base acoplada”):

‘170>L: >)

1 1 1 1 1
ls=1,m=-1) = |—|—1 —l—})
S 2772
1 1 1 1 1
1 1
|5 7m > | 27 2>

Evidentemente esta base es la unién de los estados de
la familia B; con el estado de la familia (unipersonall)
By ={|0,0)}. En rigor, hemos demostrado que el espacio
producto Hi 2, que es el producto tensorial de los espacios
de cada espin, puede escribirse como suma directa de
espacios correspondientes a sistemas de s =1y s = 0.
Es decir

Hig=Hipp@Hipp= 7‘[0 @ H1

B. Suma de momentos angulares

Vamos a generalizar aqui la construcciéon anterior y
aprender a sumar dos momentos angulares cualquiera.
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Para evitar confusiones introduciremos la siguiente no-
tacién: Los autoestados comunes de J?, J_g, J_% v Jr,, se
deberian denotar como |j1, jo2,j,m). Sin embargo, para
no recargar la notacién los denominaremos |j,m). Es
decir

|j1?j27ja m> = |.7;m>
Ademaés usaremos la notacién
J+ = Jj1 £ Jo,

y supondremos que j; > jo, lo cual podemos hacer sin
pérdida de generalidad.

Como vimos mas arriba, hay dos estados de la base
desacoplada que también estdn en la base acoplada. Es
decir, hay dos estados que tienen una ”doble personali-
dad”. Estos son los estados: a) j =jr =j1+joym=
Jr =ghitjeyb)i=j-=ji—joym=—j_=—(ji—J2)
Estos dos estados son los que tienen méaximo valor de j
y méxima (o minima) proyeccién de J alo largo de la
direccién €,. Estos dos estados serdn denotados como

|j17j27j+7j+> = ‘j+aj+>
L1, J2, J+s —J+) = i+, —J+)

Tal como hicimos en el caso de dos particulas de espin
1/2 usaremos el estado |ji,j4+) como punto de partida
para generar una familia de estados (en el caso anterior
esa familia era By, ahora serd B;_ ; en el caso anteriore la
familia tenfa g, = 3 estados, ahora tendrd g;, = (2j4+1)
estados. Veamos como puede hacerse esto.

C. Construccién de todos los estados |j,m) (la familia
Bj+)

Consideremos el estado |j;,j+). Si a ese estado le
aplicamos el operador Jr, _ iremos bajando en la escalera
de autovalores de Jr , manteniendo el momento angular
total j = j4. En efecto, podemos asegurar que

. _ (j +m)! Jr—\j-m, . . ..
|.]am> - (j_m)'2j'( h ) |jly]27]17]2>
Podemos recordar que Jr,_ = J;,_ + Jy _ y desarrollar

el binomio que aparece en la expresiéon anterior. De ese



modo obtenemos
J m
= (G4 +m)! i: ]+—
(Jy —m '21'5“ "
iy —m—k L
ij—m J27‘31,32J17J2>

+m)! -
_\/(]+ J+ Zk']+_m o

. 2711221 (s — m — k)IK!
(241 — jy +m+ k) (242 — k)!

|j+7m>

X

X |j1,d2, 01 — j+ + m+k, j2 — k)
- \/(]+ +m)!l(j+ —m)!2j:1255! jim
274! k=0
1
* Gr o WG — s Tt s = B
X |1, J2s 1 — J+ +m+k,j2 — k)

Entonces, concluimos que usando la expresién anterior
podemos escribir todos los estados de la forma |j,m)
con todos los valores de m € [—j4, jt]. Cabe notar que
en cada paso, el nimero de términos en la combinacién
lineal es distinto. Para el estado |55, m) intervienen todos
los estados de la forma |41, j2, M1, m2) con my+mso = jq.
La férmula final que usaremos es

m)12j;12j5! “Z‘:’"

(J+ +m)(j+ —
2j+! k=0

lj1,J2,m +k — ja, jo — k)
Vs —m— k)G +m+ k)2 — k)!

Cabe notar que esta expresion involucra una combinacién
lineal que en apariencia involucra un niimero de estados
que es igual a N = j; —m. Sin embargo, el nimero
de estados esta acotado por N = 2j5 + 1. Esto se debe
a que el operador Jo_ aparece elevado a la potencia k
y J*¥ = 0 cuando k > 2j, (esto se refleja en la férmula
anterior en el hecho de que si reemplazamos algtiin valor
de k > 2jo en esa expresion obtendriamos estados no
fisicos). En consecuencia, N = 2j5 + 1 es el ntumero
maximo de términos que intervienen en la combinacién
lineal.

Podemos graficar este procedimiento diciendo que
hemos construido una escalera de estados

m) =

|j+a

s da) = [ e = 1) = oo = s = + 1) = 4, —J4)
Con este procedimiento hemos construido 2j4 41 estados
que forman una familia que denominamos

Bj+ = {|j+’m>’ _j-‘r <m< .7+}
Esta construccion es la generalizacion evidente de la que
hicimos anteriormente para dos espines 1/2 y que nos
llevo a construir la familia del triplete B;. Ahora debe-
mos continuar el procedimiento y construir otras familias,
que tendran valores diferentes del momento angular total
j.
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D. Construccion de todos los estados de la forma
|7+ —1,m) (la familia B;,

Tomemos el segundo estado de la escalera que describi-
mos mas arriba (o sea, el estado |jy,j+ — 1) al cual
llegamos luego de aplicar Jr _— una sola vez al estado
j+,7+)). Este estado es combinaci‘on lineal de dos es-
tados (corresponde al caso donde el limite superior de la
suma que aparece mas arriba es jL —m = j. — (j —1) =
1). En este caso, es facil escribir explicitamente el estado
ya que involucra la suma de dos términos. En efecto,
usando las expresiones anteriores obtenemos

.. Ji,. .. ) Jo . ...
s = 1) =[5l dasdr = Ljo) 4 [ -l das iz = 1)
J+ J+

Es facil encontrar un estado que sea ortogonal a éste y que
sea construido como combinacién lineal de los mismos
estados. El estado ortogonal a este podemos denotarlo
como |j4,j4+ — 1)1 y resulta ser

ljy i — 1)L = \/ |]17]23.71 1, ja) \/ |]17]27]1,J2

Tal como hicimos en el caso de dos espines, es posi-
ble demostrar que este estado no es otro mas que
li+ — 1,7+ — 1). El motivo es obvio: por un lado es triv-
ial observar que este estado es autoestado de Jr ., ya que
estd construido como combinacion lineal de estados tales
que m1+msg = j —1. Por otra parte, para ver que ese es-
tado también es autoestado de J_% alcanza con demostrar
que es aniquilado por el operador de subida Jr . Este
célculo podria hacerse en forma explicita en este caso,
pero hacemos notar aqui que existe un argumento gen-
eral que lo demuestra, que expondremos mas abajo. En
resumen, hemos demostrado que

I, = |J+

\/ |317]27]1 —1,j2)
[gi,. . . .

— /=1, 2, 41,52 — 1)
J+

Este estado tiene j = j1 — 1y m = j4+ — 1 y puede
usarse como semilla para generar una nueva familia de
estados que obtenemos aplicando el operador de bajada
Jr _. De esa manera generamos una escalera de estados
todos los cuales tienen el mismo valor de j = j4 — 1
(que es heredado del progenitor, ya que el operador de
bajada conmuta con J_%) Estos estados van recorriendo
todos los valores posibles de m € [j+ — 1,5+ — 1]. Es
decir, generamos una segunda familia de estados a la que
llamamos B;, _1 y estd formada por

—(r—1)<m< (e —1)}

Esta familia es andloga a la que denominamos By para el
caso de dos espines 1/2 (en ese caso j —1 =10y por lo

|j+7j+ -

iy — 1L,y —1) =

Bj+*1 = {|J+ - 17m>7



tanto la familia tiene un solo integrante. En este caso el
nimero de integrantes serd dim(H;, _1 = 2(j+ — 1) + 1.
Graficamente podemos ver que hemos generado estados
en una escalera descendente de la siguiente manera:

Ly —2) = ...

i+ — Ly —1) — |j+ —
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que aparece en la combinacién lineal que permite escribir
el estado |j;,m) crece desde N = 1 para m = j; hasta
llegar a N = 2jo+1 param = j_ (o sea, el estado |54, j_)
es siempre combinacién lineal de 2js + 1 estados).

A partir de ese estado, al aplicar el operador de ba-
jada, el nimero de términos en la combinacién lineal se

= jr —1,—j+ +2) = |j+ — 1, —j+ + Imantiene constante (e igual a 2j, + 1) hasta llegar al

E. Siguiendo en la escalera descendente de j (generando
todas las familias B;)

Siguiendo la estrategia que delineamos antes, podemos
continuar generando estados con distintos valores de j.
En efecto, hemos mostrado como generar las familias de
estados

Bj = {|j+,m>vm€ [_j+7j+]}
Bj, 1 = {lj+ —1L,m),m € [—j —1,j4 — 1]}

Para generar la familia de estados B;, _» tomamos los es-
tados de estas familias que tienen el autovalor m = j; —2.
Estos son |j+,j+ —2) v |4+ — 2,7+ — 2) (el tercero y se-
gundo estados de B;, y Bj, _1 respctivamente). Estos
estados son combinacién lineal de los mismos vectores
(los tres vectores de la base desacoplada que cumplen,
precisamente, que my + me = jy — 2). Como estos
tres vectores generan un subespacio real de dimension
3, es posible encontrar un tercer vector que sea ortogo-
nal a los dos anteriores. Por construccién, este estado
serd también autoestado de Jr . del mismo autovalor
que los otros dos. Por otra parte, es facil ver que este
estado serd aniquilado por el operador Jr ;. Para de-
mostrar esto podemos hacer la cuenta en forma expli cita
(lo cual es trabajoso) o bien podemos argumentar de la
siguiente manera general: Al aplicar Jr 4 al estado or-
togonal a los dos anteriores, generaremos necesariamente
una combinacién lineal de los dos vectores que cumplen
m1 + mg = j4 — 1. Este nuevo vector deberia tener el
mismo valor de j que su progenitor y por lo tanto de-
beria ser un estado ortogonal a los dos anteriores. Sin
embargo, como el espacio generado por los vectores que
cumplen con la condicién m; + my = j4 — 1 tiene di-
mensién 2 no hay lugar para un tercer vector ortogonal,
por lo cual este vector tiene que ser necesariamente nulo.
En conclusién, demostramos rigurosamente que este ter-
cer vector es autoestado de m con autovalor j; — 2 y
que es aniquilado por Jp . Por consiguiente, este es-
tado debe ser autoestado de j% con autovalor j = j4 —2.
Aplicando el operador de bajada Jr,_ a este estado con-
struimos la tercera familia

By, 2 = {ljs — 2m),—(js —2) <m < (1 — 2)}.

La pregunta que surge naturalmente es: Cuantas fa-
milias podremos generar de este modo? Esta pregunta
es equivalente a otra: Cuales son los valores posibles de
4 que podemos obtener a partir de j; y jo? La respuesta
es sencilla: Como dijimos antes, el nimero de vectores N

estado con m = —j_ (o sea, al estado |ji,—j_)). A
partir de este estado el niimero de términos en la com-
binacién lineal se va reduciendo hasta llegar a ser nueva-
mente N = 1 para el estado [j, —j+)-

Esta observacion nos permite responder la pregunta
sobre el nimero de familias que podremos generar. En
efecto, nunca podremos generar mas de N = 2jy + 1
familias ya que ese es el nimero méaximo de vectores
ortogonales que podremos generar combinando aquellos
que participan en la combinacién lineal necesaria para
escribir cualquier estado |ji,m). Como cada familia
estd asociada a un valor distinto de j que decrece desde
7 = Jj4+, concluimos que los posibles valores de j son tales
que j— < j < ji (ya que j_ = jy — 2j2). O sea, en
general

|71 — g2l <J <j1+J2

Es facil ver que si contamos el nimero de vectores en es-
tas familias obtenemos la dimensién del espacio producto
M, @ Hj, (osea, (2j1 +1) x (2j2 +1). Por cierto, esto
surge de realizar explicitamente la sumatoria

S @i+1) = > @G +i)+1)
=i~ §'=0

= (2j2 + 1)2j2 + (2j- +1)(2j2 + 1)
= (21 +1) x (252 +1)

Todo lo anterior implica que el espacio producto
Hi2 = H;, ® H;, puede obtenerse como suma directa
de los espacios generados por las familias de estados b;.
Es decir

7‘[1’2 = Hj1 (39 Hj2 = EB?J;Q;,H]'

F. Método grafico

En preparacion (faltan todas las figuras...).

G. Acoplamiento espin drbita.

Esta construccién puede hacerse de manera completa
en un caso simple pero que es importante. Supongamos
que sumamos el momento angular orbital y el espin. En
ese caso tenemos j; =1y jo = 1/2. Entonces, sélamente
dos términos sobreviven en la suma que permite expresar
cualquiera de los estados |j, m). En efecto, las ecuaciones



anteriores pueden reescribirse como

Loy ¢U+§+WMU+§—mﬂ

i+ 5m 2l +1
1 1 11
X ( 1 1 ”|la§7m_§7§>
(I+5-—m)(l—35+m)
1 1 1 1
t = ——hymryy))
V=3 —m+ 5 +m)

o sea que finalmente los autoestados del momento angular
total (suma del momento angular orbital y el espin) son

1 1 (I+i4+m) 1 11
I+ =, = 2 l,=,m—=,=
R TERE (—trml 2™ 33
(I+3-m) 1 11
1= - -
SRV waen I S St 1)

lo que puede simplificarse atin mas para llegar a
1 (I+3+m) 1 11
I+ = X2 N Zom=Z.Z
rgm =\ "5 bym=53)
(I+3—-m) 1 11
Y2 gz - _Z
Vst bty 2)

Los autoestados del momento angular total para una
particula de espin 1/2 tienen funciones de onda que son
de la forma (un vector de dos componentes, una para
cada proyeccion del espin:

3 +my (m—3)
Vo Y 2 (0,9)
0

> =
+

yﬁl(67¢) = 1 1 (105)
I+1-—my,(m+3

"’ A" 0.0)

donde m = —(I+ 3),...,l + 3. Los estados con valor del

momento angular total j =1 — % se obtienen a partir de
los anteriores encontrando el estado ortogonal. O sea:

I+3—m,(m—1)
g v (0:9)

I+3i4+m, (m+3
Y (0, 0)

i, (0,0) = (106)

H. Coeficientes de Glebsh Jordan

En las secciones anteriores hemos construido dos bases
para el espacio Hi2: la base desacoplada y la acoplada
(esta ultima es la unién de todos los vectores de las fa-
milias B;). Cada base estd asociada a un CCOC. La base
desacoplada esta asociada al CCOC] y la base acoplada
al CCOC5,. Estas bases son

Bp
By

= {|j1,J2, m1,ma), —j1 <mq < j1;—j2 < mg < jo}
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Estas son dos bases ortonormales y completas del mismo
espacio de estados. Por lo tanto, el operador identidad
puede descomponerse como suma de proyectores sobre
los vectores de ambas bases. Es decir

ZZ 71, J2, ma, ma)(ji, j2, ma, mal,

m1 m2

22 L) ml.

Asimismo, es evidente que es posible escribir a los vec-
tores de una base como combinacién lineal de los vectores
de la otra. Por ejemplo, usando la descomposicién de la
identidad que figura mas arriba, tenemos

1

~
Il

‘]7m> = Z ‘j13j27m17m2><j17j27m1am2|jam>

my,m2

lj1, g2, M1, m2) = Z|j,m><j,m|j1,j2,m17m2>
jm

Los coeficientes que aparecen en estas combinaciones lin-
eales se denominan coeficientes de Glebsch Gordan (son,
simplemente, los productos escalares de los vectores de
una base con los de la otra). Estos coeficientes tienen
propiedades muy importantes (algunas de las cuales serdn
usadas mas adelante). En particular, podemos destacar
una de ellas: todos estos coeficientes pueden ser elegi-
dos como numeros reales. Esto surge a partir de lo que
vimos mas arriba: Vimos que todos los estados de la
forma |j,m) pueden obtenerse como combinaciones lin-
eales de los elementos de la base Bp usando solamente
coeficientes reales, lo cual implica que los coeficientes de
GG son reales. En consecuencia, los mismos coeficientes
aparecen el cambio de base y en su inversa (la matriz de
cambio de base es ortogonal). De su definicién se sigue
inmediatamente que

<j1aj27m17m2|jam>
0 si mjy+mo#m

0 si j>(j1+742)0 j<l|jr—Jol

<j7m|j17j27m1;m2> =
<j7m|j17j27m17m2> =

<j7m|j17j27m1am2> =

l. Relaciones de recurrencia para los coeficientes de
Glebsch Gordan

Entre la propiedades importantes de los coeficientes
de Glebsch Gordan satisfacen relaciones de recurrencia
que los relacionan entre si. Estas son consecuencias de
lo que vimos mas arriba, ya que se obtienen a partir de
notar que los distintos estados de la forma |j, m) pueden
vincularse entre si por los operadores de subida y bajada
Jr+. COMPLETAR.



XVI. CLASES 21: OPERADORES TENSORIALES
ESFERICOS

ESTA SECCION ESTA EN PREPARACION

Una introduccion y motivacién. Representaciones ir-
reducibles.

A. Tensores cartesianos

Definicién. Relaciones de conmutacién con J.

B. Tensores esféricos

Definicién. Relaciones de conmutacion con Jy y J,.
Motivacién. Propiedades. Cémo obtenerlos a partir de
vectores.

C. Coeficientes de Glebsch Gordan.

Relaciones de recurrencia. Importancia.

D. Teorema de Wigner Ekart

Enunciarlo. Bosquejo de demostracién. Teorema de
proyeccion.

E. Reglas de selecciéon

Transiciones dipolares.

F. Paridad

Implicancias para las reglas de seleccién. Operadores
pares e impares.
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XVII. CLASE 23: TEORIA DE PERTURBACIONES.
CASO DEGENERADO Y NO DEGENERADO.

Consideremos un problema con un Hamiltoniano
H(e) = Hy+ €V

donde € es un pardmetro adimensional pequenio (en un
sentido preciso que definiremos mas adelante). Conoce-
mos la solucién del problema de autovalores del Hamil-
toniano Hj, que resulta ser

Hyl¢ EQ

nu> nu>

donde el indice p =1, ..., g, indica que los niveles de Hy
son degenerados. La degeneracién del nivel n, cuya en-
ergia es E,(lo) es g,. Para un problema de este tipo resulta
conveniente definir los proyectores sobre el subespacio de

(0)

autovalor Ey "’ y su ortogonal. Estos son:

gn
Iy = Z 680, (6 2)

;t=1

o, =1I— H”_ZZWM

k#n p=1

Nuestro objetivo es obtener una expresién aroxmada para
los autovectores y autovalores del problema completo, a
partir de aquellos asociados al problema cuya soluciéon
conocemos. Es decir, buscamos autovalores y autovec-
tores que satisfagan

H{(e)[xn(€)) = En(e)[xn(€))

Partiremos de la base de desarrollar todos los elemen-
tos de la expresion anterior en potencias de €. El tinico
cuidado que debemos tener es tratar por separado las
contribuciones de la parte paralela y perpendicular de
los nuevos autoestados, a los que definimos como

IXn(€)) = ) xn(e))
|Xn(€)J_> = HJ_|Xn(€)>

Cuando desarrollamos estos estados como potencias de
€ tenemos que tener en cuenta que sélamente la parte
paralela tiene una contribuciéon de orden cero. Por otra
parte, el cambio en la energia AFE,, se anula para ¢ = 0.
Es decir

( )
|Xn H Z |an”
7>0
|XnJ_ Z ‘X '7
j>1
AE,(€) = En(e) — E’I(LO) = ZEr(Lj)ej
i1

Antes de introducir estas expresiones en la ecuacion de
autovalores del problema completo, conviene reescribirla
de la siguiente forma

(Ho — E{V)|xn(€)) = (AEp(€) — €V)|xnl(€))
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Notamos que en esta expresion, en su miembro izquierdo,
aparece un operador que denominamos h, donde

h=H,— EY.

Este operador no es invertible ya que tiene g, autoval-
ores nulos. Sin embargo, este operador es invertible en
el subespacio ortogonal, asociado al proyector IT,. En
efecto, en este subespacio podemos escribir la expresion

h = (Hy—EY) = ZZ|¢> O (E” — ED)
k;énu, 1
Z M, (E E(O))

k#n
donde

dk
Mo = (600N (.

p=1

En consecuencia, la inversa de este operador, restringida
al subespacio asociado al proyector II| es, simplemente

2 19 (Dl
h—l — (HO_ (0) ZZ U TRpIAT R
0) 0)
k#n p= 1 E( E( )
-3 G
- 0 0

A. Desarrollo perturbativo

Trabajemos entonces con la ecuacién de autovalores

hxn(€)) = (AE.(€) = €V)|xn(€)).

En primer lugar es evidente que del lado izquierdo de esta
expresion sélo contribuye la parte perpendicular de los
autoestados: Escribiendo [xn(€)) = |xXn,||(€)) + [Xn,L(€)),
y usando que h|xy, | (€)) = 0, la ecuacién anterior se re-
duce a

hixn,1(€)) = (AEn(€) — €V)|xn(e))-

Esta es una identidad vectorial y por lo tanto podemos
escribirla como varias ecuaciones para sus distintas com-
ponentes. En particular, podemos proyectar esa ecuacion
en sus partes a lo largo de los subespacios asociados a los
proyectores II y I, . Estas dos ecuaciones son

0 = AE,(6)Ixn,(€)) — eIy Vxn(e)),
hixXn,1(€)) = AEn(€)lxn,1(€)) — ellLV|xn(€)).
Vamos a escribir los primeros dos términos del desarrollo

de la primera de estas ecuaciones (la que corresponde a la
proyeccién a lo largo de IIj). Haciendo esto, obtenemos

0
0 = BN = Vi),
1 1
0 = EL ) - Vi)
1
+ EQN) - v



donde hemos definido la matriz del potencial restringida
al subespacio para lelo como

V) =1L V1.

Cabe notar que a partir de estas dos ecuaciones ya ten-
emos informacién relevante. Podemos concluir cuanto
valen las correcciones a la energia a primer orden en la
perturbacién. En efecto, la primera de estas dos ecua-
ciones puede re escribirse como una ecuaciéon de autoval-
ores de la forma
VH|X£3?\> E(1)| Xn |\>

Esta expresién es fundamental. Nos dice que para encon-
trar las correcciones a primer orden en la energia debe-
mos resolver el problema de autovalores para la matriz
V|, que no es otra cosa que la matriz de la perturbacion,

restringida al subespacio asociado al autovalor E,(LO ) del
Hamiltoniano Hy (o sea, al subespacio cuyo proyector es
II). Los autovalores de este problema son las correc-
ciones a las energias mientras que los autovectores son
los autoestados del problema sin perturbar |X510,?|>' Es

importante notar que la perturbacion selecciona algunos
autoestados en el subespacio asociado a II};. En efecto,

los estados ‘Xiow son aquellos que se definen como el

limiete de los estados perturbados, |xn(€)), cuando la
perturbacién tiende a cero (o sea, cuando € — 0, la per-
turbacién selecciona ciertos estados del subespacio IIj,
que son los autovectores de V), tal como se indica en la
Figura).

La siguiente ecuacién también nos brinda informacion
muy util ya que determina parcialmente el valor de la cor-
reccién en la energia a segundo orden. En esta ecuacion
aparecen los estados | Xﬁ‘) en los primeros dos términos.
Pero estos términos no contribuyen a la correccién a se-
gundo orden en la energia. Podemos demostrar esto de la
siguiente manera. Podemos proyectar esta ecuacion sobre
los estados a primer orden que encontramos en el paso an-
terior. En efecto, si aplicamos el bra <X$lo)| a esa ecuacion
y utilizamos la ecuacion de autovalores para los estados a
orden cero, vemos que los dos primeros términos se cance-
lan mutuamente. En consecuencia, la segunda ecuacion
se reduce a

0=EP — (6 0V, ).
De donde se deduce cuanto vale la correccién a segundo
orden en la energia. En efecto, usando esta identidad,
podemos deducir que

Ew(?) = < Xn |||V|X >

En consecuencia, para conocer la correccién a segundo or-
den en la energfa es necesario conocer los estados |Xn H>

(que son soluciones del problema de autovalores de VH)
pero también es necesario conocer las correcciones a
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primer) orden en la parte perpendicular de los autoes-
tados: |X£11)J_> Estas correcciones se obtienen a partir de
la proyeccién de la ecuacion de partida en la direccion de
IT, . En efecto, podemos reescribir esta ecuacién (antes
del desarrollo en serie de Taylor en potencias de €) como

B (€)) = AE(€) X1 (€)) — TV X (6))-
De aqui deducimos inmediatamente (aplicando el oper-
adro inverso h™!, que estd bien definido sobre el sube-
spacio asociado a II, ) la siguiente identidad:

XL (6)) = AB (A xn,(€)) — eh™ " TLLV|xn(6)).
Desarrollando esta ecuacién al orden mas bajo en po-
tencias de e (que es el primero) vemos que las tnicas
contribuciones resultan ser)

—h LV O,

‘X(l) )= n,||

Esta es una expresion sencilla que nos dice cémo es la
parte perpendicular de los autoestados a primer orden
en €. Usando esta expresion, podemos deducir ahora cual
es el cambio en la energia de los autoestados a segundo
orden en e. Esta es:

E’ELz) —(x (0)|Vh 1V|X(O)>~

|
EP =->"

<Xn7|| |VHk,LV|Xn,?|>

0 O
9 OO VD) ?
Eg)__zzn\l—
o (B - EY)

B. Resumen de resultados

Obtuvimos un desarrollo en potencias del pardmetro
perturbativo e de los autovectores y autovalores del prob-
lema completo. Los autovectores, tal como los calcu-
lamos, resultan no estar normalizados pero dicha nor-
malizacién puede realizarse al completar el cdlculo. A
segundo Orden en la energia y primer orden en los esta-
dos los resultados son

ik = ESORE)
XD = = VI
_ ‘ZZ XkuV‘X(O,?O‘ )
- & = (B0 - E(()))X
EP = (x £?f,|V|x<”>
B fZi ||V|X,S(%)>|2
k#n p=1 Ey, )



C. El caso no degenerado

Para el caso no degenerado, la ecuaciones anteriores
son bastante mas sencillas. En efecto, cuando ¢, = 1 no
hay que resolver ningtin problema de autovalores para
obtener autoestados a orden cero. En ese caso, cuando
hay un tnico autovector con autovalor E1(10), las correc-
ciones de primero y segundo 6rden en la energia y los

estados son simplemente

ELM = (60v]e)
(o V] )2

ET(L2) - _
k#n (E(O) _Eéo))
(0)
ay (95, |V|¢ ) ©

De las expresiones anteriores surge un comentario gen-

eral: Para el estado fundamental, teniendo en cuenta que
. 0 0

en ese caso se satisface que (E,E ) _ EY )) > 0 entonces

la correccién en la energia a segundo orden es siempre

negativa. O sea, siempre se satisface que E,(LQ) <0.

D. Normalizacién

En el caso no degenerado el cédlculo del factor de nor-
malizacién resulta particularmente sencillo. En efecto,
consideremos que el estado |x,(€)) estd normalizado, es
decir que

(Xn(€)lxn(e)) =1

Por otra parte, si cada una de las correcciones también

estd normalizada (es decir, si (X%k)\xgk)> = 1) podemos

escribir que
(9> I
k>0

IXn(e)) = Z'/%(e

Por lo tanto,

(&) =11 I

k>0

Ahora bien, la contribucién de orden cero | X%O)> es ortog-
onal a todas las otras. Por lo tanto, al orden mas bajo
en € resulta que

Z7He) = 1+ ) +

(0) (0)
\%4
. 22' (O| N S
de donde se deduce que
)IVIX )2

_1 QZ‘ ))2+””

k#n
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Teniendo en cuenta que a segundo orden en € ya habiamos
deducido que

(o) Z I( xn \V\Xk N2

(0)
k#n k E )
podemos deducir facilmente que vale la ecuacién

OE, (¢)
OB

Z(e) =

E. Ejemplo: El efecto Stark de primero y segundo orden.

Consideremos un atomo de hidrégeno en un campo
eléctrico uniforme, que apunta en la direccién del vector
e,. Es decir E= FEyé,. La interaccién entre el electrén y
el campo externo se tiene en cuenta mediante un término
en el Hamiltoniano que es de la forma:

V:—ef?oz

donde z es la coordenada del electréon a lo largo de la
direccién del campo. El problema de un atomo en un
campo de estas caracteristicas no se puede resolver ex-
actamente. SIn embargo, podemos aplicar la teoria de
perturbaciones que desarrollamos hasta aqui. Veamos en
primer lugar como se afecta la energia del estado fun-
damental a primer orden en la perturbacién. Usando la
notacién que aplicamos hasta ahora, el estado fundamen-
tal es

) =

La energia de este estado, tomando el hamiltoniano sin
perturbar como Hy = p?/2m — e?/r, resulta ser E((,O) =
—FEy/2 = —e*m/2h? = —13.6eV. Por lo tanto, el cambio
en la energia a primer orden en la perturbacién (lo cual
tiene sentido para valores suficientemente pequenos del

campo eléctrico) resulta ser

In=1,1=0m=0)=]1,0,0)

E(()l) = —eFy(1,0,0]2[1,0,0) = 0

La tltima expresion se anula debido a simples argumen-
tos de simetria: en efecto, el estado fundamental es par
(invariante frente a reflexiones) mientras que el operador
z es impar). Entonces, a primero orden en teoria de
perturbaciones, la energia del estado fundamental no se
modifica. Veamos a segundo orden. En este caso, pode-
mos aplicar la ecuacion

BP =B Y

0
k#(1,0,0) (B

0
(1,0,002x )2
—FEi100)

Podemos acotar esta expresién de manera simple: en

efecto, podemos usar que (E,(CO) — Ei00) > AE =



(Ea,1,m — F10,0) = 3Ey/8 ~ 5.1eV. Entonces,
2 112
2 e’E,
B0l < Ky > 110,012k
k#(1,0,0)
eQES
= 1,0,0|z|k) [
AL Xk](, ,0]2[ k)|
eQES
= 1 N 2
AL 1(1,0,0[27[1,0,0)|
22
AR

donde (1,0,0[22|1,0,0) = a3, siendo ag el radio de
Bohr, cuyo valor vimos anteriormente y resulta ser ag =
h?/me? = 0.5A. En resumen, el corrimiento del estado
fundamental del 4tomo de hidrégeno debido al campo
eléctrico es
~ 8a0 8 ~ P

AFE = —F2e?a?— = ——E2%d
1,0,0 0€ 4033 30
Se define la polarizabilidad & del 4tomo en el nivel |1, 0, 0)
como el factor que satisface que AE; g9 = —1aE3. En
consecuencia nuestro calculo establece que

. 16 4
a=—a
3 O
Notablemente, el valor observado para la polarizabilidad
(deducido a partir del corrimiento Stark) es muy cercano
a esta prediccién aproximada (el valor medido tiene un
factor 4.5 en lugar de 16/3 ~ 5.1).
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XVIII. CLASE 24: ESTRUCTURA FINA

Como vimos, los niveles de energia del dtomo de
hidrégeno estdan etiquetados por un tnico ntimero
cudntico (el ndmero cudntico principal n) y estdn deter-
minados por la famosa férmula de Bohr

Ey me* e?
E,=——, Ey=— =(—)*mdc
" 2n? 0 h? ( hc)
El valor de la constante Ey (la constante de Rydberg) es
de Ey/2 = 13.6eV. Por su parte, la constante adimen-
sional que aparece naturalmente en esta férumula es

e? 1

= e~ T

Como vemos, esta constante fija una escala que tiene
que ver con el orden de magnitud de las energias in-
volucradas en la fisica atémica ordinaria con aquellas
involucradas en procesos relativistas. En efecto, la en-
ergfa en reposo del electrén es mc? ~ 0.511MeV y
Ey ~ 0.511MeV/2(137)% = 13.6¢eV.

La férumual de Bohr describe apropiadamente el es-
pectro de atomos hidrogenoides con las distintas series
espectroscépics (Balmer, etc). Histéricamente, poco de-
spués del descubrimiento de esas series espectroscopicas
se encontré que las lineas principales tienen una estruc-
tura fina: casi todas las lineas estdn desdobladas. Esos
desdoblamientos son muy pequenos comparados con las
separaciones entre las lineas principales (la linea principal
de la serie de Lyman tiene una energfa AE = £0(1—1) =
13.6x3/4eV). Estas correcciones son de origen relativista
y tienen un érden de magnitud o? veces menor que esta
energia. Veremos ahora su origen.

Las principales causas de la estructura fina son tres.
En lo que sigue las describiremos en detalle, y mas ade-
lante mostraremos como calcular, aplicando la teoria de
perturbaciones que desarrollamos antes para calcular los
desdoblamientos de niveles que producen.

En la figura vemos el espectro del hidrégeno con sus
distintas series. La de Lyman es la que corresponde al
decaimiento al nivel n = 1 desde todos los otros niveles.
La linea Lyman—« es la de mayor longitud de onda de
esa serie y tiene A\, = 121nm. Esta linea corresponde
a una transicién con una energia AEy; = Ey — By =
(1-1/4)13/6eV = 10.2¢V. La 1ltima linea de la serie es
la que corresponde a la transicién de 13.6eV y tiene una
longitud de onda de 95nm. La estructura fina produce un
desdoblamiento de la linea Lyman—a en dos lineas cuya
diferencia de longitud de onda es del orden de 10~° veces
mas pequeno que A,.

A. Correccidn relativista en la energia cinética.
El primer término en la estructura fina tiene que ver

con el hecho de que la energia cinética del electréon tiene
una correccién debido a los efectos relativistas. De

106

T T

300 » 600

[N TN

12004 1500 1800 2100

waveengt (nm)
Lyman Samer Paschen
Senes senes senes
(ulTa-viclet) (partly visibie) (nfa-req)

FIG. 23 Espectro del dtomo de hidrégeno, con las distintas
series espectrales (Lyman, Balmer, eetc).

acuerdo a la teoria de la relatividad, la energia cinética
de una particula es

T — c(m202—|—p2)1/2
4
~ o2 PP
7 ome 2m  8m3c?

Entonces, la primera correccién a la energia de Bohr es

el término Hrp = _877;37%2' Es fécil calcular el érden
de magnitud esperado para esta correccién, comparada
con la energia tipica de los niveles atémicos principales.
En efecto, si calculamos el cociente Hrg/Ey podemos
estimar que

Hrg, p* 2m P2 1)\20 9

- ot

~ 2 .2 2.2 2
Ey dm3c? p dm2c 4 af

En consecuencia, la correccién es de una parte en diez

mil comparada con la escala de 13.6eV (es decir, es de

alrededor de 10~%eV, que corresponde a una frecuencia
7

tipica de decenas de GHz, microondas).

B. Tamano finito del electrén: término de Darwin.

Teniendo en cuenta los efectos relativistas, el electrén
no puede considerarse una particula puntual. En efecto,
es imposible localizar una particula de masa m por de-
bajo de una longitud del orden de la longitud de onda de
Compton. El argumento heuristico en el que se funda-
menta esta afirmacién es que para localizar una particula
por debajo de una longitud A¢ se necesita utilizar fotones
que tienen una energia Aw que es mayor que la necesaria
para crear un par de particulas (en consecuencia, en ese
limite no tiene sentido la teorfa para una tinica particula).
Esta longitud es A\¢ = % Teniendo en cuenta esto,
podemos suponer que el electréon es una nube de carga
localizada alrededor de un cierto punto 7, que interactiia
con el potencial electrostatico producido por el atomo.
Es decir:

Vit = / a7 p(7) @ (7 + )
Vv

Si desarrollamos el potencial en funcién de 7, cuyas co-
ordenadas son ;, podemos escribir

. 1 .,
CI)(T + 7_’¥) = q)(m + xj8j<I>(F) + §ijkajkq)(7”)



Reemplazando esta expresién en la energia de inter-
accién, obtenemos la siguiente

1
Vit = () + GV0(7) [ &7 ) 7

Donde ¢ = [, d*7p() Teniendo en cuenta que el
tamano tipico del electrén es \¢ es evidente que la cor-
reccién por el tamano finito del mismo serd del siguiente
tipo: AV = ¢A\2V2®. Los factores numéricos exactos
que acompanan a esta expresion solamente pueden ser
deducidos a partir de la ecuacién de Dirac. Este término
puede reescribirse utilizando el hecho de que

V20(7) = 4ne?§(7)

En consecuencia, el resultado final es

e 2

Vintzf'i‘

2
ey ) 4 e*0(7)

Es facil estimar el orden de magnitud de este término,
comparado con la energia Hy. En efecto, el término cor-
rectivo que describimos, y que lleva el nombre de término
de Darwin, es

h2

HDa'rwin =
8m?2c?

dme?s(7)

En consecuencia, los elementos de matriz de este término
son no nulos solamente para estados en los cuales
la funcién de onda en el origen es no nula. Como
recordamos, estas funciones son tales que W,;,
r'L,_;_1(r) donde L, ;1 es un polinomio de grado
n—1[—1. En consecuencia, este término solamente afecta
estados con | = 0 (los llamados estados s). El cociente
entre el valor tipico del término de Darwin comparado
con el valor tipico de la energia del estado fundamental
es

HDar'win /\20 2.2

— [ ¥a(0)]%e

Hy 8Ey

Teniendo en cuenta que |¥,(0)]%aj ~ 1y que Ey =
e? /2ag, tenemos que entonces
HDarwin ~ & ~ 62 )2 2

~

HO a% (%

C. Acoplamiento espin 6rbita

Existe un tercer efecto relativista que aparece natu-
ralmente en el dtomo de Hidrégeno. Como dijimos, el
electrén tiene espin, y por lo tanto tiene un momento

magnético asociado que es
. ge &
fo=—2o8

2me

donde g es el factor giromagnético del electrén (cuyo
valor, como veremos, es cercano a g = 2). El electrén
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se mueve en las cercanias del nucleo, que genera un po-
tencial electrostatico, que da lugar a un campo eléctrico
que puede escribirse como E = “=¢€,. Podemos razonar
apelando a un simple argumento clasico: el electron se
mueve respecto del nicleo con una velocidad ¥. Si en el
sistema de referencia del nicleo el campo eléctrico es E
(v el magnético es nulo), en el sistema de referencia del
electréon se observa un campo magnético que serd

B=-lonE
c
En consecuencia, como el electrén viaja en un campo
magnético, hay una interaccién entre su momento
magnético y dicho campo. Esta interaccién estd descripta
por un Hamiltoniano de la forma
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Este argumento simple, conduce al resultado correcto a
menos de un factor 2, que aparece cuando uno hace el
pasaje en forma correcta al sistema de referencia del
electrén (que no se mueve en forma rectilinea ni uni-
forme). Entonces, el Hamiltoniano correcto que describe
el acoplamiento ”espin—6rbita” es el siguiente:

ge’

1
Hso = -— 9%
S0 = 9 om2r3c2

La estimacion del orden de magnitud de este término
es también simple. Si lo comparamos contra la energia
del estado fundamental de Hy tenemos

2 2
|HSO‘~ g¢ 2@~/\C~a2
~ 33 rN s R
H, 2mAagc e ag
En consecuencia, este término también tiene una magni-
tud a? veces menor que las energias tipicas de Hy.
Resumiendo, los tres términos que contribuyen a la
estructura fina son

Hpr = Hrg+ Hparwin + Hso

4 252 2
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D. Estructura fina del nivel n = 2 del atomo de Hidrégeno

Veamos como debemos aplicar la teoria de pertur-
baciones que aprendimos mas arriba para calcular el
efecto de las correcciones relativistas sobre la estruc-
tura del nivel n = 2 del atomo de Hidrégeno. La
teoria de Bohr nos dice que este nivel tiene una energia
E; = —Ey/8 = —3.4eV. Asimismo, la degeneracién de



este estado es go = 2 x4, donde el primer factor 2 se orig-
ina en los grados de libertad de espin y el factor n? = 4
proviene de los estados orbitales. En efecto, el estado
n = 2 tiene subniveles degenerados que, en notacién es-
pectroscépica, se denominan 2s = (n = 1,/ = 0,m = 0)
y2p=(n=1,1=1,m=—1,0,1). Los subespacios 2s y
2p tienen dimensién dim(2s) = 2 y dim(2p) = 6 debido
a la existencia del espin del electrén.

Teniendo en cuenta lo aprendido mas arriba, para cal-
cular el efecto de la perturbacién Hgpr sobre el nivel
n = 2 tenemos que escribir la matriz de este operador
restringida a dicho subespacio. Haremos eso en lo que
sigue, atacando cada uno de los términos por separado.

1. Correccion relativista en la energia cinética
Recordemos que este término esta representado por
el Hamiltoniano

p4 1 2
Hrp = — =— Hy -V
e 8m3c? 2mc2( 0 )
donde V = —é es la energia de interaccion elec-

trostatica entre el electrén y el ntcleo. Esta ex-
presion resulta ttil para calcular la matriz de este
operador ya que, si nos restringimos al subespacio
n = 2, cuya energfa es Ey = —e?/8ag, podemos
escribir que

1
Hrp = —5—5 (B3 = 2B,V +V?)
En consecuencia, solamente tenemos que calcular
los elementos de matriz de los operadores V y V?2
en el subespacio n = 2. Es evidente que la matriz
de estos dos operadores serd diagonal en la base de
los estados |n, 1, m, o) ya que ambos operadores son

-,

escalares (y conmutan con L y S). Para hacer el
célculo podemos recordar que los estados del atomo
de hidrégeno son tales que

62

(n,l,m,c|Vn,i,m,o) = ~nZas =2F,
4 4
(n,1,m,o|V?n,l,m,o) = m:ﬁlfé
En consecuencia
1 4 8
Hrp = _Wﬁhg(_ +@)
= 7%(73+ %)mczo/l

2

En consecuencia, cuando restringimos la matriz de
Hy g al subespacio n = 2 obtenemos

bps 0 0 0 0 0 0 0

0 bpy 0 0 0 0 0 0

0 0 by 0 0 0 0 0

o 0 0 by 0 0 0 0
Hre=19 o 0o 0 byy 0 0 O
000 0 0 0 by 0 0

00 0 0 0 0 by O

000 0 0 0 0 0 by
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donde las constantes bas y b, resultan ser

13
bos = f@mc%f
_ T3 a4
bap = g™ @

. Término de Darwin.Recordamos que el Hamiltoni-

ano de Darwin es

232
HDarwin = 8677210247(5(77)

Por lo tanto, los elementos de matriz de este oper-
ador son siempre diagonales en la base |n,l,m, o)
(ya que no conectan valores distintos de I ni de m ni
de o (porque conmutan con I_:2, Ez y §) Asimismo,
el elemento de matriz es proporcional al valor de la
funcién de onda en el origen. Para calcularlo pode-
mos recordar que

2 1 . .
\1171,0,0(0) = 7(7)3/27 \I/ml,m,(()) =0 sil 7£ 0

VAar nag

En consecuencia, la matriz del hamiltoniano de
Darwin, restringida al subespacio n = 2 es una ma-
triz de 8 x 8 que tiene la forma

00

S
N

S

HDarwin =
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OO OO OO OO
SO OO OO OO
S OO DODO O OO
OO OO OO OO

SO O OO OO
SO oo o oo
SO o oo OO

donde el valor del coeficiente asg es

e?h? 9

ags = W4W|\P2,O,O(O)|
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. Acoplamiento espin drbita. Recordemos que el

Hamiltoniano es
1 ge? > =

Hgo==—2
S0 = 9 om2r3c2

Para calcular los elementos de matriz de este op-
erador, conviene usar la identidad que relaciona al
momento angular total J =L + S:

-

L-§:%(F—E2—§2)

Como usaremos esta identidad dentro de los sube-
spacios con [ = 1,0 y en ambos casos tenemos
s = 1/2 podremos reemplazar

E-J:h2(j(j+1)—l(z+1)—%)



Como vemos, el término Hgp es autométicamente
diagonal en la base |n,l, j, M) (donde s = 1/2 estd
implicito). En esta base el operador se puede es-
cribir como

gh?e?

Hso = 8m2c2

. 3 . 1 .
Para avanzar en este cdlculo basta conocer los val-
ores medios del operador 1/73, que resultan ser

1 1
SNl i1+ (1 +1)

) 1 )
<7’l,l,j,M‘ﬁ‘?’l,l,j,M>

En consecuencia, recopilando estos resultados

obtenemos que

GG+ —1l+1)—3)
I+ 3H01+1)

=mc o —x

8n3

En consecuencia, para el caso de n = 2 tenemos
dos subniveles: En el nivel 2s se cumple que [ =0
y 7 = 1/2. En consecuencia, en ese nivel el Hamil-
toniano se anula. En cambio, en el nivel 2p, cuya
degeneracién es go, = 6 tenemos dos subniveles:
uno con j = 3/2 (y dimensién dim(2p3/2) = 4y
otro con j = 1/2 cuya dimensién es dim(2p; j2) = 2.
Entonces, la matriz del operador Hgp, en la base

n, 1,5, M) es
00 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0
00ecy, 0 0 0 0 0
Ho |00 0 ey, 0 0 0 0
SOZ100 0 0 e, 0O 00
00 0 0 0 ey, 0 0
00 0 0 0 0 e, O
00 0 0 0 0 0 ca,

donde el valor del coeficiente cp, ,, y del c2p, ,, €s

_ _49 o 4 1

Copryy = 3 me o 158
29 o541

Copy = 5 MCN o

Estamos en condiciones de resumir los resultados y
obtener la correccién de las energias del nivel n = 2.
En primer término conviene sumar las expresiones cor-
respondientes a los Hamiltonianos de Dawin y a la cor-
reccién relativista de la energia cinética. Estos resultan
ser:

mc2a4
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HDarwin + HTE = -
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En consecuencia, sumando los tres términos que con-
tribuyen a la estructura fina podemos escribir la matriz
de la perturbacién (en la base acoplada, formada por los
estados de la forma |n,l, j, M) de la siguiente forma:

50 0 0 0 0 0 0
05 0 0 0 0 0 0
00o™ o 0o o0 0 0
I mcat 00 0 2 0o 0 0 0
BE=""198 |00 0 0 =2 0 0 0
00 0 0 0 =2 o0 o0
00 0 o0 o0 0 E2 o0
o0 0 0 0o o0 0 ZH

Como vemos, cuando g = 2, los niveles 2s1 /5 y 2p; /o
tienen la misma energia: AE;_1/, = —g5;mc?a’. Por
otra parte, el estado 2ps/5 tiene un corrimiento diferente
dado por AE;_3/5 = fﬁlgmc%/l. El estado fundamental
del sistema pasa a ser aquel con j = 1/2 y tiene degen-
eracién dim(2sy,2) + dim(2p,2) = 4. El siguiente es-
tado tiene una energia mayor y también tiene dimension
dim(2p3/2) = 4. La diferencia entre la energia de estos

dos subniveles es AFE) /5 3/5 = —mc?a’t/32.

E. Efecto Zeeman y Parchen Back




Optica cuéntica lineal. Fotones en interferometros.

1. Introduccién: luz cuantica y materia clasica

Ya hemos visto que el campo electromagnético es
un conjunto de infinitos osciladores armoénicos (dos os-

ciladores para cada vector de onda k, cada uno de los
cuales corresponde a una polarizacién diferente). Cada
uno de esos osciladores tiene autoestados |nE ,) cuyas en-

erglas son Ey, . = (ng , +1/2)hwg (con wy = c|k]). . En
este estado hay nj | fotones en el modo con vector de

onda k y polarizacién A (lo cual no es otra cosa que la
definicién de lo que es un fotén). .

En ausencia de materia, estos osciladores del campo
no interactian entre si, ya que la teoria electromagnética
es lineal. Cada oscilador evoluciona independientemente
de los otros. Para lograr que los distintos modos del
campo electromagnético interactien entre si, es nece-
sario acoplarlos con la materia. Un ejemplo sencillo de
este tipo de interacciéon "mediada por la materia” la vi-
mos (o la veremos) en el dominio de la electrodindmica
cuéntica en cavidades CQED). En ese caso podemos al-
macenar un modo del campo atrapandolo en una cavidad
ideal y podemos también controlar la interaccién entre
este modo y un atomo. De esta manera podemos lograr
que dos modos del campo que se encuentran atrapado
en dos cavidades distantes interactiien entre si haciendo
pasar un atomo por las dos cavidades. En este tipo de
situacion, tanto la luz como la materia ponen de man-
ifiesto su naturaleza cuantica. Sin embargo es posible
hacer una descripcién microscépica sencilla y razonable-
mente realista de la interaccién entre el &tomo y el campo,
tal como veremos en el préximo capitulo.

Sin embargo, en muchas situaciones experimentales no
tiene sentido apelar a un modelo microscépico para de-
scribir la interaccién entre los fotones y la materia. En
efecto, es mucho mas conveniente y razonable apelar a
una descripcion fenomenoldgica de la interaccion entre el
campo electromagnético y la materia, tal como lo hace-
mos cuando analizamos la propagaciéon de ondas elec-
tromagnéticas en medios materiales (por ejemplo, en el
limite de la dptica geométrica). En este régimen, obser-
vamos efectos cudnticos debidos a la luz (fotones) pero la
materia puede ser tratada como un medio continuo que
no manifiesta efectos cuanticos. De ese modo, por ejem-
plo, podemos definir un espejo ideal como un dispositivo
tal que transforma al estado de n fotones en el modo
k1 en otro estado con el mismo numero de fotones en el
modo k‘g, donde los vectores k:l y k2 tienen direcciones que
cumplen las leyes de la dptica clésica (en este caso la ley
de Snell, que se deduce sencillamente de la teoria electro-
magnética en presencia de contornos mateirales ideales).
En este capitulo estudiaremos la evoluciéon cuantica del
campo electromagnético en experimentos en los que se
utilizan s6lamente elementos épticos lineales (pasivos).
Es decir, consideraremos un conjunto finito de modos del
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campo electromagnético que estaran etiquetados por un
tunico indice j = 1,..., N (en ese {ndice agrupamos tanto
el vector de onda como la polarizacién). Mas adelante
consideraremos ejemplos con dos modos (dos vectores de
onda) con y sin polarizacién y nos limitaremos a analizar

modos con la misma frecuencia, o sea |l;]| = |k|, V).

Appendix A: Evolucién temporal de operadores de creacion
y destruccién de varios modos: 6ptica lineal

Analizaremos la evolucién temporal usando la rep-
resentacién de Heisenberg. O sea, los operadores (las
propiedades observables del sistema) evolucionan mien-
tras que el estado se mantiene invariable. En este caso, el
problema de la dindmica se reduce a encontrar cémo cam-
bian los oparadores de creacion y destruccién del campo:
agj y ag,-

Para esto utilizaremos un enfoque fenomenoldgico pero
extremadamente util. En lugar de analizar la evolucion
temporal continua nos limitaremos a estudiar los cambios
en los operadores de creacién y destruccién para un con-
junto discreto de instantes. En cada paso, lo importante
es saber como dependen los operadores finales az(out)
de los operadores iniciales ag(in). Esta es algo asi como
una descripcién estroboscopica de la evolucion temporal,
a la que concebiremos como una sucesién de pasos dis-
cretos. Veremos que en cada paso se pueden imponer
fuertes restricciones que limitan las formas posibles del
mapa que expresa los operadores finales en funcién de los
iniciales. Estas restricciones surgen de la linealidad, de
la conservacién de las relaciones de conmutacion y de la
conservacion del nimero de fotones.

La linealidad de la evolucién implica que los operadores
de salida son una combinacién lineal de los de la entrada:
ag, (out) = Lj(ag, (in), agl (in)).

La conservaciéon del numero de fotones implica que en
la combinacién lineal debe cumplirse que los operadores
de destruccién finales dependan sélamente de los oper-
adores de destruccién iniciales. En efecto, sélo de este
modo garantizamos que el estado de vacio inicial, que es
aquel aniquilado por todos los operadores a(in) también
sea aniquilado por todos los operadores de salida aj(out).
Para no recargar demasiado la notacién, denotaremos
aj = aj. Entonces, hasta aqui demostramos que los
operadores de salida son una combinacién lineal de los
de la entrada de la forma: a;(out) =", Mjra(in).

Ahora veremos que la matriz Mj, tiene que satis-
facer restricciones muy fuertes para que las relaciones
de conmutacién entre los operadores de salida sean las
mismas que satisfacen los operadores de entrada. En
efecto, es facil ver que la condicién [a; (out),az[(out)] =
0k se satisface si y solo si la matriz Mj; es unitaria
(este se ve a partir de la igualdad [aj(out),ag(out)]
> mn Mjm M [am (out), af, (out)] = 3=, M;nM).. En



consecuencia, el mapa que describe la evolucién tempo-
ral tiene que estar dado por una transformacion tal que
los modos de salida sean una combinacién lineal de los
modos de entrada. cuyos coeficientes forman una matriz
unitaria:

a (out) a1 (in)
as(out) as(in)

=UnxnN (A1)
an (.out) an (m)

Una primera observacién que cabe hacer aquies la sigu-
iente: hay ciertos estados de la luz que se transforman
de manera muy sencilla en este tipo de operaciones. En
efecto, supongamos que el estado de entrada es un estado
coherente para cada uno de los modos. Las expresiones
anteriores nos dicen que el estado a la salida también sera
un estado coherente ya que podemos ver trivialmente que
cualquier autoestado del operador de destrucciéon de to-
dos los modos de entrada se transforma en un autoestado
del operador de destruccion de todos los modos de salida.
En este sentido, el operador unitario simplemente provee
los coeficientes con los que se mezclan las amplitudes de
cada uno de los estados coherentes (que, justamente, son
los estados cuasi clésicos de la luz).

Appendix B: El caso de dos modos

Nos concentraremos en primer lugar en el caso de dos
modos sin tomar en cuenta su polarizaciéon. Esto se re-
duce al caso N = 2 de la seccién anterior (si directamente
eliminamos el indice de polarizacién) o bien corresponde
al caso N = 4 donde todas las transformaciones son triv-
iales en los indices que etiquetan la polarizacién (o sea,
si los indices j = 1,2 corresponden a la polarizacién hori-
zontal y vertical del primer modo entonces todas las ma-
trices que consideramos mas abajo deben interpretarse
como matrices de 4 x 4 con bloques de 2 X 2 que siempre
son proporcionales a la identidad.

Demostraremos aqui que la transformacién mas gen-
eral que pueden sufrir dos modos del campo elec-
tromagnético puede representarse matematicamente de
manera muy sencilla. En efecto, en ese caso veremos que
la operacién unitaria mas general puede descomponerse
siempre como:

1 0 t ir 1 0
U:{O ei¢] [ir t} [O ei‘z’/]

O sea, estd parametrizada por los coeficientes r y ¢ (trans-
mision y reflexién (hay un solo pardmetro libre entre 7y

t ya que cumplen r = v/1 — ¢2) y por las fases ¢ y ¢'.

(B1)

1. Forma general de una matriz unitaria de 2 x 2

Para demostrar esto analizaremos aqui la forma mas
general que puede tener una matriz unitaria de 2 x 2.
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Si escribimos esta matriz en funcién de cuatro nimeros
complejos como

i [a b][a* ¢
vut = | d] [b* d*}

[aa* + bb* a*c + bd* {10
lac® +db* cc* + dd*] B {0 1} , (B2

trr _ [aa® +bb* a*b+dc*
vy = (ab* +cd® cc* +dd* | " (B3)
0 sea
ja?] + 0% = |e* +]d*| =1,
ac* +bd* = ab* 4+ cd* =0. (B4)

entonces si ¢ # 0 debe valer a = —b(d/c)* y d = —ba*/c*.
De aqui surge que [b?|(1+]d/c|?) = 1 = |c?|(1+]|ab|?/|c?]).
Por lo tanto, |b| = |c|, |a| = |d| y |a?| + |b?| = 1. Sin
pérdida de generalidad podemos tomar al coeficiente a
como un numero real y positivo (usaremos la notacién
a =ty [bl =r). O sea que la matriz puede escribirse
como

i rei®r } (B5)

t
U= L reite teilévtoc)

con 72 +t? = 1 (esta notacién est4 originada en la inter-
pretacion de r y t como coeficientes de reflexion y trans-
misién.

Es obvio que esta matriz puede escribirse como un pro-
ducto del siguiente tipo:

1 0 t ir 1 0
U:[O ei%} L‘r t] {0 eid’b}

Este calculo, sin duda mas largo que lo estrictamente
necesario, demuestra que la matriz unitaria mas general
de 2 x 2 siempre puede obtenerse como el producto de dos
matrices diagonales que introducen desfasajes y una ma-
triz que depende de los coeficientes de reflexion y trans-
misiéon. En lo que sigue usaremos la siguiente notacion
compacta para estas matrices

o) = [y o] vt =[]

(B6)

(B7)

Appendix C: Divisores de haz no polarizante (BS) y laminas
retardadoras

Por lo tanto, la matriz unitaria mas general de 2 x 2
se puede escribir siempre como un producto de la forma
U = Ui(¢)Uz(r)Ur(¢’). Estas operaciones elementales
son simples de interpretar y de implementar en exper-
imentos con elementos épticos lineales. En particular,
el operador Us(r) = Upg(r) corresponde a un divisor
de haz con coeficientes de reflexién y transmisién r y
t = +v/1—7r2 . El divisor de haz 50/50 corresponde al
caso r =t = 1/4/2. En ese caso

Us( (C1)

P



Este operador es tal que U3 g = toz. Una secuencia de
interés es la que caracteriza a la figura xxx (que apare-
cerd mas adelante) y que representa a un interferémetro
de Mach Zender. El operador unitario que nos permite
obtener los operadores de salida en funcién de los de en-
trada es: Uprz(¢) = UpsUi(¢)Ups. Usando las expre-

siones anteriores podemos ver que

o 4 2L

fsin(g) cos
cos(%) sin

~

‘b
ty

=1ie

Appendix D: Fotones en interferémetros

El primer interferémetro que analizaremos sera el de-
nominado interferémetro de Mach Zender. Un divisor de
haz se construye con un espejo semi reflectante ubicado
a 45 grados respecto de la direcciéon de propagacion, tal
como indica la figura. El divisor transmite el 50% de la
amplitud y transmite el otro 50%. Asimismo, agrega una
fase de 7/2 al campo reflejado. Por ese motivo su accién
se describe mediante el mapa asociado al operador Ugg.

Enunciado Interferémetro de Mach Zender. Con-
sidere el dispositivo descripto en la figura que consta de
dos divisores de haz 50/50, dos espejos perfectos y una
ldmina de vidrio que introduce un desfasaje ¢ en una
de las ramas del interfer6metro. a) Encuentre el oper-
ador unitario que permite escribir los modos de salida
en funcién de los modos de entrada. b) Suponga que
el estado del campo electromagnético es el de un tnico
fotén en el modo de entrada 1: Calcule la probabilidad
de detectar un fotén en cada detector ubicado a la salida
del dispositivo (analice la dependencia de la probabilidad
con el desfasaje ¢. ¢) repita el cdlculo cuando uno de los
dos espejos perfectos es reemplazado por un absorbente
perfecto (o por un espejo con coeficiente de transmisién
t = 1. d) Repita los cdlculos anteriores cuando el estado
del campo es tal que un fotén incide en el modo 1 y otro
fotén incide en el modo 2.

Solucién

Como vimos, el divisor de haz se describe con el op-
erador Upg. En cambio un espejo perfecto, en corre-
sponde al operador Ugg(r = 1) (que simplemente cam-
bia de direccion el fotén, o transforma un modo entrante
en uno saliente con una fase global de 7/2, que puede
ser ignorada. La lamina de vidrio que introduce un des-
fasaje en uno de los dos modos corresponde al operador
Ui(¢). El dispositivo de la figura (un interferémetro de
Mach Zender) estd descripto entonces por el producto
de operadores Uprz = UpsUi(¢)Ups. Por lo tanto la
relacién entre operadores de salida (que denotamos con
una prima) y los de entrada es:

/
a a . 39
.1 :l/MZ 1 —267‘2
a;2 ag
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Veamos como extraer informacion fisica relevante de esta
ecuacion. Supongamos que el estado inicial del sistema
es el de un unico fotén incidiendo en el modo 1. Us-
ando la expresién anterior (y su inversa) podemos escribir
(a menos de una fase global) que: a; = fsin(%)a’l +
cos(%)aé. Teniendo en cuenta que el estado del sistem
(que no cambia en el tiempo) es: |¥) = aJ{|0> =|11,02) y
escribiendo el operador de creacién en funcién de los mo-
dos finales, podemos ver que el estado también puede
escribirse como |¥) = (— sin(%)af + cos(%)ag)m) =
—sin(%)|11/702/> + COS(%)\Oy,lgz). Dado este estado,
podemos calcular la probabilidad de detectar un fotén
en cada uno de los dos modos. Evidentemente, tenemos
que Prob(1y/,09) = sinQ(%) y Prob(0y/,12/) = COSQ(%).
En particular, tanto para ¢ = 0 como para ¢ = 7 el fotén
saldrd con probabilidad 1 por una de las dos salidas (en
la otra, un detector nunca detactard un fotén. Este es
un experimento sencillo pero notable ya que es imposible
de explicar su resultado a menos que aceptemos que los
fotones no viajan por un camino bien definido (es una
versién discreta del experimento de las dos rendijas de
Young). En efecto, supongamos que cambiamos uno de
los espejos perfectos por absorbentes perfectos (o trans-
misores perfectos). En ese caso, solamente tendremos un
modo entrante en el ultimo divisor de haz. En conse-
cuencia, los modos salientes se escriben en funcién de los
entrantes reemplazando as = 0 en las expresiones anteri-
ores (esto es equivalente a decir que ese modo se pierde??
REVISAR!). En este caso la probabilidad de detectar fo-
tones en ambos detectores es idéntica (e igual a 1/4, ya
que la mitad de las veces el fotén serd abosrobido por
el absorbente ideal). La analogia con el experimento de
las dos rendijas es clara: cuando los dos caminos estan
abiertos un detector puede permanecer siempre oscuro
mientras que si alguno de los dos caminos se cierra los
dos detectores recibirdn igual cantidad de fotones (luz
mas luz es igual a sombra).

Appendix E: Interferencia de dos fotones (Hong, Ou,
Mandel).

Consideremos ahora un experimento mas interesante,
Preparamos un estado inicial con dos fotones, uno en
el modo 1 y otro en el modo 2. O sea, el estado
es |U) = [15,15) = alal|0). Usando las expresiones
para los modos de entrada en funcion de los de salida
(a1 = fsin(%)a’lJrcos(%)a’z yag = cos(%)a’lJrsin(%)a’Q)
es facil demostrar que el estado puede escribirse como
(W) = sin(¢)(|0v,22) — [21/,021))/V2 + cos(¢) |11/, 1)
Para ¢ = 0 vemos que los dos fotones salen por caminos
diferentes. Si ubicamos detectores en cada uno de esos
caminos, debemos detectar ambos fotones en coinciden-
cia. Si modificamos el desfasaje que se introduce entre
ambos caminos, podemos lograr eliminar las coinciden-
cias por completo: cuando ¢ = 7/2 no debemos observar
coincidencias y los dos fotones salen siempre por el mismo



camino (con igual probabilidad pueden salir por 1’ o por
2"). Este fenémeno de interferencia de dos fotones tiene
una implicancia muy profunda y sélo se explica a partir
de la indistinguibilidad de los fotones, fue descripto y ob-
servado por primera vez por Hong, Ou y Mandel a fines
de la década de 1980). También es interesante analizar
que sucede en este caso si alguno de los dos caminos esta
cerrado (por un absorbente ideal). En ese caso los dos
fotones recorreran el unico camino disponible (con prob-
abilidad 1/2 y por lo tanto llegard uno a cada detector
(demostrar esto!).

Appendix F: Divisores de haz polarizantes (PBS) y laminas
de cuarto y media onda

Appendix G: Problemas sugeridos

Enunciado OTROS PROBLEMAS: MEDICION SIN
INTERACCION. DELAYED CHOICE. QUANTUM
ERASER.
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