Fisica Teorica 2

Segundo cuatrimestre de 2015
Guia complementaria 1: formalismo matematico

Nota/advertencia: Esta guia busca reforzar el manejo de la matemadtica de la materia: espacios de Hilbert
y sus operadores, con enfoque hacia la mecédnica cudntica no relativista. Persiguiendo ese objetivo, puede
ser que haya ejercicios y observaciones que excedan el nivel usual (se aclaran algunos items excedidos en
complejidad). Es una guia de matematica hecha por un fisico y es la primera vez que se usa. Ojala sea de
ayuda y desde ya se acepta todo tipo de sugerencias para mejorarlal... enviar a alan@df.uba.ar

Sugerencia: Se sugiere hacer los ejercicios hasta el 12 inclusive, y ademds el 19 y 24; también pensar
los ejercicios del 13 al 15, y al menos leer un par de veces el resto. Vale resaltar aquellos de principal
relevancia para entender cuestiones generales de mecénica cudntica: 1, 5, 9, 11, 12, 14, 15, 19, 20, 21,
22,23y 24. Los ejercicios 25 y 26 son dos ejercicios concretos de mecédnica cuantica.

Notacion y convencion: Los elementos de los espacios de Hilbert (que son vectores) son llamados ‘kets’
y los de su dual ‘bras’. El producto interno hermitico lo tomamos antilineal en el primer argumento:

(alu), Blv)) = ab(|u), [v)).
Lanorma es |||u)|| = v/ (|u), |u)). El operador identidad se denota 1.

Espacios de Hilbert y duales

1. a) Buscar la definicién de espacio de Hilbert (o presenciar la primera clase de la prictica).

b) Mostrar que el producto (u,v) = > | 4v;, donde u = (u1,...,up) y v = (v1,...,0p)
son tiras de n ndmeros complejos, es hermitico. Por lo tanto concluya que C™ es un espacio
de Hilbert '

c¢) Mostrar que el espacio de funciones de cuadrado integrable en los reales, L?(RR), con el

producto
(f9) = /R fg

es un espacio de Hilbert (otra vez, obvie el tema de la completitud del espacio). O sea, mostrar
que el producto es un producto interno hermitico. Este ejemplo es de suma importancia para
mecdnica cudntica.

2. Si H es un espacio de Hilbert, entonces su dual se denota H* y estd dado por las funcionales
lineales continuas en H, o sea

H* = {{a] : H — C,lineales y continuas}

En castellano, los elementos (a| del dual toman elementos de H y devuelven nimeros complejos,
respetando linealidad y continuidad (esto dltimo es importante por cuestiones técnicas pero no lo
usaremos explicitamente). Notacién: dado un bra (a| y un ket |b), se denota (a| evaluado en |b)
como un ‘braket’ (a|b) € C. Muestre entonces (son casi inmediatas)

a) {(a|(alu) + Blv)) = alalu) + {a|v), donde a, § € C.

'dejando de lado la demostracién de la completitud del espacio frente a la norma ||u||? = (u, u) ya que siempre se puede
completar un espacio normado. El punto es ver que ya es completo asi como estd...pero lo obviamos esto.



b) Se puede definir («{a|)|b) := a(a|b) y por lo tanto H* es un espacio vectorial complejo.
Nota importante: 7 = Ker({(a|)®Ker({a|)*, V(a| € H*, donde Ker({a|) = {|b) € H; (a|b) = 0}.

. Teorema de representacion de Riezs: el producto interno permite asociar de manera biyectiva a
cada ket |a) un bra (a| y viceversa, tal que

(alb) = (|a),|b)) paratodo |b) € H.

Como excusa para ejercitar el manejo de bras y kets, vamos a realizar una serie de pasos para
demostrar, usando la nota del ejercicio anterior, este teorema tan importante:

a) Dado (a|, mostrar que si Ker((a|) = H entonces |a) = 0.

b) Por lo anterior, de ahora en mas asumimos que Ker((a|) # H. Probar que si |b) € Ker({a|)*
entonces |c) — {al9) \b> € Ker((a|) N Ker({a|)* para cualquier |¢) €Ker({(a|)*. Concluya,

(alb)
usando la nota del ejercicio 2, que ¢ = Zlg) |b) y |b) genera todo Ker((a|)*.
¢) Muestre que con el |b) del item anterior, ahora se puede definir |a) := EZ'?
lo deseado:

|b) el cual satisface

=

(ald) = (|a),[d))
para todo |d) € H.
d) Mostrar que el mapa (a| — |a) definido recién es biytectivo.
e) Notar, para terminar, que para el otro lado es simple: |a) — (|a),) € H*.
Nota (no tan importante): como corolario se puede demostrar que el dual del Hilbert también
tiene estructura de espacio de Hilbert, y el teorema de Riesz nos sefiala un (anti)isomorfismo entre

H y su dual H* (esto quiere decir que la biyeccién que encontramos respeta el producto interno
hermitico de ambos espacios).

. Demostrar las siguiente relaciones usando lo que vimos en el ejercicio anterior:

a) ala) — alal

b) ala| — ala)

. Unasistema N C H se dice ortonormal si sus elementos son todos ortogonales ente si y de norma
uno. El sistema se dice que es una base (o base de Hilbert) si N+ = {0}. Se pide:

a) Mostrar que todo sistema ortonormal estd formado de vectores linealmente independientes.

b) Se puede mostrar N es una base si solo si vale que todo |a) se descompone como

ja) = > (bla)[b). (1)

|b)eN

Mostrar que si N es base entonces vale que

1)
(alo) = > (ale)(clb)

lcyeN

la)l* = Zla! ?

Nota: el subespacio generado por N, < N >, es denso en H.

2)



6. Considere H = L?([—1,1]), con el producto usual (f, g) = fil fogdz.

a) Muestre que el sistema de funciones f, = %e””x es ortonormal . Se puede ver también
que es una base.

b) Muestre que el sistema de funciones g,, = =" no es ortonormal. Cémo se construye una base
ortonormal a partir de estos monomios?. Se puede ver que este sistema, por mas que no sea

ortonormal, genera un subespacio que es denso en H.

7. Ejemplos importantes (no es ejercicio): Considere # = L?((a, b), dx), es decir las funciones de
cuadrado integrable en el intervalo (a,b), donde a y/o b pueden ser oc.

a) Sia = —oo0yb = oo: Las funciones f, = zne=v"/2 generan un subespacio denso en H. Por
Graham-Schmidt se llega a una base ortonormal, las llamadas funciones de Hermite (modulo
una normalizacién): ¢, = (2"n!\/7)/2H,e~*"/2, donde H,, son los polinomios de Hermite
H, = (—1)”612%6_$2.

b) Sia = 0y b = oco: de la misma manera que en el caso anterior, pero con f,, = z"e /2, se
obtiene la base ortogonal de funciones e ~*L,, donde L,, = e* -4 (z"e~?) son los polinomios

dx™
de Laguerre.

8. Resultado importante: Un espacio de Hilbert se dice separable si su base tiene dimensién finita
o es numerable. Entonces, todo espacio de Hilbert separable H es isomorfo a C" o a ¢?(N), donde
n es la dimensién de A si fuere de dimensién finita. Recordar que ¢?(N) es el espacio vectorial de
tiras infinitas {a, },,cy de nimeros complejos tales que Y, - |an|? < ooy el producto interno es

((I, b) = ZneN @bn

Operadores acotados en espacios de Hilbert

Definicion 1: Un operador lineal en un Hilbert # es un mapa lineal H — H.

Definicion 2: Un operador lineal es continuo?® si y solo si es acotado, por lo que nos quedamos
con la definicién de acotado: un operador lineal 7' : H — H es acotado si 3K > 0 tal que
||T|a)|] < K]||a)|| para todo |a). La norma de T es ||T'|| =inf(K) que es equivalente a otras
definiciones, como ||T'[| := supy;j,j=1 /T w) |-

Definicion 3: El adjunto de un operador acotado 7" se denomina 7 y es aquel tal que

(T"]a), [0)) = (la), T1b)).

Se puede mostrar que siempre existe.
Definicién 4: Un operador se dice auto-adjunto (o hermitico) si Tt = T.

9. Dado un operador lineal 1" acotado:

a) Mostrar que su adjunto es tinico



b) Mostrar que (T1)t =T

¢) Si S es otro operador acotado, mostrar entonces que (a1 + 3S) = aTT + BSt y que
(TSt = SiTH.

d) A T se lo llama unitario si 77T = TTT = 1. Mostrar que entonces es isométrico: vale
(T'la),T[b)) = (la), [b)) para todo |a) y |b).

e) Buscar un ejemplo de operador isométrico que no es unitario (ayuda: considere H = ¢?(N)).

10. Dado un operador lineal 7" : D(T") — H (D(T') denso en H), mostrar que si (|u), T'|u)) = 0 para
todo |u) € D(T'), entonces T' = 0, es decir manda a cualquier ket al ket 0.

Resultado: si T es acotado y definido en D(T') (con D(T') denso en H), existe un tinico operador
T acotado definido en la clausura® de D(T) (o sea en H), tal que 7| p(r) = T'. En otras palabras,
se puede extender el dominio de 7" a .

11. Demostrar las siguientes afirmaciones sobre autovalores y autovectores de un operador lineal aco-
tado 7"
a) SiTT! = T1T (operador normal) entonces ||T|u)|| = ||Tt|u)|| para todo |u).

b) SiTT' =TTy |u) es autovector de T' con autovalor ), entonces \ es autovalor de 7" con
autoveector |u) (ayuda: considerar el operador T — AI).

¢) SiTT' = T'T, las autovectores asociados a dos autovalores distintos de 7" son ortogonales.
12. Demostrar las siguientes afirmaciones sobre autovalores y autovectores de un operador lineal 7"
a) SiT es positivo (T' > 0), o sea (|u), T'|u)) > 0 para todo |u), entonces los posibles autova-
lores de 7" son reales y no negativos.
b) SiT es auto-adjunto entonces sus posibles autovalores son reales.
¢) SiT es isométrico entonces sus posibles autovalores tienen médulo 1.

d) SiT esacotadoy (Ju), T|u)) = (T'|u), |u)) para todo |u) entonces 1" es auto-adjunto (ayuda:
usar el ejercicio 10).

e) SiT es acotado y positivo entonces es auto-adjunto

Definicion 5: Un operador acotado P se dice que es un proyector si PP = P.

13. Mostrar que si P es proyector, entonces () := 1 — P es proyector y sucede que QP = P(@) = 0.
Ademis, si M =Im(P) y N =Im(Q) (o sea, M = P(H)) entonces H = N & M (hay que mostrar
que M NN = 0).

14. Sea P un proyector ortogonal: ademas de PP = P sucede que P es auto-adjunto.

a) Mostrar que P es positivo.
b) Mostrar que ) := 1 — P es un proyector ortogonal

¢) Se puede ver que H = M @ M=, con M = P(H). Probar esto (sugerencia: agarrar un libro
de andlisis funcional, obviamente es muy opcional).

3La clausura de un conjunto S es la interseccién de todos los conjuntos cerrados que contienen a S.



Nota importante: Si N es una base de M = P(H), entonces P = >,y [u)([w),).
También se puede escribir de la forma “fisica’:

P=3 Il

|lu)yeN

Exponencial de operadores

15.

Sea 1" un operador acotado y auto-adjunto. Para A € C, se definen los operadores exponenciales,

UN) = i MT"

n!
n=0

a) Mostrar que U(\) es acotado y ademds normal para todo A
b) Mostrar que U(MN)U (p) = U(X + p).
c¢) Mostrar que U () es unitario si A € R.

Operadores compactos

Definicion 6: Un operador 7' de un Hilbert H se dice compacto sipara toda sucesion acotada
{|un)},,en existe una subsucesion {|un, ) b,y tal que {T|uy, )}, o converge en 7. Hay una de-
finicién equivalente: 7" es compacto si manda un subconjunto M C H acotado a un 7'(M) tal geu
su clusura es compacto (se dice que T'(M) es relativamente compacto en ese caso).

Observacion: Todo operador compacto es acotado.

16.

17.

Se suele llamar 0,(7") al conjunto de autovalores de un operador 7". Si 7" es compacto y auto-
adjunto mostrar entonces que

a) (Para cebados) se puede descomponer 7" como T' = > Aoy (T) APy, con P, el proyector
sobre el autoespacio asociado al autovalor .

b) H admite una base de autovectores de 71" (ayuda: mostrar que si |u) es ortogonal a cualquier
autovector, entonces también satisface T'|u) = 0, y por lo tanto |u) = 0) .

Buscar la definicién de operador de Hilbert-Schmidt y de “operador tipo traza” (también llamado
operador de nucleo).

Observacion: Los tipo traza (B1(7)) estdn dentro de los Hilbert-Schmidt (B2(#)), que a su vez
estdn dentro de los compactos (Bso(H)), que a su vez estdn dentro de los acotados (B(H)):
Bi(H) C B2(H) C Boo(H) € B(H)



18. La traza de un operador tipo traza T' se define como ¢r1" := . v (u[T'|u), donde N es una
base.

a) Mostrar que la definicién de traza no depende de la base escogida.

b) Mostrar que trTT = trT y que la traza es lineal.
Resultado: Si A, B son ambos Hilbert-Schmidt o uno es tipo traza y el otro acotado, entonces
vale que tr(AB) = tr(BA), o sea la traza es ciclica. En general vale para el producto de
varios operadores acotados cuando uno es tipo traza o dos de ellos son Hilbert-Schmidt.

Operadores no acotados: posicion y momento

El punto relevante de los operadores no acotados es que generalmente no pueden ser definidos en
todo el espacio de Hilbert (contrariamente a los acotados; ver Resultado luego de Ejercicio 10).
Esto hace que se necesite mds cuidado a la hora de definir y estudiar el correspondiente operador
adjunto. Consideraremos operadores no acotados definidos en subespacios densos en el Hilbert.

Definicion 7: Si T es un operador con dominio D(7') denso en #, el dominio del que serd su
adjunto, D(T), se define como

D(TY :={|ju) €H; 3 |zr.4) € H con ([u), T|v)) = (|21w), |v)), V|v) € D(T)}.

El operador adjunto 7' se define entonces como 7'f|u) := |z7,). De esta manera vale lo que uno
buscas: (Ju), Tl0)) = (TT]u), )

Nota: aunque D(T') sea denso en 7, esto no garantiza que D(TT) sea denso en H, por lo que
generalmente no existe el adjunto del adjunto (7).

Definicion 8: Ahora si, podemos definir que un operador 7" (acotado o no) es auto-adjunto si D(7T")
esdensoy T = TT.

Resultado importante: Si un operador es auto-adjunto y su dominio es todo el Hilbert, entonces
es necesariamente acotado.

Observcion: Notar la ambigiiedad que puede aparece en la notacién de Dirac al tomar un elemento
de matriz (u|T|v) = (|u), T|v)) que también puede ser escrito como (TT|u), [v)), ya que en un
caso es necesario |v) € D(T) y enel otro |u) € D(TT).

19. Suponga que X y P son operadores auto-adjuntos en cierto H y que satisfacen la regla de conmu-
tacion canénica [ X, P| = ihl.
a) Muestre que no puede haber un espacio de Hilbert de dimensién finita donde operen X y P.

b) Muestre que al menos uno de ellos no es acotado. Ayuda: suponga que son acotados ambos y
tome la norma a la relacién [P, X"] = —inX"~!, sabiendo que ||TT|| = ||T||? = ||TT"||.



20. El espacio de Hilbert tipico asociado a una particula es H = L?(R) (podriamos trabajar en n
dimensiones de forma analoga, tomando L?(IR™)). El operador posicién X se define usualmente
como X f(z) = xf(x) y el operador momento P* como Pf(x) = —ihf'(x). Esta es la repre-
sentacion en el espacio de coordendas.

a) La definicién de estos operadores no es estrictamente completa si no se define sus repectivos
dominios. Exprese los dominios més grandes posibles de cada uno.

b) Encuentre un elemento en H que no esté en el dominio de X y otro que no esté en el dominio
de P.

¢) Muestre que [X, P] = ihl, definido en el dominio D(X P) N D(PX). Es este dominio
distinto que el dominio de los operadores X y P?

d) Muestre de manera rudimentaria que X y P son auto-adjuntos.

e) (Para cebados) Ahora muestre que X y P son esencialmente auto-adjuntos al restringirlos
aun subespacio denso’. Esencialmente auto-adjunto quiere decir que D(7T") y D(T") son am-
bos densos y que (T'1)" = T'f (el adjunto es auto-adjunto). Se puede ver que son autoadjuntos
en todo su dominio, ya que hay un teorema que garantiza que operadores esencialmente auto-
adjuntos tienen una Unica extension y es auto-adjunta.

Observacién: note que L?(IR) es el espacio de Hilbert asociado a una particula, independiente-
mente de cudl sea el operador Hamiltoniano que regule la dindmica del sistema. Por lo tanto los
operadores X y P del ejercicio 20 serdn utilizados a lo largo de la materia sin importar si estamos
estudiando por ejemplo una particula libre o un atomo de Hidrégeno.

21. Muestre que X y P, definidos como en el ejercicio 20, no tienen autovectores en .

Nota: Existe un concepto de autovector generalizado en un espacio mas grande que un Hilbert
. Es usual encontrar el autoket |z) en libros de fisica, pero casi siempre se lo usa de manera
descuidada (por ejemplo invocando el bra (x| y llamando funcién de onda a (x|¢)), sin mencionar
que no pertence a H. La funcién de onda no es mds que un elemento de H y por lo tanto el uso de
|z) puede traer confusiones, salvo que se desarrolle el formalismo de autovectores generalizados,
pero no lo haremos en la materia.

22. Espacio de momentos Muestre que si se definen X f(x) = ihf'(z) y Pf(x) = xf(z), con
dominios apropiados, la relacion de conmutacién canénica [ X, P| = ikl se sigue satisfaciendo.

23. Teniendo en cuenta que existe la representacion en el espacio de coordenadas (ejercicio 20) y la
de momentos (ejercicio 22) en L?(R). y L?*(R),, repectivamente,

a) Mostrar que los operadores estdn relacionados por U ~1T,,U, donde T}, es X o P (en el espa-
cio de momentos) y U : H. — H,, representa transformada de Fourier (que es un operador
unitario, obviando el dominio apropiado de su definicién). Se dice que ambas representacio-
nes son unitariamente equivalentes y su implicancia fisica viene dada por el siguiente item.

b) Mostrar que si |uc) € Hcy (uc|Te|uc) es su valor medio para X o P en el espacio de
coordenadas, entonces (up|Tp|up) = (uc|T:|uc). Esto implica que ambas representaciones
son fisicamente equivalentes.

“Existe una sutileza en cuanto al operador P dado que viene de una derivada. No vamos a entrar en esto, pero si se puede
decir que al restringirlo a un subespacio denso (ver siguiente notal al pie) P actia como derivada comun y corriente.

SPuede tener en cuenta que el espacio de funciones continuas y de soporte compacto es denso en L*(R) asi como lo es el
espacio de funciones de Schwartz.



Resultado: el teorema que garantiza que no importa qué representacion se use (0 sea que todas
son unitariamente equivalentes) se debe a Von Neumann, pero en vez de trabajar con las relaciones
de conmutacion canénicas [X, P| = ihl, estd formulado sobre las relaciones de Weyl para expo-
nenciales de la forma U («, ) = ¢**X AP las cuales corren con la gran ventaja de ser operadores
acotados. Se puede ver que a partir de representaciones de las relaciones de Weyl siempre se ob-
tienen, mediante teorema de Stone, representaciones de las relaciones candnicas de conmutacién
(la inversa no vale).

24. Version “light” de la descomposicion espectral: Si un operador 7' tiene autovalores A; con au-
tovectores ¢, que forman una base ortonormal densa en H, el operador es esencialmente autoad-
junto®. Muestre que si Ps es el proyector sobre el autoespacio del autovalor ), se puede escribir

el operador como
T =Y \Ps
S

Si s es un pardmetro continuo la suma es una integral.

25. Como ejemplo de lo tramposo del asunto de los operadores X y P por no ser acotados y lo impor-
tante de su dominio, consideremos el caso de funciones en un intervalo: % = {f € L*([0,1])}.
El dominio de P lo elegimos como

D(P)={feH; feHyf0)=f1)=0}.
a) Mostrar que vale (Pf,g) = (g, Pf) para f,g € D(P) (o sea, que P es simétrico).

b) Mostrar que D(P) C D(P")y que P no es esencialmente autoadjunto (use que un 7" simétri-
co es esencialmente auto-adjunto si y solo si Ker(T" + i) = {0}, o mds fécil puede mostrar
que PT no es esencialmente auto-adjunto porque tiene autovalores complejos 4-7). Como no
es esencialmente auto-adjunto P no tiene una tinica extension auto-adjunta.

¢) Muestre que si ahora solo se pide f(0) = f(1) para las funciones en D(P), entonces P es
esencialmente auto-adjunto. Basta encontrar una base ortonormal densa en H de autovectores
de P.

26. Considerar el pozo infinito, 0 sea H = P%/2m y H = L*([0, 1]). Consideramos que el dominio
de H son funciones ¢ € H tal que ¢" € H'y ¢(0) = ¢(1) = 0, de manera similar al ejercicio
anterior.

a) Explicite el dominio maximo del adjunto del Hamiltoniano H. Es H autoadjunto?
b) Construir una base ortonormal de H a partir de los autoestados ,, de H con autovalores \,,.
¢) Considerar H? y establecer su dominio.

d) Considerar el estado

¢ = \/f(l —a?).

Es evidente que tiene autovalor nulo de H?2, pero por otro lado, segin el ejercicio 24, (¢, H2¢) =
> A2 | (n, ¢)|? > 0, donde v, son los hallados en el item b. Explicar esta aparente contra-
diccién.

Referencia amigable: En el material adicional de la materia se encuentra el paper Self-adjoint
extensions of operators and the teaching of quantum mechanics, el cual explica las posibles ex-
tensiones autoadjuntas del operador momento y del hamiltoniano en ciertas situaciones usuales de

®En realidad el criterio de Nelson dice que si T es simétrico y D(T') contiene un conjunto de vectores analiticos de T
que generan un un subespacio denso en H entonces 7' es esencialmente auto-adjunto. Un vector |u) es analitico para T si

S WP Wl g « 6 para algdn ¢ > 0.

n=0 n!



mecdnica cudntica con detalle. Para referencias rigurosas y completas, aunque menos amigables,
ver los libors de Simon y Reed y el de Valter Moretti que estdin mencionados en la Bibliografia de
la materia.



