Fisica Tédrica 2

Segundo cuatrimestre de 2015
Guia 1: Estados cuanticos, operadores, espectros discretaginwos

Nota: Esta guia es para aprender a operar con operadores y gattaspacios de Hilbert (kets), dejando
de lado cuestiones técnicas como dominio de operadorestasi acotados o no, etc..

Espacios de Hilbert de dimensbn finita

1. a) Pruebe las siguientes identidades para operadérés C, D en cierto espacio de Hilbert,
con[A,B]:= AB— BAy{A,B} := AB + BA.

0 = [A[B,C]l+[B,[C, Al +[C,[A, B] (identidad de Jacobi)
[A,B+C] = [A B]+[AC]
[A,BC] = [A,B]|C + B[A,C]
[AB,CD] = —AC{D,B}+ A{C,BYD —C{D,A}B +{C,A}DB ,

b) Suponga qué es tal que conmuta con el conmuta@dr B]. Verifiqgue entonces qyel, B"| =
nB"1[A, B].
¢) Dado un operado#, se define formalmente la exponencial4leomo

1
e = —A™.
n!

n=0

Compruebe que*! es la solucion a la ecuacion diferendié(\) = Ah(\). Ademas, que si
Ay B conmutan conA, B], entonces

cAeB — A+BHAB)/2

Esta es una de las relaciones que se desprenden de la falerBidker-Campbell-Haussdorf.

2
Ayuda: considere las funcioreg(\) = eMBe M y h(\) = M3 A8l y jas

ecuaciones diferenciales que satisfacen. Notezqué€ # ¢4+ 51

2. En un espacio vectorial V de dimension 2 considere losagjoeeso,, oy, 0., que en la base
ortonormal{|+) ,|—)} de V, con

se representan mediante las matrices

(01 (0 —i (1 0
2=\ 1 0 S 7%2=\o0 -1 )"
Estas tres matrices se conocen camnadrices de Pauli

a) ¢Son hermiticas estas matrices? Halle sus autovalotgsyeatores en esta base.

1Estas son funciones que toman un numero real y lo mandan aeuadmp, 0 sea son funciones con valores en operadores.
Se las puede pensar como curvas en el espacio de operadores.



b) Verifigue que se satisfacen las siguientes propiedades

detlor,) = -1
Tr(og) = 0
o = 1T
oo, = i€jpo+ 1o,

donde! representa a la matriz identiddd= 1,2, 3 (= x,y, 2), €% €s la densidad tensorial
de Levi-Civita, yd;; es la delta de Kronecker. En la Gltima identidad se usa leassobre
indices repetidos.

3. Suponga una matriX de2 x 2 que se escribe en la forma
X=ayl+0o-a
dondeqg y a = (a1, az, a3) son nUmeros, y = (0,,0,,0;).

a) ¢Como se relacionan lag (k = 0,1,2,3) conTr(X) y Tr (0, X)?
b) Obtengau, Yy aj, €n término de los elementos de matkiz;. Muestre que cualquier matri¥
hermitica d& x 2 se puede escribir en esta forma.

4. Suponga qud|l),[2),[3)} vy {|a),|8),|y)} son dos bases ortogonales de cierto Hilbert con
producto internd(|).
a) Considerdu) = |a) —i|8) Y |v) =il|a) + |5). ¢ Cuanto valéu|v)? ¢ Son ortogonales?
b) Sealk) = >0, ax |i), conk = a, B,~. ¢Cuanto valef2|3) y (a|3)?
c) Escribaju) y |v) en labasd|1),|2),|3)} y calcule nuevament@:|v).

5. Pruebe o evalle los siguientes items:

a) Latraza es independiente de la base en la que se escriberatiop
b) Tr(XY)=Tr(YX)y Tr(XYZ) =Tr(ZXY ), dondeX,Y y Z son operadores.
o (XY =vixt,

d) Calculeexp[if(A)] en forma de ket-bra, dondées un operador hermitico cuyos autovalores
son conocidos.

Nota: hay muchos operadores que suelen aparecer que no tiradraza bien definida. Ver la
guia complementaria sobre formalismo matematico.

6. a) Considere dos ketgy) y |3). Suponga quéa|a), (az|a),... Yy {(a1|B), (a2|B),... sON
todos conocidos, dondga;)} .. forman un conjunto completo de kets base. Encuentre la
representacion matricial del operada¥ (/3| en esta base.

b) Considere ahora un sistema de espi (problema 2), con operadorés = %aj. Sean«)
y |B) iguales a|S, = h/2) y |S, = h/2), los autoestados d€, y S, con autovalore%,
respectivamente. Escriba explicitamente la matriz culedope corresponde|a) (5| en la
base usual (la que hacésa = 4o diagonal).

7. Suponga qué) y |j) son autoestados de algn operador hermiticg Bajo qué condiciones se
puede concluir qué) + |j) también es autoestado dé@ Justifique.



8.

10.

11.

12.

Usando la ortonormalidad dle) y |—), pruebe que

[Si, S;] = i€;jkhSk {S:, 8;} = (h*/2)6;

donde
h
S = I -]+ =) )
Sy = D)L+ 1) (]
S = SIHH - )

ConstruydS - n; +) tal que
h
S-n|S-n;+) =5 IS - n;+)

donden esta caracterizado por los angulos que se muestran eruta.figxprese su respuesta
como una combinacion lineal de) y |—).

z

>

B
£

Nota: la respuesta es '
cos(8/2) [+) + sin(B8/2)e" [—) .

En lugar de verificar que esta respuesta satisface la ecudei autovalores de arriba, considere
al problema como un problema de autovalores. En la guia e&dpres de rotacion veremos una
manera mas simple de obtener este resultado.

El hamiltoniano de un sistema de dos niveles es
H=a(|1) (1] —[2) (2| + 1) (2| + |2) (1])

dondea es un nimero con dimensiones de energia. Encuentre logadres de energia y los
correspondientes autoestados como una combinacion die¢g y |2).

Un sistema de dos niveles esta caracterizado por eltbaiano
H = Hu |1) (1] + Ha2 [2) (2| + Hi2 (|1) (2] + [2) (1)

dondeH11, Haz, Hi2 SON NUMeros reales con dimensiones de enerfiiay|2) son autoestados
de algln observable(distinto d&). Encuentre los autoestados de energia y los correspueslie
autovalores.

Un sistema de espil/2 esta en un autoestado 8e n con autovalori/2, donden es un vector
unitario en el plana:z que forma un angule con el eje positivc:.



a) Suponga que se mide,. ¢ Cual es la probabilidad de obteng en funcion dey? Verifique
que los casos + 0, /2 tienen sentido.

b) Evalle la dispersion dé,, es decir((S, — (S;))?). Verifique el resultado para los casos
v=0,7/2,m.

13. Un haz de atomos de esfif2 es sometido a una serie de mediciones del tipo Stern-Geztfalzh
siguiente manera:

a) La primera medicion acepta atomos con= #/2 y rechaza atomos con = —h/2.

b) La segunda mediciobn acepta atomos epn= /2 y rechaza coms,, = —h/2, dondes,, es
el autovalor del operadd® - n conn en el planazz y formando un angulg@ con el gjez.

€) Unatercera medicion acepta = —h/2y rechazas, = h/2.
¢Cual es la intensidad del haz fizal= —h/2 si el hazs, = h/2 que pasa la primer medicion

esta normalizado a uno? Como se debe orientar el segundda@gamedicion para maximizar la
intensidad del haz final, = —h/27?

14. Un cierto observable en mecanica cuantica tiene umageptacion matricial d&x 3 como sigue

1 010
— (1 01
V2 010

a) Encuentre los autovectores normalizados de este obsenvéts correspondientes autova-
lores. ¢ Hay degeneracion?

b) De un ejemplo fisico donde todo esto sea relevante.

J— cosf siné
~ \ —sinf cos#
a) Pruebe que es unitaria y halle/ 1.

b) Aplique la transformacio3 = JAJ~! a una matriz simétrical y verifique que: (i) B es
simétrica, (i) Tr(A) = Tr(B). La transformaciém — JAJ~! se conoce como conjuga-
cion.

¢) Dada una matrizl simétrica, hallé de modo queB resulte ser diagonal.

15. Dada la matriz

16. SeanA y B dos observables. Suponga que los autokets simultanedsydB {|a’,b')} forman
un conjunto ortonormal completo de kets base. ¢ Se puedprg@oncluir qug A, B] = 0? Sisu
respuesta es si, pruébela. Si es no, de un contraejemplo.

17. Considere un espacio de kets tridimensional. Si un dadjpieto de kets ortonormales, digamos
11),]2),]3), se usan como kets base, los operaddrgsB estan representados por

a 0 0 b 0 0
A= 0 —a O B=|10 0 —
0 0 —a 0 b 0

dondea y b son reales.

a) ObviamenteA tiene un espectro degenerado. ¢ También lo tiefe
b) Muestre qued y B conmutan.



¢) Encuentre un nuevo conjunto de kets ortonormales que sgakets simultaneos déy B.
Especifique los autovalores dey B para cada uno de los tres autokets. ¢ La especificacion
de los autovalores caracteriza completamente a cada &toke

18. Considere un sistema fisico cuyo espacio de estadoslesarrollado en la bagéu) , |v) , |w)}.
En esta base, los operadoiésy B estan dados por

10 0 1
H=|0 -1 0 B=|0
0 0

0
0
0 -1 1

0
L],
0
mientras que los operadorésy S se definen segin

Llu)=1lu) Llv)=0 Llw)=—lw)
Slu)y =w) Sl =lv) Sw)=|u)

a) Muestre qued y B conmutan. Construya una base de autovectores comunes a.ambo
b) ¢Cuales de los conjuntgsi},{B},{H, B},{H?, B} son CCOC?

¢) Escribalas matrices que representan a los operadoies S,y S% en la bas€ |u) , [v) , |w)}.
¢Son estos operadores observables?

19. Dos operadores hermiticos anticonmutan, es decifdqué&} = AB + BA = 0. ¢Es posible
tener un autoket coman déy B? Pruebe o ilustre su conclusion.

20. Dos observabled; y A,, que no involucran explicitamente el tiempo, no conmufain (4;] #
0), pero se sabe que ambos conmutan con el hamiltonjano | = [Aq, H] = 0). Pruebe que
debe haber alguna degeneracion en los autoestados deae@engo un ejemplo, puede pensar en
el problema de fuerzas centralBs= p?/2m + V(r),conA; — L,y Ay — L.

21. a) Calcule
((AS,)%) := (S2) — (S,)?
donde el valor de expectacion es para el est&éde-). Usando su resultado, verifique la
relacion de incerteza generalizada,

((A4)%) ((AB)*) = Z [([A, B])?

=

conA=S,yB=G5,.
b) Verifique la relacion de incerteza para los mismos opeesipara el estadd,.+).

Espacios de Hilbert, incluso de dimengin infinita. Ejemplo usual: H = L*(R)

Recuerde que el producto interno usuald€R) entre un elemento y otro ) es(¢, 1)) = fR ).

22. a) La manera mas facil de derivar la desigualdad de Schwaea siguiente. Primero observe

que
(el + A" (B]) - (Ja) + A[B)) = 0

para cualquier nUmero complejo Luego, elija\ de tal forma que la desigualdad anterior se
reduzca a la desigualdad de Schwarde) (3|3) > | («|B) 2.

5



b) Para dos observablesy B y un estado cualquiera, pruebe la relacion de incertezakle S
rodinger,

1 1
((A4)%)((AB)?) > 7 /(4 B))* + 7114, B}) —2(4) (B,
dondeAA = A— (A). Note que la relacion de incerteza de Heisenberg se delpdeésta.

¢) Muestre que el signo igual en la relacion de incertezangéimada se obtiene si el estado en
cuestion satisface
AAla) = AAB |a)

donde) es un imaginario puro.

23. @) EnL?(R) se suele representar al operador posicion comp)(u) = u¢(u) y al momento
como(p ¢)(u) = —z‘hcr%(b(u). Verifique que la funcion de onda normalizada de un paquete
gaussiano, dada por

. 2
P(u) = (2rd?)"Y* exp [Z <I;_l> u_ ;Cg» ] cH

satisface la relacion de incerteza minima

VGBIV (P = 5

No es necesario resolver integrales Gaussianas. Muestbéetaque la condicion

(Az) = c(Ap)

dondec es un nimero imaginario, efectivamente se cumple para ¢iauete, en acuerdo
con el ejercicio anterior.

24. Considere un espacio de kets generado por los autgkels$ <y de un operador hermiticd. No
hay degeneracion.

a) Pruebe que

[1A-a)

jEN
es el operador nulo.
b) Parak fijo, ¢ Cual es el significado del operador
H (A B CL]') ?
jer-quy (@~ %)

c) llustre los dos puntos anteriores usantle= S, de un sistema de espli2 (ahora el indice
j solo toma dos posibles valores).

25. Evalle((Axz)?) ((Ap)*) para una particula confinada en un pozo unidimensiona, gstados
estacionarios{y = Ev (asuma que el dominio d& son funciones de cuadrado integrable que
se anulan en las paredes).

{ 0 si0<z<a
V=
oo en otro caso

Muestre que para el estado estacionario de mefhr)?) ((Ap)?) se satisface la relacion de
incerteza de Heisenberg.



26. Construya la matriz de transformacion de base que tfebase dondé§, es diagonal con la
base en qué,. es diagonal. Muestre su resultado en la forma “ket-bra”

27. Q)
28. Q)
b)
0)
29. a
b)

U= cjbase nueva (base viejg .
jl
Suponga quef(A) es una funcion analitica de un operador hermiticoon la propiedad

Alaj) = aj|aj). Evalle(by| f(A)|b;) suponiendo que se conoce la matriz de transformacion
entre la baséu;) y la baselby,).

Seaz Yy p, la coordenada y el momento lineal en una dimension. Evel(mrchete de
Poisson clasico

{z, F(pz)}clasico-

Sean ahora y p, los correspondientes operadores cuanticos. Evalueneta@mdor

1pLa

[, exp(=—=)] ,

y compare con (a) cuand®(p, ) = exp(ipa/h).

Usando el resultado de (b) y asumiendo que el operadiene autoestados (cosa que no es
cierta enL?(R)!), pruebe que

1P
exp(“L2) 1)

es un autoestado del operadgrdondex [b) = b|b), b € R. ¢(Cual es el correspondiente
autovalor?

Verifique que las igualdades

oG oF

[th(p)] = ihapi [pi,F(X)] = _ihawi

pueden derivarse a partir de las relaciones de conmutagidiamentales, para cualquier par
de funcioned’ y GG que puedan ser expresadas en serie de potencias de su @amgumen

Evalte[z?, p?]. Compare su resultado con el corchete de Poisson clgsice?} ¢|asico¥
piense por qué difieren (ademas delsual).

30. El operador de traslacion para un desplazamiento ie$fiato esta dado por

T(1) = exp (‘ig ' 1)

dondep es el operador impulso (ver ejercicio 28.c y la guia complataria de formalismo).

a)
b)
0)

Evalue[z;, 7 (1)].
Muestre que7 es un operador unitario usando ques hermitico.
Usando los puntos anteriores, demuestre que el valor deceqidn(x) cambia frente a

traslaciones (es decir, cambia cuando el estado en cuestioo su trasladadd (1):). Note

gue no hizo falta suponer la existencia de autoestados dusieiqgm, y el resultado justifica
interpretar & (1) como el operador de traslaciones espaciales.



31. a) Considere’ = L*(R) pero ahorar = z’ha% y p = v sobre funcioneg)(v) € H’'. Pien-
se qué sucede con el conmutador canodmice| y como se relacionan los estados de este
espacio de Hilbert con aquel que veniamos usando, dende.y p = —z‘ha%. ¢, Es capri-
choso elegir una representacion de los operadores o [a\é@la guia complementaria de
formalismo para discutir esto un poco mas.

b) ¢Cual es el significado fisico dep(izk/h), dondex es el operador posicion A/ es algin
namero con dimensiones de momento? Justifique su respuesta



