
Fı́sica Téorica 2

Segundo cuatrimestre de 2015
Guı́a 3: Oscilador armónico y potenciales

1. Considere el operador Hamiltoniano correspondiente al oscilador armónico unidimensional

H =
P 2

2m
+
m

2
ω2X2.

Escriba la ecuación de Schrodinger para un estado estacionario (autoestado deH) e intente resol-
verla (si no puede, no importa, lo haremos de forma inteligente en el resto de la guı́a).

2. Suponga que se tiene un operadorN con autovaloresn y un operadora tales que[N, a] = −ca con
c ∈ C. Llamemos|n〉 al autoestado deN con autovalorn (supongamos que no hay degeneración).

a) Muestre entonces quea|n〉 es autoestado deN con autovalorn− c

b) Si N es hermı́tico, muestre quea†|n〉 es autoestado deN con autovalorn + c, conn y c
reales. Note que sic es positivo entoncesa baja los autovalores y se lo llamaoperador de
bajada o aniquilacíon mientras quea† los sube y se lo llamaoperador de subida o creación.

3. Considere un oscilador armónico en una dimensión, y lassiguientes definiciones

a =

√

mω

2~

(

X +
iP

mω

)

, a |n〉 =
√
n |n− 1〉 ,

a† =

√

mω

2~

(

X − iP

mω

)

, a† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 ,

donde{|n〉}n∈Z son autoestados deN := a†a con autovalorn.

a) Calcule[a, a†] y compruebe que se verifiquen las relaciones de conmutacióndel ejercicio
anterior conc = 1.

b) Muestre que los autovalores deN son enteros no negativos, asumiendo que existe el estado
|0〉 (esto lo veremos en el ejercicio 5). Por lo tanton ∈ N.

c) Muestre queH = ~ω(N + 1/2), por lo tanto los autestados deN coinciden con los deH.

d) Evalúe〈m|X|n〉, 〈m|P |n〉, 〈m|{X,P}|n〉,
〈

m|X2|n
〉

y
〈

m|P 2|n
〉

e) Compruebe que se cumple el teorema del virial para los valores de expectación de la energı́a
cinética y potencial tomados con respecto a un autoestado de la energı́a.

4. Utilizando los resultados del ejercicio anterior, muestre que los autoestados del oscilador armónico
unidimensional satisfacen la siguiente relación,

〈

(∆x)2
〉〈

(∆p)2
〉

=

(

n+
1

2

)2

~
2 .

¿Qué ocurre paran = 0? ¿Qué condición impone esto sobre la función de onda del estado funda-
mental?

5. Resuelva la ecuación diferenciala |0〉 = 0 para obtener el estado fundamental. Luego obtenga
a† |0〉 = |1〉, el primer estado excitado del oscilador armónico unidimensional.
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6. Considere la función, conocida como función de correlación, definida como

C(t) = 〈x(t)x(0)〉 ,

donde〈x(t)〉 es el operador de posición en la representación de Heisenberg. Evalúe explicitamente
la función de correlación para el estado fundamental de unoscilador armónico en una dimensión.

7. Considere nuevamente un oscilador armónico en una dimensión. Sin trabajar con las funciones de
onda:

a) Construya una combinación lineal de|0〉 y |1〉 que maximice〈x〉.
b) Considere que el oscilador se encuentra at = 0 en el estado hallado en el punto (a). ¿Cuál

es el vector de estado parat > 0 en la representación de Schrödinger ? Evalúe el valor
de expectación〈x〉 como función del tiempo parat > 0 usando: (i) la representación de
Schrödinger, y (ii) la representación de Heisenberg.

c) Evalue
〈

(∆x)2
〉

como función del tiempo en ambas representaciones.

8. Demuestre que para un oscilador armónico en una dimensi´on se verifica

〈

0
∣

∣

∣
eikX

∣

∣

∣
0
〉

= exp

(

−k
2

2

〈

0
∣

∣X2
∣

∣ 0
〉

)

dondex es el operador de posición. Ayuda: use el resultado del problema 1.c de la guı́a 1. Use esto
para obtener〈0|Xn|0〉 para todon.

9. Considere una partı́cula sujeta a un potencial de oscilador armónico en una dirección. Suponga
que at = 0 el estado viene dado por

|ϕ〉 = exp

(−iPd
~

)

|0〉 ,

dondeP es el operador de momento yd es un número con dimensiones de longitud. Usando la
representación de Heisenberg, evalúe el valor de expectación 〈X〉 parat > 0. Muestre que|ϕ〉 es
autoestado del operador de destruccióna y calcule su autovalor. Interprete el resultado. ¿Qué tipo
de estado describe|ϕ〉?

10. Se definen los estados coherentes de un oscilador armónico en una dimensión como los autoestados
del operador de aniquilacióna,

a |λ〉 = λ |λ〉 ,
dondeλ es en general un número complejo (note quea es no hermitı́co).

a) Demuestre que
|λ〉 = e−|λ|2/2eλa

† |0〉
es un estado coherente normalizado.

b) Demuestre que estos estados verifican la relación de mı́nima incerteza.

c) Pruebe que un estado coherente se puede obtener también mediante la aplicación del operador
de traslaciónexp(−iP l/~) (siendoP el operador de momento yl la distancia desplazada) al
estado fundamental.

2



11. Escriba la función de onda (en el espacio de coordenadas) para el estado especificado en el proble-
ma 9 at = 0. Puede usar que (resultado del ej. 5)

|0〉 = π−1/4x
−1/2
0 exp

[

−1

2

(

x′

x0

)2
]

donde x0 =

(

~

mω

)1/2

.

Obtenga luego una expresión simple para la probabilidad deque la partı́cula se encuentre en el
estado fundamental at = 0. ¿Cambia esta probabilidad parat > 0 ?

12. Considere un autoestado del operador de destruccióna

a |α〉 = α |α〉 ,

dondeα ∈ C.

a) Calcule〈H〉, 〈P 〉 y 〈X〉 en un estado|α〉 y muestre que satisfacen la misma relación que las
variables clásicasE = p2/2m+mω2x2/2 paraE ≫ ~ω. ¿Qué condicion impone ésto para
los valores deα?

b) Halle la evolución temporal de|α〉 desarrollándolo en la base{|n〉} de autoestados deH.
Muestre que el estado continúa siendo autoestado del operador a, pero que el autovalorα
varı́a en el tiempo. Dibuje en el plano complejo la evolución deα y muestre como varı́an
〈H〉 y 〈P 〉 en el tiempo.

c) Deduzca y resuelva las ecuaciones de evolución en la representación de Heisemberg para los
operadoresa y a†.

d) Si se mide la energı́a del sistema en unt > 0, ¿qué valores pueden obtenerse y con qué pro-
babilidades?

13. Considere una partı́cula sometida a un potencial de la forma

V =

{

kx2/2 x > 0
∞ x < 0.

a) ¿Cuál es la energı́a del estado fundamental?

b) ¿Cuál es el valor de expectación
〈

X2
〉

para el estado fundamental?

14. Una partı́cula en una dimensión (−∞ < x < ∞) está sometida a una fuerza que puede derivarse
de un potencial de la forma

V (x) = λx , (λ > 0).

a) ¿Es el espectro de energı́a discreto o continuo? Escriba una expresión aproximada para la
autofunción de energı́a especificada porE. Dibujela cualitativamente.

b) Discuta brevemente qué cambios son necesarios siV es reemplazado porV = λ|x|.

15. Una partı́cula en una dimensión está atrapada entre dos paredes rı́gidas separadas una distanciaL,

V (x) =

{

0 si 0 < x < L
∞ en otro caso.

A t = 0 la partı́cula está “muy concentrada” enx = L/2. ¿Cuáles son, estimativamente, las proba-
bilidades relativas de que la partı́cula se encuentre en distintos autoestados de energı́a? Escriba la
función de onda parat ≥ 0 (no necesita preocuparse por la normalización absoluta, convergencia
u otras cuestiones matemáticas).
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16. Un electrón se mueve en la presencia de un campo magnético uniforme en la direcciónz (B =
Bẑ).

a) Evalúe[Πx,Πy], donde

Πx = px −
eAx

c
Πy = py −

eAy

c
. (1)

b) Tenga en cuenta ahora que ungaugeposible esAx = 0 y Ay = Bxŷ. Proponga un estado

estacionario tipo onda planaψ = ei
~k·(zẑ+yŷ)f(x). Usando las relaciones de conmutación

obtenidas en (a) y las expresiones correspondientes al problema del oscilador armónico uni-
dimensional, muestre que los autovalores de energı́a de este problema son

Ekn =
~
2k2z
2m

+
|eB|~
mc

(

n+
1

2

)

, (2)

donden = 0, 1, 2, . . ., y ~kz es el “autovalor contı́nuo” del operadorPz. Notar que hay
una frecuencia efectiva dada porω = eB

mc . Ayuda: complete cuadrados para poder tratar el
término lineal enX.

4


