Fisica Teorica 2

Segundo cuatrimestre de 2015
Guia 5: Suma de momento angular y teorema de Wigner-Eckart

1. Considere una particula de espin 1/2 en un estado con [ = 1.

a) Encuentre el estado con jpqq Y M., en términos de los estados |l, s, m;, my).

b) Use J_ = L_ + S_ para generar todos los estados |jqz, m).

¢) Use ortonormalidad para encontrar el estado |jmaz — 1, Jmaz — 1)-

d) Use J_ para generar todos los estados |jqz — 1, m).

e) (Cudl es el valor de expectacion de L, en el estado con j = 1/2y m = 1/2? ;Cuadl es el

valor de expectacion de .S, en ese estado?

2. Se intenta sumar impulsos angulares j; = 1y jo = 1 para formar estados con j = 2,1,y 0.
Usando las relaciones de recurrencia,

VG Fm)( £m+ 1) (my, malj,m£1) =

V01 Fma+ )G £ ma)(my F Lomolj,m) + /(G2 F ma + 1)(j2 £ ma) (my, ma F 1|4, m)

exprese todos los autoestados {|j, m)} (nueve) en términos de los |m1, m2). Escriba su respuesta
en la forma

1 1
V2 V2

3. Considere dos particulas con espin 1/2. Calcule todos los coeficientes de Clebsh-Gordan por dos
caminos diferentes:

j=1m=1)= 1,0) 0,1),...

a) Escriba los kets correspondientes a los posibles estados de espin en la base de autoestados de
S?y S, total (triplete y singlete)

{ls=1,m=1), |s=1,m=-1), |s=1,m=0)}, {ls=0,m=0)},

en funcion de los kets en la representacién {my, ms}, usando los operadores Sy y ortogona-
lidad.

b) Escriba la matriz de 4 x 4 que corresponde a la representacion del operador
S? =52 1 52428,-8S,

en la base {m1, m2}. Luego encuentre la matriz unitaria que diagonaliza esta matriz. ;Puede
identificar sus elementos?

4. Muestre que la funcién de onda de un estado con j = 1 formado mediante el acoplamiento de dos
particulas con espin O provenientes de orbitales p, resulta antisimétrica en las coordenadas de las
particulas.

5. Incluyendo el acoplamiento espin-drbita, el hamiltoniano electrénico para el &tomo de hidrégeno
sin campos externos es

donde Hy = p?/2m — e?/r, y S representa el espin del electrén.



a) Evalde los conmutadores
[H’ Lﬂ ) [H7 SQ] ? [H? ‘]2] ’ [Hv LZ] ) [Ha SZ] ) [H, Jz] )

donde J = L + S. ;Cuadl es el conjunto mas grande de estos operadores (incluyendo H) que
conmutan mutuamente?

b) Ahora se enciende un campo magnético externo B = B2, de modo que se agrega al hamil-
toniano el término

Hp = %BB (L. +2S.) .

Para este caso, repita el punto (a).

6. Considere una particula de espin 1/2 y masa m, que estd sometida a un potencial tipo oscilador

armonico tridimensional isétropo

mw2r2
v ="00

al que se le aflade un potencial de interaccion espin-orbita yL - S, donde L es el momento angular
orbital y S el espin de la particula. El hamiltoniano total estd dado entonces por

2 2.2
P mwr
H=—
2m+ 2

+L-S.

a) Halle exactamente las energias y autoestados de H correspondientes al nivel fundamental y
al primer excitado. Ayuda: pruebe que los estados con N = 1 tienen [ = 1. Una opcién es
probar que L2 = B2N(N + 1) — h2alalaja;.

b) Sient = 0elsistemaestien |p) = |N =1,L, = h, S, = h/2), halle |p(t)). Sient =0
se mide la energfa, ;qué resultado se obtiene? ;Y si se mide L? o L.? ;Qué ocurre si las
mediciones se realizan a t > 0?

c¢) Repita el item anterior para el estado a t = 0 dado por [¢)) = |[N =1,L, = —h, S, = h/2)
7. a) Evalte
=10 ?
> [ (8)

m=—j

m,

para cualquier j (entero o semi-entero). Verifique su respuesta para j = 1/2.

b) Pruebe que para cualquier j

j | ,
S w2 D, ()] = 3G+ 1)sin 5+ m (305’ 5~ 1)

m=—j

8. Escriba d®/2) a partir de dV), d(1/2) y los coeficientes de Clebsh-Gordan.

9. Version simplificada de la paradoja EPR: Considere un sistema formado por dos particulas de
espin 1/2. Un observador A se especializa en medir las componentes de espin de una de las
particulas (S1z, S1y, Si.), mientras que el observador B mide las componentes de espin de la
otra particula. Suponga que se sabe que el sistema estd en un estado singlete de espin, es decir que
Stotal = 0.

a) (Cudl es la probabilidad de que el observador A obtenga S, = /2 cuando el observador B
no efectia mediciones? Repita el cdlculo para S1, = h/2.

b) El observador B mide Sz, = /2. {Qué puede decir sobre el resultado de la medicion
posterior de A si: (i) A mide S, (ii) A mide S1,.? Justifique su respuesta.



c) Compare las dos situaciones de los items anteriores. Note que el aparato de medicién de A
obtiene resultados correlacionaos con los de B solo si B mide en la misma direccién que A.
Por esto, la eleccion de la direccién de medicion de A y B influye en el grado de correlaciéon
de las mediciones, atin si A y B estdn separados afios luz de distancia. Ver seccién 3.9 del
Sakurai.

10. Los tensores irreducibles de rango k transforman, por definicidn, segtin una rotacion representada
por momento angular k.

k
R(, o) TP R™ (0, 0) = Y DY, )T,
q'==k

k . ..
donde Tq( ) es la descomposicién del tensor en una base esférica con ¢ = —k, ..., k. Esto es
equivalente, en su forma infinitesimal, a

k
T T = hgT, 16, TP = b/ (R F @) (k£ g + DT
Mostrar que Vi = :F%(:n +iy) y Vo = z son una base esférica de tensores irreducibles de rango
1.

11. Demuestre que el producto de dos tensores irreducibles Tq(k) y Wzgh), de rango k y h respecti-
vamente, no es un tensor irreducible sino una combinacién lineal de ellos. Proceda del siguiente
modo: demuestre, usando las propiedades de transformacion ante rotaciones, que

Z) =" TPWM (kh, qp|jm)
a.p

es un tensor irreducible de rango j, luego invierta esta expresion utilizando la relaciéon de com-
pletitud de los coeficientes de Clebsh-Gordan. Muestre que el producto de dos vectores V 'y U
se puede escribir como la suma de un escalar, otro vector y un tensor esférico de rango 2. Escri-
ba explicitamente las componentes del vector y el tensor esférico de rango 2 en términos de las
componentes Uy y . y V4 .. En particular, si V. = U = R es el operador posicion, muestre que
el tensor de rango 2 que se obtiene es, a menos de un factor, el operador momento cuadrupolar
eléctrico.

12.  a) Considere una particula sin espin ligada a un centro fijo mediante un potencial central. Estu-
die los elementos de matriz
1 .
—(z +iy)

<n', U,m'
V2
utilizando unicamente el teorema de Wigner-Eckart. Esté seguro de establecer correctamente

qué elementos de matriz son no nulos.
b) Repita el punto (a) usando funciones de onda ®(x) = Ry, (r)Y;™ (6, ¢).

n,l,m> y <n',l',m’|z|n,l,m>,

13.  a) Escriba xy, 22, y (2> — y?) como combinaciones lineales de componentes de un tensor
esférico (irreducible) de rango 2.

b) El valor de expectacién
Q= e<a,j,m:j‘(322 —TQ)‘a,j,m:j>
es conocido como el momento cuadrupolar. Evalie
e{a, j,m'|(z* — y*)| a, j,m = j) ,

(donde m’ = 5,5 — 1,5 — 2,...) en funcién de Q y los coeficientes de Clebsch-Gordan
apropiados.



14. El tensor cuadrupolar de un sistema se define como

15.

Qir=c¢ (3xixk - 5ik7“2) .

Si el sistema estd en un estado con un valor de impulso angular total j, el momento cuadrupolar
definido en el ejercicio anterior corresponde al valor de expectacion de (., en el estado con m = j.
Evalde los valores de expectacion restantes de @);; sobre los estados |a, j,m = j). Interprete el
resultado.

Probar que un nicleo atémico de espin 0 o 1/2 tiene momento cuadrupolar eléctrico nulo (el espin
de un nucleo es el momento angular resultante de los espines y momentos angulares relativos de
los nucleones constituyentes).



