La teoria de perturbaciones nos da un procedimiento sistematico para resolver, de manera apro-
ximada, la dindmica de un sistema cuantico. En el caso general, ésta dindmica estd descripta por un
hamiltoniano del estilo

H=H0+V (1)

Tanto en el caso estacionario (V' = cte) como en el dependiente del tiempo (V = V(t)), este
procedimiento requiere del calculo de elementos de matriz V,;,, del hamiltoniano de interaccién o

potencial, donde
Vom = (n] V' |m) (2)

En problemas de dimensién alta, como por ejemplo el &tomo de Hidrogeno, resulta esencial utilizar
criterios de simetria para descartar a priori el calculo de ciertos elementos de matriz. En el caso (bas-
tante comun) en el que la perturbacién esté dada por una funcién del operador posicién tipo V()z ),
serd especialmente 1til recurrir a argumentos de paridad y al teorema de Wigner-Eckart.

Paridad

Tanto el operador posicién como los autoestados de momento angular orbital total L? tienen
paridad bien definida, es decir que

II|im) = (=1)"[lm) (4)

Obviamente, las formas cuadraticas en las componentes del operador posiciéon también tendran
paridad bien definida, lo cual se desprende de la expresién (3) y de que el operador paridad es unitario:

ILX; XGI = IIXGITIIXGIT = (—X5) (—X;) = X4 X (5)
Ejemplo

Consideremos el atomo de hidrégeno bajo la accién de un potencial de interaccion adicional del
estilo V = AZ. Si queremos estudiar perturbativamente las correcciones a cierto estado |nim), entonces
es necesario calcular elementos de matriz del estilo

(M'U'm/| V indm) = X{(nU'm’| Z |nlm) (6)

Usando nuevamente que el operador Il es unitario, podemos escribir

(n'U'm!| Z nlm) = (WU'm/|TTILZILII |nim) (7)
() (=) (' V'm’| (— Z) [nim) (8)
= (=)D (0w | Z [ndm) (9)

Para verificar la igualdad, los estados involucrados deben cumplir con la regla de seleccion

I'+1+1=2kconkeZ (10)
Wigner-Eckart

El teorema WE nos dice que
v25+1

La presencia del coeficiente de Clebsch-Gordan en el lado derecho de la expresion de arriba implica
que el elemento de matriz es cero a menos que

(o j'm!| T |a; im) = (jk; maljk; j'm!)



=k < <ji+k (12)
m'=m+q (13)
De esta manera, todos los elementos de matriz que no cumplan esas reglas de seleccién quedan

descartados. Como paso previo a utilizar el teorema WE debemos escribir el operador V(X ) en la
base de tensores esféricos irreducibles (TEI).

Si el potencial es lineal en las coordenadas, basta con considerar la base de TEI de rango k = 1.
Estos son:

TV = z (14)
Tj([11) — FX£iY) (15)

V2

Una manera de recordar estas expresiones es tomando en cuenta que los armonicos esféricos Yy, (1)
son TEI en si mismos, donde 1 = (sin (¢) sin (€) , cos (¢) sin (0) , cos (€)). Es decir, dado un operador

vectorial en componentes cartesianas U = (U, Uy, U.), la expresion de los TEI asociados en funcién
de dichas componentes estd dada por

TM = Yick, m=q(U) (16)

Por ejemplo,
Yio(h) = Acos (0) = An, = T\V « Z (17)
Y 11(7) = Bsin (0) e = B(n, £in,) = T x X +iV (18)

Por otro lado, si el potencial es cuadratico en las coordenadas, debemos considerar (también) la
base de TEI de rango k = 2. Escritos en funciéon de sus componentes cartesianos, estos son:

7@ = %<X2—Y2>iiXY (19)
TV = ¥X7-izy (20)
7 = Lz (21)

V6

En lugar de recordar estas expresiones, para desarrollar un potencial cuadratico en la base de TEI
podemos usar el resultado del ejercicio 11 de la Guia 5, que nos permite expresar un TEI como suma
de productos de tensores irreducibles:

T =3 (qalke) XGV X (22)
q1,92
Esta relacién se puede invertir para expresar un producto de tensores irreducibles como sumas
de tensores irreducibles. Para ello, multiplicamos a ambos lados por (kq|q],q¢5) y sumamos sobre
ki —ke| <k <ki+kyy-k<q<k

1o p(k) ! (k1) x (k2)
q 1 2
Z <kq,CI1a QZ> T Z Z <QIQZ‘kq> <kq|ql7q2> Xq Xq (23>
k,q k,q 91,92
= XPUXE) = 3 (kalar, a2) TV (24)
k.q

donde usamos que Yy, [k, )k, q = 1y que (g1, 6ala} b) = 0y 1 Sg0.gy Notar que es necesario que
q = q1 + g2 para que el coeficiente de Clebsch Gordan no se anule



Ejemplo

Quiero estudiar los elementos de matriz (n'l'm’| V' |nlm) de la perturbacién V = A X Z. Para usar
el teorema WE, escribo los operadores X y Z en la base de TEI de rango 1 (expresiones 14 y 15)

z = 1V (25)
_ L 0
= ﬁ (T—1 - T+1> (26)
Entonces la perturbacién la puedo reescribir como
A 1 1 1 A 1) (1 1) (1
V=5 (1) - 1)) 1V = NG (r7 - T 7)) (27)

Usando ahora la expresién (24) para cada uno de los términos:

1
7 = 3 k| -1,07Y = NG (1 = 79) (con g = -1+0=-1) (28)

k=0,1,2

1

T = 3 k| + 1,007 = NG (T8 = 7) (con g = +1+0=+1) (29)

k=0,1,2

Finalmente juntamos ambas expresiones y volvemos a (27)
A (D)) (D)) _ A (1) (@) (1) (2) A (1) (@)

V=7 (1) - TVTY) = . (1) -1 -1 - 1) = -3 (1 +17)  (30)



