Fisica Teorica 2

Primer cuatrimestre de 2016
Guia 6: Rotaciones e Impulso angular

1. Considere la matriz de 2 x 2
U — ag+10-a

ay—io-a’

donde ap es un nimero real, y a es un vector de 3 componentes reales.

(a) Pruebe que U es unitaria y unimodular.

(b) En general, una matriz unitaria unimodular de 2 X 2 representa una rotacion en tres dimen-
siones. Encuentre el eje y el dngulo de rotacién para U en términos de ag y las componentes
del vector a.

2. Considere una particula de espin 1. Evalde los elementos de matriz de S, (S, + h)(S, — k) y de
Sy (Sz + h)(Sy — h) sin usar la representacién matricial de .S,,.

3. Considere el hamiltoniano de un cuerpo rigido
1 /K? K2 K?
H=>-(=2L 22473
2 <Il * 1> + Ig)

donde K es el impulso angular en el sistema de coordenadas fijo al cuerpo. A partir de esta
expresion obtenga la ecuaciéon de movimiento de Heisenberg para K, y luego halle las ecuaciones
de movimiento de Euler en el limite correspondiente.

4. (Cudl es el significado de la ecuacién U 14U = > Ry Ay, donde las tres componentes de A son
matrices? A partir de esta ecuacién, muestre que los elementos de matriz (m|Ay|n) se transforman
como vectores.

5. Considere un estado arbitrario |«) de un sistema de espin 1/2, sobre el que se aplica una rotacion
en un angulo ¢ alrededor del eje z,

b =exp (15 ) ja)

(a) Calcule (S;)  en el sistema rotado, en funcion de los valores de expectacion (S;) y (Sy) en
el sistema original.

(b) Muestre que para una rotacién de 27 en ¢ se satisface

la)p = —la) .

Observe que no se obtiene el mismo estado debido a un factor de fase. ;Puede observarse
este efecto? Vea Phys. Rev. Lett 35, 1053 (1975), o Phys. Today, Dic. 1980, pag. 24.

6. (a) Usando las propiedades de conmutacién y anticonmutacién de las matrices de Pauli, pruebe
la identidad
(0-a)(c-b)=a-b+ioc-(axb),

donde a y b son dos vectores complejos en tres dimensiones.



(b) Usando (a), muestre que el operador rotacion para un sistema de espin 1/2 en la base
{|+),]=)} se puede escribir como

P01 - (122

:Icos?—ia'-flsin?
2 2’

donde [ es la matriz identidad.
(c) Escriba explicitamente la matriz de 2 x 2 que representa la rotacién D(n, ¢).

(d) Sean el versor definido por los dngulos polares « y 3 segun se muestra en la figura. Aplique
al ket |+) el operador de rotacién adecuado para obtener el estado |S - i, +), que representa
un espin orientado segin n. Compare el resultado con el obtenido en el problema 10 de la
guia 1.
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7. Considere la secuencia de rotaciones de Euler de un sistema de espin 1/2 representada por
DY) (a, B,7) = D(2,)D(3, B)D(%,7) -
(a) Muestre que la matriz de 2 X 2 que representa esta rotacion es
D) = o (752 o () (4%F)

e~ HetN2cos B —emila=1/24in &
elle="/2 gin g et )/2 cog g )

(b) Debido a las propiedades del grupo de las rotaciones, esperamos que esta secuencia de opera-
ciones sea equivalente a una tnica rotacion alrededor de algun eje con angulo 6. Encuentre
0 y la direccién de dicho eje.

8. Sea J un operador de momento angular cualquiera, es decir que sus componentes satisfacen las
relaciones de conmutacién [J;, J;| = ihe;jp Jy.

(a) Se definen los operadores de subida y bajada en la forma J = J, +iJy y J_ = J; — iJy,.
Demostrar las siguientes propiedades

Je,J_] = 2., [J.,Ji)=hJy, [J.,J_]=—hJ_
JyJ. = J*—J*+hJ,

Jelj,m) = h/ji(G+1) —m(m+1)]j,m+1)

Julj,xj) = 0.

(b) Mostrar que cualquier estado de J, satisface (J,) = (J,) = 0, y que si en cierto estado |))
se satisface .J, |¢)) = fum |1)), entonces sobre ese estado el valor medio de la proyeccion del
impulso angular J sobre una direccion i que forma un dngulo 6 con el eje x es (J - n) =
hm cos 6. Interprete el resultado.



10.

11.

12.

13.

. Construya, por aplicacion de los operadores de subida y de bajada, las matrices que representan a

los operadores L?, L, Ly, y L. en el subespacio generado por la base {|1,1),]1,0),|1,—1)} de
autoestados de L? y L. Verifique explicitamente multiplicando las matrices la relacién [.J, Jyl =
thd,.

(a) Encuentre la base {|l,m,)} de autoestados de L? y L, de dicho subespacio. Escribala como
combinacién lineal de los |1, m).

(b) Sea un estado descripto por el vector

1

V2

Si se mide L., ;qué valores pueden obtenerse y con qué probabilidades? Repita el calculo si
se mide L.

|¥) (I1,1) =1, =1)) .

(c) Sobre el estado |¢)) se mide L. y se obtiene A, e inmediatamente después se mide L. {Qué
valores pueden obtenerse y con qué probabilidades?

Un autoestado de momento angular |7, j) se rota en un dngulo infinitesimal € alrededor del eje y.

Sin usar explicitamente la forma de la funcién d%?m, obtenga una expresion para la probabilidad
de que el nuevo estado rotado se encuentre en el estado original, hasta términos de orden €2

Muestre que las matrices de 3 x 3 G (i=1,2,3) cuyos elementos estan dados por (G;) i = —ihe;jk,
donde j y k son indices de fila y de columna, satisfacen las relaciones de conmutacién del momento
angular. ;Cudl es el significado fisico (o geométrico) de la transformacién matricial que conecta
a G; con las representaciones de 3 x 3 mas usuales del operador de momento angular J;, con J,
diagonal? Relacione su resultado con la transformacién

Vo V+ndpxV,

bajo rotaciones infinitesimales. [Nota: este problema puede resultar ttil para entender el espin del
foton.]

Construya los armoénicos esféricos Y; ,,,. Para ello, resuelva primero L1 Y7 1 = 0 (L4 en la repre-
sentacion r) y aplique luego el operador L_ a Y; 1 (previamente normalizado) para hallar los otros
dos restantes. Usando los resultados del problema 12, escriba la combinacién lineal de estos que
es autoestado de L, con autovalor h. Verifique su resultado aplicidndole L, en la representacion 7.

Suponga que fuera posible un valor semi-entero de [, por ejemplo 1/2, para el impulso angular
orbital. A partir de

LiYi21/2(0,0) =0
podemos deducir, como de costumbre
Yi2,1/2(0,¢) ¢/?\/sin6 .
Intente construir entonces Y7 /5 12 (0, ¢) de dos maneras diferentes:

(a) aplicando L_ a Y51 /2(0, ¢),
(b) usando que L Yy/5 _1/2(0,¢) = 0.

Muestre que los dos procedimientos llevan a resultados contradictorios (esto da un argumento en
contra de valores semi-enteros de [).



14. Considere un autoestado de impulso angular orbital |/ = 2, m = 0). Suponga que este estado es
rotado en un angulo 3 alrededor del eje y. Encuentre la probabilidad de que el nuevo estado se
encuentre en m = 0, £1,y £2.

15. (a) Considere un sistema con j = 1. Escriba explicitamente
<] = 17m/|‘]y‘j = 17m>

como matriz de 3 x 3.

(b) Muestre que en el caso particular j = 1, es legitimo reemplazar e*/v5/" por

2
1—1 (ij;’) sin 8 — (%) (1 —cosp) .

(%) (I+cospB) — (%) sin 3 (%) (1 —cosp)
d(jzl)(ﬁ) = (%) sin 3 cos 3 - (%) sin 3
(3) (1 —cosB) (%) sinf (%) (1+cosp)

(c) Usando (b) obtenga

16. La funcioén de onda de una particula sujeta a un potencial esféricamente simétrico V (r) estd dada
por:
U(x)=(z+y+3z2) f(r).

(a) (Es ¥ autofuncién de L?? Si es asi, ;cudl es el valor de [? Si no es asi, ;cudles son los
posibles valores de [ que pueden ser obtenidos cuando se mide L? ?

(b) ¢Cudles son las probabilidades de hallar a la particula en los distintos estados con m definido?

(c) Suponga que se conoce de alguna manera que ¥ () es una autofuncién de energia con auto-
valor E. Indique como puede hallarse V().

17. Usando coordenadas esféricas, obtenga una expresion para la corriente de probabilidad j para el
estado fundamental y los excitados del dtomo de hidrégeno. Muestre en particular que, para los
estados con m # 0, existe un flujo toroidal en el sentido de que j estd en la direccion de ¢ creciente
o decreciente dependiendo del signo de m.

18. Considere un oscilador arménico tridimensional isétropo.

(a) Resuelva la ecuacion de Schrodinger en coordenadas cartesianas suponiendo conocidas las
soluciones en una dimension. Encuentre los niveles de energia y las funciones de onda.
Discuta la paridad y encuentre la degeneracion.

(b) Resuelva en coordenadas esféricas. La ecuacion radial se puede resolver usando la susti-
tucién r2 = z. Multiplicando las funciones de onda por /4 el problema se reduce al del
adtomo de hidrégeno cuya solucién se supone conocida. Encuentre los niveles de energia
y discuta la paridad y la degeneracién. Compare el resultado con (a). ;De qué conjunto
completo de operadores son autoestados estas soluciones?

19. Para una particula sometida a un potencial de oscilador armoénico tridimensional isétropo (suponga
que todos los pardmetros de longitud y energia valen 1) considere el estado definido por

r? 1
Y(2,y,2) = C(1+z+y)exp <—2>, C—m-

Calcule qué valores pueden medirse y con qué probabilidad de las siguientes magnitudes: L?, L.,
L.,y H.



