Fisica Teorica 2

Primer cuatrimestre de 2016
Guia 11: Teoria de perturbaciones

1. Un oscilador arménico unidimensional estd sujeto a la perturbacién
V =bx,
donde b es una constante real.

(a) Calcule el desplazamiento de energia del estado fundamental al menor order no nulo.

(b) Resuelva este problema en forma exacta y compare con el resultado hallado en (a). Puede
asumir sin demostrar que

| h
(U | |up) = Ymw (Vn + 1p/ ne1 + \/ﬁén’,n—1> .

2. Considere una particula en un potencial bidimensional

V= 0 para0<z<L,0<y<L
"] oo enotrocaso .

Calcule las autofunciones de la energia para el estado fundamental y el primer excitado. Si agre-
gamos una perturbacién independiente del tiempo de la forma

V= Azy para0 <z <L 0<y<L
7Y o en otro caso ,

calcule las autofunciones de la energia a orden cero, y los desplazamientos de energia a primer
orden para el estado fundamental y el primer excitado.

3. Considere un oscilador arménico isétropo en dos dimensiones. El hamiltoniano estd dado por
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Hy =
2m  2m 2

(a) (Cuales son las energias de los tres estados de menor energia? ;Hay degeneracion?

(b) Ahora se aplica la perturbacién V = dmw?zy, donde § es un nimero real adimensional
mucho menor que uno. Encuentre el autoestado de energia a cero orden y la correspondiente
autoenergia a primer orden [es decir, la energia no perturbada de (a) mas el corrimiento de
energia a primer orden] para cada uno de los tres estados de menor energia.

(c) Resuelva exactamente Hy + V. Compare con los resultados perturbativos hallados en (b).
Puede usar que

h
(n'|z|n) = \/ Y (Vn + 1p/ ne1 + \/ﬁén’,n—l> -

4. Considere un oscilador arménico tridimensional V (1) = mw?r? /2, colocado en un campo magnético
uniforme B = BZ. Definawy, = —qB/(2m) y elijala medida B = —r x B/2.



(a) Muestre que al hamiltoniano se le suma un operador lineal en wy, (término paramagnético) y
uno cuadrético en wy, (término diamagnético). Halle los nuevos estados estacionarios con su
degeneracion.

(b) Muestre que para campos pequefios (wy, << w), el efecto del término diamagnético es des-
preciable respecto del paramagnético.

(c) Considere el primer estado excitado del oscilador, o sea aquel cuya energia tiende a 5hw /2
cuando wy, — 0. Estudie a primer orden en wy, /w como se desdobla por la presencia de B
(efecto Zeeman). Repita el calculo para el segundo estado excitado.

(d) Evalde el efecto diamagnético para el estado fundamental, es decir, como varia su energia
con wy. En presencia del campo B, ;sigue siendo autoestado de L2? ;Y de L.? Muestre que
el efecto de B consiste en comprimir la funcién de onda en 2 en un cociente 1 + (wy, /w)? y
en inducir una corriente.

5. Un atomo de un electrén cuyo estado fundamental es no degenerado esta ubicado en una regién en
donde hay un campo eléctrico E uniforme en la direccién z. Obtenga una expresién aproximada
del momento dipolar inducido en el estado fundamental considerando el valor medio del operador
ez respecto del vector de estado corregido a primer orden por la teoria de pertubaciones. Muestre
que la misma expresién puede obtenerse del corrimiento A = —a|E|?/2 del estado fundamental
corregido a segundo orden (« es la polarizabilidad). Ignore el espin.

6. La matriz hamiltoniana de un sistema de dos niveles puede escribirse como

[ EY AA
H_<)\A ES)'

Claramente los autovectores de la energia del problema no perturbado (A = 0) son

1 0
-(0) =)

(a) Resuelva este problema exactamente, encuentre los autovectores y autovalores de la energia.

(b) Asumiendo que M\|A| < |EY — EY|, resuelva el mismo problema usando la teorfa de pertur-
baciones. Halle la correccién de primer orden en los autovectores y de segundo orden en los
niveles de energia. Compare los resultados con los obtenidos en (a).

(c) Suponga ahora que los niveles de energia no perturbados estén casi degenerados (|EY —
ES| < MA|). Muestre que los resultados obtenidos en (a) se parecen mucho a los que
obtendrfa al aplicar la teorfa de perturbaciones para el caso degenerado (EY = EY).

7. Un sistema de tres niveles tiene una matriz hamiltoniana perturbada

El O a
0 E b |,
a* b* Es

donde F; > FEj1,y las cantidades a y b son los elementos de matriz de la perturbacién (su orden de
magnitud es pequefio respecto de Ep — F1). Use la teoria de perturbaciones del caso no degenerado
para calcular los autovalores a segundo orden. ;Es este procedimiento correcto? Luego diagonalice
la matriz y encuentre los autovalores en forma exacta. Finalmente, use la teoria de perturbaciones
a segundo orden para el caso degenerado. Compare los tres resultados obtenidos.



8. Considere la molécula de amonfaco NHgs, donde un electrén puede saltar de un dtomo a otro de la
molécula. Si el electron estd localizado en el dtomo de nitrégeno (correspondiente al estado |1))
tiene una energia £, mientras que si esta localizado en cada atomo de hidrégeno (estados |i) con
1 = 2,3,4) tiene una energia Fy. Consideremos ahora el efecto tiinel entre 4tomos, dado por una
perturbacion W tal que

2)+14))

1) +212) = [3) = [4))
—[2)+23) - 4))
1) —=12) = [3) +2[4) .
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El hamiltoniano total es entonces H = Hg + W.

(a) Hallar la matriz de H en la base de localizacion |j).
(b) Considerando |a| < Ej 2, hallar como se corrigen los niveles de energia hasta segundo
orden, y los autoestados hasta primer orden de teoria de perturbaciones.

9. Calcule el efecto Stark para los niveles 2sy /5 y 251 /o del atomo Hidrégeno en un campo eléctrico
suficientemente débil (es decir que e|E|ag es pequefio comparado con la constante de estructura
fina, donde ag es el radio de Bohr). Considere un potencial perturbativo de la forma

V = —ez|E|,

y use consideraciones de paridad y el teorema de Wigner-Eckart para ver que elementros de matriz
de V' se anulan. Muestre que el corrimiento de energia es lineal en |E|. La integral radial que
necesita es

(25]r|2p) = 3v/3aq .
Discuta brevemente las consecuencias (si las hay) de la inversién temporal en este problema.

10. (a) Suponga que el hamiltoniano de un rotor rigido en un campo magnético es de la forma
AL*+ BL, +CL, ,

si se desprecian los términos cuadraticos en los campos. Asumiendo que B > C, use la
teoria de perturbaciones para obtener los autovalores de la energia al orden mas bajo no nulo.

(b) Considere los elementos de matriz

/
s

! g/ / 2 2 Al / /
<n7l,ml,m (32 —r)‘n,m,ml,ms>, (U, my, m|xy|n, m,my, ms)

de un atomo con un electrén (por ejemplo, alcalino). Escriba las reglas de seleccion para Al,

Amy, y Amg. Justifique su respuesta.

11. Estime la energia del nivel fundamental del oscilador arménico unidimensional usando

(f) =,

como funcién de prueba de parametro variable 5. Tenga en cuenta la integral

S n!
e Y“r'dr = —— .
0 an—i—l



12.

13.

14.

15.

Estime el autovalor A mas bajo de la ecuacién diferencial

d21/1
W%—()\—M)@ZJ:O, ¥ — 0 para |x| — oo,

usando el método variacional con

= { cla—|z|) paralx| < a

0 paralx| > a,
como funcién de prueba de pardmetro variacional «. Tenga cuidado porque dv/dz es discontinua

en z = (. Puede probarse que el valor exacto del autovalor es 1,019.

Considere el oscilador armdnico unidimensional de frecuencia wg, que a ¢ < 0 estd en el estado
fundamental. A ¢ = 0 se enciende una perturbacién

V(t) = Forcoswt ,

donde Fj es una constante. Obtenga una expresion para el valor de expectacién (x) como funcién
del tiempo usando la teoria de perturbaciones al orden mas bajo no nulo. ;Es vélido este procedi-
miento para w ~ wp?

Un oscilador arménico unidimensional estd en el estado fundamental para ¢ < 0. A tiempos
positivos se lo somete a una fueza dependiente del tiempo pero espacialmente uniforme en la
direccién z dada por

F(t) = Fye /7 .

(a) Usando la teorfa de perturbaciones dependiente del tiempo, obtenga la probabilidad de en-
contrar el oscilador en el primer estado excitado a primer orden. Muestre que en el limite
t — 00, la expresion es independiente del tiempo. ;Es esto razonable o sorprendente?

(b) (Podemos encontrar al oscilador en estados excitados de mayor energia?

El hamiltoniano de un sistema de dos niveles

([ EY 0
HO_(O ES)

es perturbado por el potencial

0 A cos wt
Vi) = ( A cos wt 0 > ’

(0)

Usando la teorfa de perturbaciones dependiente del tiempo y asumiendo que EY — EY no es
cercano a +hw, derive una expresion para la probabilidad de que el sistema se encuentre en

el estado
0
1

donde A es real.

(a) At =0 el sistema esta en el estado

para tiempos positivos.



16.

17.

18.

19.

(b) ¢Por qué este procedimiento no es vilido cuando EY — EY ~ +hw?

Considere un sistema compuesto por dos objetos de espin 1/2. Para ¢ < 0 el hamiltoniano no de-
pende del espin y puede igualarse a cero corriendo la escala de energia. Para ¢ > 0 el hamiltoniano

esta dado por
4A
H = <h2 ) S1-Ss.

Suponga que el sistema estd en el estado |[+—) para ¢t < 0. Encuentre la probabilidad de que a un
tiempo ¢ el sistema se halle en cada uno de los estados |++), |[+—), |—+), y |——),

(a) resolviendo el problema exactamente,
(b) suponiendo que vale la teoria de perturbaciones a primer orden, siendo H la perturbacién
que se enciende at = 0.

(Bajo qué condiciones (b) da resultados correctos?

Considere un sistema de dos niveles con F; < Fs y un potencial dependiente del tiempo que
conecta los dos niveles
Vit =Var =0, Vig=V5) =~

donde  es real. A t = 0 se sabe que solo el nivel mas bajo esta poblado, es decir que ¢;(0) = 1,

y c2(0) = 0.

(a) Encuentre |c1(t)|? y |e2(t)|? parat > 0 en forma exacta resolviendo la ecuacién diferencial
dc 2
zh—k:Z et k=1,2.

(b) Resuelva el mismo problema usando la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo al
orden mas bajo no nulo. Compare con el resultado hallado en (a) para pequefios valores de
~. Trate por separado los siguientes casos: (i) w muy diferente de w9, y (il) w ~ wia.

Considere un dtomo de hidrégeno con autoestados |n, [, m;, s,ms). En t = 0 se encuentra en el
estado fundamental |1,0,0,1/2, +) y es sometido a una perturbacién que depende arménicamente
del tiempo, es decir con un potencial de interaccién

V(t)=—e (a:r — br2Y20> cos(wt) .

Diga cuéles son todos los estados posibles que pueden ser alcanzados a primer orden en teoria de
perturbaciones (haga todas las consideraciones que sean necesarias) si:

@ a#0yb=0,
(b) a=0yb#0,
() a#0yb#0.

Calcule dichas probabilidades, dejando expresadas las integrales radiales. ;Qué parametro del
potencial de interaccién modificaria si quisiese privilegiar una transicién en particular?

Considere la emisién espontdnea de un fotén por un dtomo excitado. El proceso es conocido como
una transicién E1. Suponga que el nimero cudntico magnético del 4tomo decrece en una unidad.
(Cudl es la distribucién angular del fotén emitido? Discuta también la polarizacién del foton
teniendo en cuenta la conservacion del momento angular de todo el sistema (4tomo y fotén).



20. El estado fundamental de un dtomo de hidrégeno

1 Py 2/3 B
'(/Jn:Ll:O(X) = ﬁ (ao> [ ZT’/QO ,

es sujeto a la accién de un potencial dependiente del tiempo
V(x,t) = Vpcos(kz — wt) .

Usando la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo, obtenga una expresion para la tasa de
la transicién en la cual el electrén es emitido con momento p. En particular, muestre como calcular
la distribucién angular del electrén emitido en términos de los angulos 6 y ¢ medidos respecto del
eje z. Discuta la relacién de este problema con un modelo mas realista del efecto fotoeléctrico.
[Nota: Si encuentra un problema de normalizacién, tome a la funcién de onda final como

vyp(x) = (L21/3> ePx/h

con L suficientemente grande, aunque deberia mostrar que los efectos observables son independi-
entes de L.]



