
Resolución del ejercicio 3

El inciso 1 nos pide calcular ŜX̂Ŝ†, y ŜP̂ Ŝ†. Para esto se nos provee de una ayuda
fundamental: una aplicación de la fórmula de Baker, Campbell & Hausdorff. Escribamos

Ŵ =
1

2

(
ââ− â†â†

)
⇒ Ŝ(r) = erŴ .

Entonces,

erŴ X̂e−rŴ = X̂ +
[
rŴ , X̂

]
+

1

2!

[
rŴ ,

[
rŴ , X̂

]]
+ . . .

erŴ P̂ e−rŴ = P̂ +
[
rŴ , P̂

]
+

1

2!

[
rŴ ,

[
rŴ , P̂

]]
+ . . .

Utilizando las definiciones de â y â†, escribimos a X̂ y P̂ como

X̂ = C
(
â+ â†

)
y P̂ = C̃

(
â− â†

)
,

donde C y C̃ son constantes que no interesan a la hora de hacer las cuentas y calculamos[
Ŵ , X̂

]
y
[
Ŵ , P̂

]
:

[
Ŵ , X̂

]
=
C

2

[
ââ− â†â†, â+ â†

]
=
C

2

{[
ââ, â†

]
−
[
â†â†, â

]}
=
C

2

{
2â
[
â, â†

]
− 2â†

[
â†, â

]}
= C

(
â+ â†

)
= X̂,

donde usamos
[
â, â†

]
= 1. El otro conmutador es idéntico a menos de un signo:[

Ŵ , P̂
]

= −P̂ .

Es claro que el término n-ésimo de la fórmula de BKH tendrá la forma

rn

n!

[
Ŵ ,
[
Ŵ , . . .

[
Ŵ , Â

]]
. . .
]
,

donde Â será X̂ o P̂ . En el caso de X̂, cada uno de estos conmutadores devuelve el mismo
X̂, entonces la serie queda factorizada del operador:

erŴ X̂e−rŴ =

(
∞∑
n=0

rn

n!

)
X̂ = er X̂.

En el caso de P̂ , el término n-ésimo devuelve (−1)n P̂ . Por lo tanto,

erŴ P̂ e−rŴ =

(
∞∑
n=0

(−1)nrn

n!

)
P̂ = e−r P̂ .

Finalmente, λx = er, λp = e−r, y λxλp = 1.

Para el inciso 2 basta ver que Ŝ†(r) = Ŝ(−r) Luego,

Ŝ†(r)X̂Ŝ(r) = Ŝ(−r)X̂Ŝ†(−r) = e−r X̂
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y, utilizando adicionalmente que Ŝ†Ŝ = ŜŜ† = 1,

Ŝ†(r)(X̂)2Ŝ(r) = Ŝ(−r)X̂Ŝ†(−r)Ŝ(−r)X̂Ŝ†(−r) = e−2r X̂2

y análogamente para P̂ . Luego,

∆α,rX̂ =

√
〈α, r|X̂2|α, r〉 − 〈α, r|X̂|α, r〉2

=

√
〈α|Ŝ†X̂2Ŝ(r)|α〉 − 〈α|Ŝ†X̂Ŝ(r)|α〉2 = e−r ∆αX̂

y para P̂ ,
∆α,rP̂ = er ∆αP̂ .

Por lo tanto,

∆α,rX̂ ∆α,rP̂ = e−rer ∆αX̂ ∆αP̂ = ∆αX̂ ∆αP̂ =
~
2
.

El inciso 3 se resuelve partiendo de la ecuación que define un estado coherente:

â|α〉 = α|α〉.

Multiplicando a izquierda por Ŝ(r) e insertando una identidad entre operador y estado,

Ŝ(r)âŜ†(r)Ŝ(r)|α〉 = αŜ(r)|α〉,

llegamos a que |α, r〉 = Ŝ(r)|α〉 es autoestado de Ŝ(r)âŜ†(r) con autovalor α:

Ŝ(r)âŜ†(r)|α, r〉 = α|α, r〉.

Finalmente, en el inciso 4 reescribimos â en la ecuación anterior en términos de X̂ y
P̂ y operamos:

Ŝ(r)

√
mω

2~

(
X̂ +

i

mω
P̂

)
Ŝ†(r)|α, r〉 = α|α, r〉,√

mω

2~

(
Ŝ(r)X̂Ŝ†(r) +

i

mω
Ŝ(r)P̂ Ŝ†(r)

)
|α, r〉 = α|α, r〉,√

mω

2~

(
erX̂ +

i

mω
e−rP̂

)
|α, r〉 = α|α, r〉,√

mω

2~

(
X̂ +

i

mω

(
e−r
)2
P̂

)
|α, r〉 = α e−r|α, r〉.

Por lo tanto, vemos que f(r) = e−r y el autovalor es αf(r).
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