Ejercicio 1 - Segundo Parcial - Rotaciones

La parte angular de la funcién de onda de un rotor rigido con un Hamiltoniano

H= 1"
21

(0, 01(0)) = \/gsinw)sin(cb)-

a) Halle (0, ¢|y(t)). Sugerencia: utilice los armdnicos esféricos.

¢) ;Cual es el valor de (L,)?

d) Si se mide L, a tiempo t = 0, ;Qué resultados pueden obtenerse y con qué proba-
bilidad?

esta dada por

Resolucion

a) Escribiendo sin(¢) como exponenciales, se obtiene

(6. 016(0)) = % Y0.6) + Y1 (6,0)] .

Entonces, '
(0, olp(t)) = 7 [V(0,0) + Y71 (0,0)] e T

En forma de kets,
1 in

5 (LD 41 =1) emr, (1)

A

donde los kets son Alos autoestz{dos dg L,.
b) Escribimos L, como %(LJr — L_) y calculamos:

)

[¥(t)) =

S

(B =5 (B — (L)) =0 2)

¢) Se puede resolver de dos formas distintas, a la F4 o a la FT2. Detallo ambas a
continuacion.
F4

Calculamos el valor medio como

(L) = / 4926, (1)) Lo (6, B0(1))
cos(d) 9 1 -1
sin(0) &b} ()

1 o . 0
= §zh/dQ (Y +yh [sm(qﬁ)% + cos(¢)
_ ik " sin(¢)cos(¢)do /7r sin®(0)df = 0.
0

AT J



Usamos esto de la siguiente forma:
0 = (L,) = hProb (1) + 0Prob(0) — AProb (—=h) =  Prob (k) = Prob (—h).

Como la suma de todas las probabilidades es igual a 1, me alcanza con saber Prob(0). Para
esto, buscamos el autovector de L, con autovalor nulo resolviendo la ecuacién diferencial
y proyectamos sobre nuestro estado. Buscamos F(6, ¢) tal que

sin(qﬁ)% + cos(9) Z::((Z)) 8%5

F(0,6) = 0.

Proponemos F(0,¢) = A(0)B(¢), reemplazamos y llegamos a

1 sin(f#) dA 1 cos(¢) dB

Acos(0) dd ' Bsin(¢) df =0

Por lo tanto, existe una constante k tal que

1 sin(0) dA

Acos(0) df =k
(9)

lcos 10} @ B
Bsin(¢) df

Es claro entonces que

{ o kk9> = Fu(0,¢) = C(k)sin"(6) cos*(¢),
B(¢) = cos"(¢)

donde C(k) es una constante que depende de k y se obtiene por normalizacién. Para
encontrar la densidad de probabilidad de obtener 0, proyectamos nuestra funciéon en
Fi(0,¢) (hacemos el producto interno):

(Fy, (1)) = ! C*(k) e Iht/ dgb/ sin®(0)df [Y{' (0, ¢) + Y, (0, ¢)] sin®(0) cos*(¢)

V2
4 zh
= C*(k)e 1t / sin(¢)cos™(¢)d / sin®+3(60)df
Tt [ sin(g)eost ()0
- A C* (k) e Tt /7r sin*+3(60)df —Lcosk“(gb) - =0.
V 47 0 k+1 0
Como la proyeccion es cero, la probabilidad de obtener ese estado es nula. Por lo tanto,
puedo obtener h y —h, ambos con probabilidad % Espero que nadie lo haya hecho de
esta forma.

FT2

Usando que



se prueba que
Lm), =D (3.5 ) Lm)

es autoestado de L, con autovalor m, si |, m) es autoestado de L, con autvalor m. Luego,

l

o l
(0,0l mbe = 37 (0.0l m )Lkt my = 3 db,, (3) ¥ (0,6).

m/=—1 m/=—I

Especificando el caso | = 1 y usando la relacién dlm,m = (=1 dh, = d, . vemos
que
1 1 1
1,1), =Y - =Y -y
<97¢| ’ >x 2 1(9a¢) \/§ 1(97¢)+2 1 (9a¢)7
1 _
<97 ¢|17 O>w = E [}/11(97 (b) - le 1(97 (b)} y

.01 1), = 3V0.0) + —=¥70.0) + 3V7'(0.0)

Sumando el primero y tercero, obtenemos que

0. 0l(t)) = —= [(8,¢]1, 1), + (0, 6[1, —1),] e T*.

Sl -

Escrito como ket queda

1

NG ()1, 1) + )1, =1),) e~ 1"

Finalmente, es trivial ver que se puede obtener i y —h, ambos con probabilidad %

[ (#))



