
Fı́sica Téorica 2

Segundo cuatrimestre de 2016
Guı́a: Simetrı́as

1. SeaTd el operador de traslación con vector despazamientod, D(n̂, φ) el operador de rotación (n̂
y φ son respectivamente el eje y el ángulo de rotación), yΠ el operador de paridad. ¿Cuáles de los
siguientes pares de operadores conmutan? ¿Por qué?

(a) Td y Td′ (d y d′ en distintas direcciones).

(b) D(n̂, φ) y D(n̂′, φ′) (n̂ y n̂′ en distintas direcciones).

(c) Td y Π.

(d) D(n̂, φ) y Π.

2. Se sabe que un estado cuántico|Φ〉 es simultaneamente autoestado de dos operadores hermı́ticos
A y B que anticonmutan. ¿Qué puede decir sobre los correspondientes autovalores deA y B para
este estado? Ilustre el resultado usando el operador paridad y el operador de momentos (utilice
queΠ = Π−1 = Π†).

3. Considere dos autoestados del operador paridad

Π |α〉 = ǫα |α〉 Π |β〉 = ǫβ |β〉 ,

donde los autovaloresǫα y ǫβ pueden ser 1 o−1. Muestre que

〈β|x|α〉 = 0

salvo siǫα = −ǫβ. Relacione este resultado con el argumento usual
∫

φ∗βxφαd
3x = 0 si φα y φβ

tienen la misma paridad. ¿Qué ocurre con〈β|p|α〉? ¿Y con〈β|S · x|α〉?

4. Considere la función de onda estacionaria de una partı́cula sin espı́n

|αlm〉 = Rα(r)Y
m
l (θ, φ) .

¿Qué puede decir delV (r) en que se encuentra la partı́cula? Usando las expresiones delos
armónicos esféricos, muestre que frente a la transformación de paridadx → −x, el estado se
transforma como

Π |αlm〉 = (−1)l |αlm〉 .
¿Qué puede decir de las propiedades de conmutación deΠ y L?

5. Una partı́cula de espı́n1/2 está ligada a un centro fijo por un potencial esféricamentesimétrico.
Considere las funciones espı́n-angulares,

Yj=l±1/2,m
l = ±

√

l ±m+ 1/2

2l + 1
Y

m−1/2
l (θ, φ)

(

1
0

)

+

√

l ∓m+ 1/2

2l + 1
Y

m+1/2
l (θ, φ)

(

0
1

)

=
1√

2l + 1

(

±
√

l ±m+ 1/2Y
m−1/2
l (θ, φ)

√

l ∓m+ 1/2Y
m+1/2
l (θ, φ)

)

,

que son autofunciones deL2, S2, J2, y Jz simultaneamente.

(a) Escriba la función espı́n-angularYj=1/2,m=1/2
l=0

.
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(b) Exprese(σ · x)Yj=1/2,m=1/2
l=0

en términos deYj,m
l .

(c) Muestre que el resultado obtenido en (b) se puede interpretar usando las propiedades de
transformación deS · x ante rotaciones e inversión espacial (paridad).

6. Debido a interacciones débiles existentes entre los electrones atómicos y el núcleo, se puede tomar
un potencial que viola paridad de la siguiente forma:

V = λ[δ3(x)S · p+ S · pδ3(x)] ,

dondeS y p son los operadores de espı́n y de momento del electrón respectivamente, y se supone
que el núcleo está ubicado en el origen de coordenadas. Como resultado, el estado fundamental
de un átomo alcalino, usualmente caracterizado por|n, l, j,m〉, en realidad contiene pequeñas
contribuciones provenientes de otros autoestados en la siguiente manera:

|n, l, j,m〉 → |n, l, j,m〉 +
∑

n′l′j′m′

Cn′l′j′m′

∣

∣n′, l′, j′,m′
〉

.

Usando solamente consideraciones de simetrı́a, ¿qué puede decir acerca de los(n′, l′, j′,m′) que
dan contribuciones no nulas? Suponga que las funciones de onda radiales y los niveles de energı́a
son conocidos. Indique como calcuları́a losCn′l′j′m′ . ¿Se obtienen más restricciones acerca de los
(n′, l′, j′,m′)?

7. Sea una partı́cula sometida a un potencial de oscilador armónico cuyo estado inicial at = 0 es el
estado coherente

|β〉 = e−|β|2/2
∑

n=0

βn√
n!

|n〉 ,

dondeβ ∈ C.

(a) Se mide el operador paridadΠ a t = 0 obteniéndose el autovalor+1. ¿Cuál es el estado|ψ〉
del sistema a tiempot > 0?

(b) ¿Qué valores puede tomar at > 0 el operadorH y con qué probabilidad? ¿Cuál es el estado
a un tiempo posterior? ¿Cuál es el primer estado excitado? ¿Qué resultados posibles darı́a la
medición deΠ?

8. Evalúe los siguientes elementos de matriz. Si alguno se anula, explique por qué usando argumentos
de simetrı́a.

(a) 〈n = 2, l = 1,m = 0|x|n = 2, l = 0,m = 0〉.
(b) 〈n = 2, l = 1,m = 0|pz|n = 2, l = 0,m = 0〉.
(c) 〈Lz〉 para un electrón en un campo central conj = 9/2, m = 7/2, y l = 4.

En (a) y (b),|nlm〉 son los autoestados de energı́a del átomo de hidrógeno ignorando los efectos
de espı́n.
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