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Operadores tensoriales y teorema
de Wigner-Eckart

En este capitulo veremos qué se entiende en mecanica cuantica por operadores
escalares, vectoriales y tensoriales. Estas definiciones, andlogamente al caso clési-
co, se basan en cdmo se transforman los operadores frente a rotaciones. En particu-
lar, presentaremos la familia de operadores tensoriales esféricos irreducibles, que
tienen reglas de transformacién ante rotaciones muy particulares y andlogas a las
de los armonicos esféricos. La clasificacién de operadores que daremos serd parti-
cularmente util pues nos permitird enunciar el teorema de Wigner-Eckart, el cual
establece reglas de seleccion para los elementos de matriz de operadores tensoria-
les esféricos en la base autoestados de momento angular, y encuentra aplicacién
en una amplia variedad de areas de la mecdnica cuantica, como por ejemplo para
el calculo transiciones atémicas por absorcién y emisiéon de radiacién. Algunas de
estas aplicaciones veremos al final del capitulo y también con mucho mads detalle
en los capitulos sobre teoria de perturbaciones.

14.1. Repaso de nociones de mecanica clasica:
vectores, escalares y tensores cartesianos

Primero que nada, repasemos muy brevemente las definiciones clasicas de vec-
tores y tensores, para asi luego justificar las definiciones que daremos para opera-
dores en el caso cudntico.

Clésicamente decimos que una dada magnitud conformada por tres componen-
tes, V= (Vy, Vy, V), es un vector si ante una rotacién R del sistema de coordenadas,
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esta magnitud se transforma de la forma

VTV’:RV, (14.1)
0, en términos de componentes,
Vi—— vV Z (14.2)
]

Por supuesto, la posicion 7 es un vector, pues justamente la matriz de rotacién se
define precisamente para que ¥ = R7. Casos no triviales de vectores en mecanica
clasica son, por ejemplo, el momento lineal p, el momento angular L, el campo
eléctrico Ey magnético §, entre muchos otros.

Por otro lado, en mecdnica cldsica decimos que una dada magnitud K es un es-
calar si ante rotaciones del sistema de coordenadas permanece invariante, es decir

K—R——>K’:K. (14.3)

Un ejemplo de escalar es claramente la norma de un vector, como lo es la coorde-
nada radial r en esféricas, pues es invariante ante rotaciones. Mds en general, es
tacil verificar que si 1% y W son dos vectores, entonces el producto interno V-Wes
un escalar.

Finalmente, un tensor cartesiano es una generalizacion directa del concepto de
un vector. Decimos que un magnitud conformada por 3n componentes, T ;, i,
(i]- =1,23;j=1,..., n), es un tensor cartesiano de rango n si ante rotaciones se trans-
forma de la forma

Ti11i2f--~:in R T’; i1yl = Z Rll]l R12]2 Rinjn le']'Z'-"fjn' (144)
J1sj2rerin

Es decir que cada indice del tensor T se transforma como un vector. Una forma
de construirse un tensor es, por ejemplo, la siguiente: dados dos vectores 1% y w
definimos T;; = V;W;. Claramente, esto es un tensor cartesiano de rango 2. Ejem-
plos cldsicos de tensores son el tensor de esfuerzos, el tensor de inercia, el tensor
electromagnético, el momento quadrupolar, entre muchos otros.

14.2. Operadores Escalares, Vectoriales y Tensoriales
Cartesianos

A continuacién definiremos los conceptos de operadores vectoriales, escalares y
tensoriales. Las definiciones serdn una adaptacion directa de las definiciones clési-
cas. Como vimos en capitulos anteriores, la accion de una rotacion Rg (¢) alrede-
dor de un eje ¢;, en un dngulo ¢ se representa en el espacio de Hilbert mediante un
operador unitario

D(Rg,(¢)) = e 7%, (14.5)
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donde ] son los operadores de momento angular. Ante una rotacién, un estado
cualquiera |¢) se transforma en un nuevo estado [ip”) dado por

9) < 190 =D(Re, (9) 19 (14.6)
Luego, dado un observable A cualquiera, ante una rotacién del estado el valor me-
dio cambia segun

(A) @) (AY = (WAl = (YID' (Rs, (9)) AD (Rs, (9)) 9. (14.7)

Por lo tanto, de forma andloga a cémo hemos hecho antes, podemos asociar la
transformacién del valor de expectacién a una trasformaciéon del observable A.
Efectivamente, decimos entonces que ante una rotacion Rg (¢), un operador cual-
quiera A se transforma en un nuevo operador A’ dado por

AmA’:D+(Rgn(qb))AD(Rgn((p)). (14.8)
Las definiciones de operadores escalares, vectoriales y tensoriales serdn una exten-
sién directa del andlogo cldsico sobre la regla de transformacién del operador A.
De hora en més para aligerar la notacién, notaremos la matriz de rotaciéon Rg (¢)
simplemente como R, dando por sobre entendido el eje ¢, y el angulo ¢.

14.2.1. Operadores vectoriales

Dado un conjunto de tres operadores V = (Vy, Vy, V,), decimos que V es un
operador vectorial si ante una rotacién R los operadores V; transforman de la forma

Vi—— V';=D'(R)AD(R) = ZR,-]- v;. (14.9)
]

Notemos que la definicién efectivamente es una adaptacién directa de la definicién
clasica, donde pedimos que las componentes del operador vectorial transformen
exactamente de la misma forma en que transforman las componentes de vectores
en R3,

Veremos a continuacién algunos ejemplos de magnitudes que cldsicamente son
vectores y también lo son en mecanica cudntica con esta definicién, manteniendo
por lo tanto la idea intuitiva de vector. Pero, antes de proceder a los ejemplos, note-
mos que la definiciéon , no obstante ser bastante clara desde un punto de vista
conceptual, resulta extremadamente poco practica de verificar, dado que el calcu-
lo que implica es en general no trivial de realizar. Sin embargo, afortunadamente
tenemos una definicién equivalente de operador vectorial que es general mucho
mas facil de verificar. Efectivamente, como debe valer para toda rotacién, en
particular debe valer para una rotacién infinitesimal o¢. En tal caso, como vimos
en el capitulo de transformaciones, el operador de rotacion es

D(Rg, (5¢)) = -%f e (14.10)
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Por otro lado, como se ve en mecdnica clasica, para una rotacién en un angulo
infinitesimal un vector se transforma como

Re (6p)V =V +6¢é; A V. (14.11)

Luego, igualando estas dos expresiones es un ejercicio sencillo ver que entonces
necesariamente debe ser

Uk Vil = ihegim Vin- (14.12)

Luego, verificar que V es un operador vectorial es equivalente a verificar que se
satisfagan estas reglas de conmutacion entre el operador y los generadores del mo-
mento angular.

Pasemos ahora si a algunos ejemplos. En primer lugar, para que la definicién
de operador vectorial tenga algin contacto con la nocién clasica de vector, por lo
menos, el operador posicion 7deberia ser un vector. Veamos que esto efectivamente
es asi. El generador de las rotaciones que tenemos que considerar es el momento
angular orbital L y entonces

[Lk’ rl] = [gkstrsptl rl] = Ekst [rspt' 1’1] = Ekstls [ptfrl]
= gkstrs(_ihétl) = _ihgkstétlrs = _ih‘gkslrs = iheklsry (14-13)

donde usamos que dos componentes distintas del operador posicién conmutan
([ri,r;] = 0), que componentes distintas de posicién y momento conmutan ([r;, px] =
ihdjr) y que el tensor de Levi-Chivita es antisimétrico (&) = —¢€xs)- Luego, 7 sa-
tisface y por lo tanto el operador posicién es efectivamente un operador
vectorial. Andlogamente se puede mostrar que el operador momento p también
es un operador vectorial, como es de esperar. Finalmente, como tercer ejemplo
veamos qué pasa con el momento angular J. En este caso se reduce a
[L, L] = ihéegymLyy,, lo cual es trivialmente cierto pues esta es la definicién de un
operador de momento angular. Luego, los operadores de momento angular son
trivialmente operadores vectoriales.

Antes de pasar a las siguientes definiciones, veamos ya una aplicacién de esto.
En el capitulo de dindmica se mencion6 como ejemplo la precesién de un espin 1/2
en presencia de un campo magnético. En tal caso, tenifamos un Hamiltoniano

H=-yS-B (14.14)

=2 = . 7 . 7 .
con S los operadores de espin y B el campo magnético. En el capitulo de dinamica
se escribieron las ecuaciones de Heisenberg a resolver para encontrar la evolucién

temporal de §H(t) Sin embargo, veamos que esto es trivial con nuestra definicién

. . . = .
de operador vectorial. Efectivamente, si B = Byé;, (con ¢, un versor de norma uni-
dad), el operador de evolucién temporal es

itH iBoyt -

Ut)=e wfl = n enf:D(Rgn(—Boyt)), (14.15)
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que, como notamos, no es mas que el operador de rotaciéon en la direcciéon del
campo magnético en un angulo ¢(t) = —B(yt. Por lo tanto, el operador de espin en
la representacién de Heisenberg es

S (t) = D*(Rg,(~Boyt))SD(Re, (-Boyt)) = Re, (~Boy1)S. (14.16)

Como vimos en el capitulo de dinamica, obtenemos que el operador se espin pre-
cede alrededor del campo magnético con una frecuencia w = By, pero ahora sin
necesidad de resolver ninguna ecuacién diferencial. Mds aun, este anélisis se pue-
de extender de forma inmediata al problema de un espin de cualquier dimensién
en presencia de un campo magnético uniforme.

14.2.2. Operadores escalares

Pasemos ahora a discutir la definicién de un operador escalar. Diremos que un
dado operador K es un operador escalar si ante rotaciones permanece invariante, es
decir

KTK’:D*(R)KD(R):K. (14.17)

En este caso es muy sencillo verificar que esto es cierto si y sélo si el operador K
conmuta con los operadores de momento angular,

Ui, K]=0. (14.18)

Como vimos en el capitulo de momento angular, un ejemplo de un operador que
satisface es el momento angular cuadrado J2. Esto también est4 en acuerdo
con su contraparte clasica en cuanto es como el “moédulo cuadrado” de un vector.
Efectivamente, esta idea se puede generalizar. Supongamos que 1% y W son dos
operadores vectoriales, entonces el operador V-W= ViW, + V,W, + VW, es un
operador escalar. Efectivamente,

Ui V- W] = Uk ViWi] = Ui VI Wi + Vi [Tk, Wi
= 1hem Via Wi + 1her i ViW,, = 1herm Via Wi + 1héegn Vi Wi
:iheklmeWl—ihEklmeWl =0, (14.19)

donde usamos que por hipétesis 1% y W son operadores vectoriales (y por lo tanto
satisfacen (14.12))), en la dltima igualdad del segundo renglén renombramos los
indices | «» m y finalmente usamos que el tensor de Levi-Chivita es antisimétri-
co. Nuevamente recuperamos propiedades que también valian clasicamente. En
particular, una consecuencia de este resultado es que el médulo cuadrado de cual-
quier operador vectorial es escalar y, luego, el operador r (asociado a la coordenada
radial en coordenadas esféricas) es un operador escalar.
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14.2.3. Tensores Cartesianos

Finalmente, un conjunto de 3n operadores {Til,...,in:ij =1,23,j = 1,...,m} for-
man un tensor cartesiano de rango n si ante rotaciones se transforman de la forma

T; —— T i =D'R)T; ;, : D(R)= Z R j Riyj, - Ri i, Ti

Vgl T p J1j2rmeesin
JuJ2reoin

(14.20)
Como en el caso clasico, si V y W son dos vectores, entonces claramente T;j = V;W;
define un tensor cartesiano de rango 2. De la misma forma es sencillo construirse
tensores cartesianos de rango n usando n vectores. Los casos de operadores vec-
toriales y escalares estdn contenidos como casos particulares de la definicién de
operador tensorial cartesiano, correspondiendo a los casos de un operador tenso-
rial de rango 1 y 0, respectivamente.

14.3. Tensores Esféricos Irreducibles

A continuacién veremos otra familia de operadores tensoriales, los tensores
esféricos irreducibles. Estos operadores serdn de particular interés para nosotros
pues ante rotaciones se comportan de forma muy particular, permitiendo dar re-
glas de seleccidn, en la forma del teorema de Wigner-Eckart, para los elementos de
matriz de estos operadores en la base de autoestados de momento angular.

Para ganar un poco de intuicién sobre la utilidad en definir esta nueva familia
de operadores, volvamos a considerar los operadores tensoriales cartesianos que
definimos en la seccién anterior. Dados dos operadores vectoriales 1% y W, pode-
mos definir el tensor de rango 2, T;; = V;W;. Notemos que este tensor cartesiano se
puede reescribir de la siguiente forma

Tij=ViW; =3V - Woj+ E(V,-W]- — VW) + E(Viwj +ViW -2V w(sl-j)

:Tr[T]+Ti‘}‘+T5, (14.21)

donde Tr[T] es la traza del tensor, TI‘JA‘ = (T;j — T;;)/2 es la parte antisimétrica del
tensor y Tl? = (T;j + T;; - 2Tx[T]/3)/2 y es la parte simétrica (de traza nula). Esta
descomposicién del tensor cartesiano es notable, pues segun la definicién ((14.20)
las componentes del tensor cartesiano se mezclan todas entre si ante una rotacién.
Sin embargo, cada uno de los términos en esta expresién ((14.21) se transforma de

forma distinta ante rotaciones y no se mezclan entre si. Efectivamente, usando la
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regla de transformacién de cada operador vectorial 1% y W es sencillo verificar que

Tr[T'|=V' - W =V-W =Tr[T], (14.22)
(Th) = ZRikle%(Vin ~ViW;) = %(Ti'j -15) = ()", (14.23)
ij
(E?),:ZRIICR]Z%(‘/IW]+‘/]W1_% ) %( 1] %TI'[T,]él]):(TI’])S
1 l
] / (14.24)

Luego, cada uno de los operadores Tr[T], TA y TS se transforma de forma diferente
ante rotaciones y las componentes no se mezclan nunca entre estos tres operado-
res. En particular, por e]emplo la traza del tensor T, que no es mas que el producto
interno entre los vectores V y W, es un escalar y no se mezcla con ninguna otra
componente. Por otro lado, la parte antisimétrica, tiene claramente 3 grados de
libertad (es una matriz antisimétrica de 3 x 3), mientras que la parte simétrica de
traza nula tiene 5 grados de libertad. Luego, el tensor cartesiano T;; = V;W; se pue-
de descomponer en términos de tres conjuntos de 1, 3 y 5 operadores tales que
frente a rotaciones se mezclan dentro de cada conjunto, pero no entre conjuntos
diferentes. Notemos que esta descomposicién es muy similar a lo que teniamos
cuando veiamos la suma de dos momentos angulares j; = j, = 1, donde ahora el
espacio total se separa en tres subespacios irreducibles ante las rotaciones, corres-
pondientes a momento angular total j = 0,1, 2 y cuyas dimensiones respectivas son
1,3,5.

Todo esto motiva la definicién de operadores tensoriales irreducibles ante ro-
taciones, en el sentido que las componentes del tensor se mezclan entre si ante
rotaciones, pero es imposible descomponerlos en subconjuntos que no se mezclan
entre si, a diferencia de lo que sucedia con los tensores cartesianos. Los operado-
res que satisfacen esto son los tensores esféricos. Formalmente, dado un conjunto

k .
de 2k + 1 operadores {Tq( ),q =—k,—k+1,...,k—1,k}, decimos que forman un tensor
esférico de rango k si ante rotaciones transforman como

k 2k k) k _ k
T — TP D'R)T'DR) =Y DYNRT) T, (14.25)

con D% )(

qa'q
mento angular total j = k y proyecciones m,m’ = q,q’, es decir

R~1) los elementos de matriz del operador de rotacién en la base de mo-

DY(R) =

o R)|kq). (14.26)

Por lo tanto, a diferencia de los tensores cartesianos, las componentes de un tensor
esférico se mezclan multiplicando por coeficientes que no estdn dados por la ma-
triz de rotacién, sino que por los elementos de matriz del operador unitario que
representa la acciéon de la rotacién en el espacio de Hilbert. Mds atn, como vi-
mos en el capitulo de momento angular, los tensores esféricos se transforman ante
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rotaciones exactamente de la misma forma que transforman los armoénicos esféri-
cos. Efectivamente, por completitud, recordemos que los armoénicos esféricos, que
son las autofunciones del operador de momento angular orbital, son funciones

. . . ., — ., — —y —>
complejas de la variable real posicién r tal que ante una rotaciéon ¥ — r” = R7, se
transforman como

Y/H(P) —— Y"(7) = Y[ (RD) = ZDﬁ,i?m(R‘l)Ylm'. (14.27)
m’

Efectivamente, los tensores esféricos tranforman exactamente de la misma forma
que los armoénicos esféricos.

De forma andloga a los casos anteriores, mirando rotaciones infinitesimales se

puede mostrar que la condicién (14.25) es equivalente a las siguientes reglas de
conmutacion

k k k k
[]Z, T )] =T, []i, iy )] — R+ D =q(q = D TL5). (14.28)

Notemos que las condiciones recuerdan mucho a la accién de los operado-
res J, y J. sobre los estados de momento angular |k, ).

Como veremos mds adelante, estos operadores resultaran esenciales para dar
reglas de seleccién sencillas en la base de autoestados de momento angular. Antes
de pasar esto, sin embargo, cabe discutir cémo podemos construir operadores que
son tensores esféricos irreducibles. Para ello en primer lugar veremos cémo cons-
truir un tensor esférico a partir de un vector y luego mostraremos una férmula
general para construir tensores esféricos de rango arbitrario.

14.3.1. Reescritura de un operador vectorial como tensor
esférico de rango 1

: , L

En primer lugar veamos como, dado un operador vectorial V = (V,, V,, V) po-
demos definir un tensor esférico irreducible. Como un vector tiene 3 componentes
independientes, esperamos poder construir un tensor esférico de rango 1. Defina-
mos

vih=v, vll=g2_2 (14.29)

. 1 . L.
Veamos que efectivamente Vq( ! definen un tensor esférico de rango 1. Para ello
tenemos que ver que satisfacen (14.28)). Para g = 0 tenemos

[]z, Vé”] =[], V,] = 0, (14.30)
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donde usamos que V esun operador vectorial y por lo tanto satisface (14.12). Para
q = £1 tenemos

V., +1V, 1
1 _ _ .
o5l v )
2 2 —
1heaxy Vy ie Vs
por por (14.12)
_ 1. .. _ L.
= +—2 (zhezxyVy + zzhezyxVx) = —|—$ (1th + th)
; (1)
1 —h=(V,+ihV,)=hV.,, (g=+1)
= Fh—= £V, +ihV,) = 1\5( Y ) an q
V2 hs (~VitinVy)=-hVY, (g=-1)
= v, (14.31)

Por lo tanto se satisfacen las reglas de conmutacién (14.28) con J,. De forma analo-
ga se pueden verificar las reglas de conmutacién con ], para asi concluir que efec-
tivamente (14.29) definen un tensor esférico de rango 1.

14.3.2. Regla de composicidon de tensores esféricos

En la seccién anterior vimos cémo construir un tensor esférico de rango 1 a
partir de un vector. Queda la pregunta de cdmo armarnos tensores esféricos de
mayor rango. A continuacién veremos un resultado formal que nos permite hacer
esto.

Sean V1) y Wk2) dos tensores esféricos de rango k; y k,, respectivamente. En-

)

k
tonces, se puede mostrar que los operadores Tq( dados por

k k k
T = Y (ki kosqn qall )V Wi, (14.32)
q1,92

definen un tensor esférico de rango k. La demostracién de esto es inmediata de

calcular D‘L(R)Tq(k)D(R) y usar que V1) y W) satisfacen (14.25). Notar que en
(k1,k2;91,92lk,q) son simplemente los coeficientes de Clebsch-Gordan que
provienen de acoplar momentos angulares k; y k, con proyecciones q; y g, para
obtener un momento angular total k con proyeccién g. Por lo tanto, debido a las
reglas de seleccion de los coeficientes de Clebsch-Gordan, esto nos dice dos cosas
importantes.

» Dados los tensores de rango k; y k;, solamente nos podremos construir ten-
sores de rango k = |k; — k|, |ky —ky|+1,...,ky + k, — 1,ky + k;. Por ejemplo, si
tenemos dos tensores de rango 1, entonces nos podremos construir tenso-
res de rango k = 0,1, 2. Notemos que esta es exactamente la misma regla de
sumas de momentos angulares.
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» En en realidad no hay dos sumatorias porque los valores posibles de
g1y q» estan restringidos por la condicién q; + g, = q para que el coeficiente
de Clebsch-Gordan sea no nulo. Es decir que para construir la componente g
de T solamente tenemos que sumar sobre las combinaciones de g, y g, que
satisfagan q = q; + q».

Ejemplo: construcciéon de un tensor esférico de rango 2 a partir de dos vectores

Veamos ahora como ejemplo de aplicacién de (14.32) como construirnos un

tensor de rango 2 a partir de dos vectores 1% y W. Como vimos en (T4.29), dado un
vector nos podemos construir un tensor de rango 1. Podemos entonces usar estos
dos tensores de rango 1y ((14.32) para construirnos uno de rango 2, es decir

2 1
7= ) (LLaualavy'wy,, (14.33)

91,92€{1,0,~1}
q1+92=9

con VI y W2 dados por (14.29).

Por ejemplo, para g = 0 tenemos

2 1
Té ): Z <1 1 ql,Qle O>Vql q(z)
q11q2€{1l01 1}
g1+42=0
=(1,1;0,012,0) V. "WV + (1,1;1,-112,0) v\ W'+ (1, 1;-1, 112, 0y vV w Y
| ) — |
V273 V176 V176
2 11 . . 11 . .
:\/;VZWZ—\/gz(vx+lVy)(Wx—lWy)—\/gz(Vx—lVy)(Wx+lWy)
1 L
:%(3VZWZ V-W). (14.34)

Anélogamente procedemos para las otras componentes, para a51 obtener que el
tensor de rango 2 que nos construimos a partir de dos vectores Vy W es

1 ,
T = —6(3VW V-w). (14.35)
T = l(V ~ VW, £ iV W, £V, W, ). (14.36)
+2 2 'y = .

(2 _ 1
T, :+§( W, + VW, 21V, W, iV, W, ). (14.37)

En el caso particular en que W=V y las componentes de V conmutan entre si,
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esto se reduce a

2_ 1
T, :—6(3V22—V2). (14.38)
2 _1 :
T, = E(sz—V;ibeVy). (14.39)
Ty = 7 (Vi £iV, V). (14.40)

14.4. Teorema de Wigner-Eckart

Pasamos ahora a ver una de las aplicaciones més utiles de los tensores esféricos:
el teorema de Wigner-Eckart y las reglas de seleccién que éste impone.

Dado un operador tensorial esférico de rango k, T®), sea {la, j, m)} una base de
autoestados de un CCOC {A, T2, ]Z}, con A cualquier observable que conmuta con

J?y ], (por ejemplo, en el 4tomo de Hidrégeno, A puede ser el Hamiltoniano H).
Entonces, el teorema de Wigner-Eckart nos dice que los elementos de matriz del

k 1.
operador Tq( ) en esta base de momento angular se pueden escribir de la forma

(k)
Tq

a,j,m> = (j,kym,qlj’,m'y TV (14.41)

<0c’, j,m o
donde (j, k;m, g|j’,m’) es el coeficiente de Clebsch-Gordan que surge de sumar mo-
mentos angulares j y k con proyecciones m y q para obtener un momento angular
total j” con proyeccién m’; y TO]:I,];’j es un coeficiente que depende de a, a’, j, j' vy k,
pero notablemente no depende de m, m’ ni q. Es decir que el teorema de Wigner-
Eckart nos dice que la dependencia en m, m’ y g del elemento de matriz de Tq(k) se

puede factorizar totalmente en un coeficiente de Clebsch-Gordan. A la constante
oy
Ta,]a] se la suele notar como

kji'j ,
T, = <a’,]’

a’,a

T

a,j) (14.42)

y denominar “elemento de matriz reducido” de T™). Cabe notar que esta desafor-
tunada notacién es muy propensa al engafio, en cuanto es similar a la notacién que
usamos para elementos de matriz, pero aqui no hay ningtn ket, ni bra, ni operador,
ni elemento de matriz; es simplemente notacién para la constante que no depende
de m, m’ ni q. Efectivamente, este coeficiente no se puede calcular de forma direc-
ta; su definicién es literalmente el teorema de Wigner-Eckart y si uno quiere saber
cuanto vale tiene que primero calcular el elemento de matriz de Tq(k) y luego di-
vidir por el correspondiente coeficiente de Clebsch-Gordan (esto lo veremos mas
claro luego en ejemplos concretos).

El hecho que en el teorema de Wigner-Eckart aparezca un coeficiente
de Clebsch-Gordan es notable, en cuanto nos da restricciones muy fuertes sobre
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los valores de j, j/, my m’ para que el elemento de matriz de Tq( ) sea distinto de
cero. Efectivamente para que

(k)
T%

<a’,j’,m’ a,j,m> 20, (14.43)

necesariamente
(j, k;m,qlj’,m"y =0, (14.44)

y para que este coeficiente de Clebsch-Gordan sea distinto de cero se tienen que
cumplir las condiciones

m+q=m', |j-kl<j <j+k, (14.45)

(donde como siempre los valores posibles de j’ van saltando de a una unidad).
Cualquier elemento de matriz que viole cualquiera de las condiciones (14.45) es
automadticamente cero.

14.4.1. Reglas de seleccién para operadores escalares

Veamos una primer aplicacién del teorema de Wigner-Eckart al caso mas sen-
cillo, el de un tensor esférico de rango 0, es decir un escalar K. Supongamos que
nos interesan los elementos de matriz del operador escalar K en una base de au-
toestados de momento angular {|«, j, m)}. Luego, por el teorema de Wigner-Eckart
(con k = q = 0) tenemos que

(a’,j’,m’|K|a,j,m) = (j,O;m,Olj’,m’)K] /] (14.46)

a’,a’

En particular, por las reglas de selecciéon impuestas por los coeficientes de Clebsch-
Gordan antes mencionadas, para que estos elementos de matriz sean distintos de
cero necesariamente m = m’y j’ = j. Por lo tanto, un operador escalar nunca puede
tener elementos de matriz cruzados con distintos ntiimeros cudnticos de momento
angular total j ni proyeccién m. Esto no deberia sorprendernos, en cuanto ser un
operador escalar equivale a conmutar con los operadores de momento angular.

14.4.2. Reglas de seleccién para operadores vectoriales

Consideremos ahora que tenemos un operador vectorial 1% y nos interesa calcu-
lar los elementos de matriz de V en una base de autoestados de momento angular
{la,j,m)},{a’,j’,m’|Vi|a, j, m). A simple vista podria no parecer claro cémo vamos a
emplear el teorema de Wigner-Eckart, dado que no tenemos un operador tensorial
esférico. Sin embargo, como mostramos antes, dado un operador vectorial, nos po-
demos construir un tensor esférico de rango 1. Por supuesto, esta relacién (14.29)
la podemos invertir para escribr las componentes del vector como combinacién
lineal de tensores esféricos

1
v,=v, v, = (V_(})—Vl“)), v, =

i, (1) <1>)
= — (v v (14.47)
V2 g \/5( -
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Luego, para la componente z tenemos

(1)
0

(a’,j’,m’|VZ|a,j,m) = <a’,j’,m’ a,j,m> ={j,1;m,0[j’,m") Vé:fx (14.48)
Para que estos elementos de matriz no sean nulos, necesariamente m = m’y j’ =
j—1,7,j+1.Por lo tanto, el operador V, tiene elementos de matriz distintos de cero
solamente entre subespacios de momento angular total que difiere a lo sumo en
una unidad mientras que no conecta estados con distinta proyeccion m.

Por otro lado, para V, tenemos

@l . ARV RS0 ) B
-1 al]}m - a,],m +1 a;];m

1 .) ) . :/) ’
= TVOJz Ja G, L,m, =1, m’y—(j, L;m,+1]j,m")). (14.49)

Por lo tanto, para que los elementos de matriz de V, sean distintos de cero, j’ =
j—1,j,j+lyyaseam’=m+10m =m-1 (notemos que los dos coeficientes de
Clebsch-Gordan nunca pueden ser ambos distintos de cero). Nuevamente, el ope-
rador V, tiene elementos de matriz distintos de cero solamente entre subespacios
de momento angular total que difieren en a lo sumo una unidad (efectivamente
eso estd determinado por el rango del tensor), mientras que ahora conecta estados
que difieren en la proyeccién z en +1.

Un comportamiento totalmente andlogo al de V, se tendra para V). Efectiva-
mente,

(a’,§, m|V|a],m)—\/§(<a i, m’

i , . ) . Y] /
>— TVZY ZX G, L,m, =1, m’y+(j, L;m,+1|j’,m’)), (14.50)

y las reglas de seleccién serdn las mismas que para V,. Sin embrago, cabe destacar
un hecho notable adicional. Como en el teorema de Wigner-Eckart la constante

) ) 7
<a,],m

V] ] no depende de la componente g del tensor, es la misma tanto para V, como
para V y V,. Por lo tanto, como los coeficientes de Clebsch-Gordan son conocidos,
sabiendo cuanto vale el elemento de matriz de alguna de las tres componentes V;,
sabemos automadticamente cuanto vale el elemento de matriz de las otras dos.

Para fijar ideas sobre la utilidad de estos resultados, consideremos el dtomo de
Hidrégeno, donde tenemos el CCOC {H, L2, LZ} con su respectiva base {|n, [, m)}.
Supongamos que nos interesa calcular los elementos de matriz del operador de
posicién 7 entre todos los estados del electrén en las capas 2p (n = 2,1 = 1)y 3d
(n=3,1=2), es decir,

(3,2,m’

(14.51)

Como veremos en detalle al estudiar teoria de perturbaciones, el calculo de este
tipo de elementos de matriz serd esencial para determinar qué transiciones entre
niveles de energia son posibles en el dtomo debido a la interaccién dipolar con un
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campo eléctrico externo. En este caso particular, tenemos que m = —1,0,1, mien-
tras que m’ = -2,-1,0,1,2. Tenemos ademas las tres componentes del operador
posicién r; = x,v,z. Por lo tanto, en principio, el cdlculo de todos estos elementos
de matriz pareceria involucrar el cdlculo de 45 integrales sobre todo el espacio. Sin
embargo, el teorema de Wigner-Eckart nos permite, en primer lugar, determinar
por argumentos de simetria que muchos (la mayoria) de estos elementos de matriz
se anulan. Efectivamente, por lo antes discutido, los inicos elementos de matriz
de z que pueden llegar a ser no nulos son aquellos tales que m = m’ y estos son
en total 3 posibilidades (m = m’ = —1,0,1). A su vez, tanto para x como para y
solamente sobreviven elementos de matriz con m’ = m+1, lo cual nos da 16 posibi-
lidades. Luego, de los 45 elementos de matriz, solamente 19 de ellos pueden ser no
nulos. Més atin, como discutimos antes, al estar mirando elementos de matriz con
a=2,a"=3,j=1,j =2 fijos, el coeficiente que aparece en el teorema de Wigner-
Eckart es siempre el mismo y, por lo tanto, conociendo uno de estos 19 elementos
de matriz, conocemos todos los otros. De esta forma, calculando (o midiendo) una
unica de estas integrales, tenemos todas las otras simplemente multiplicando por
coeficientes de Clebsch-Gordan.
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