Apuntes de las clases de Fisica Cudntica
Juan Pablo Paz 2020

1

28 de junio de 2020

Teoria de perturbaciones
independientes del tiempo.

La mayoria de los problemas en Mecanica Cuantica no pueden ser resueltos en
forma exacta, y es por eso que debemos recurrir a métodos que nos permiten obte-
ner una solucién aproximada al problema. En algunos casos, ademas, ocurre que
estos problemas son similares a situaciones que si podemos resolver exactamente.
En este capitulo introduciremos un método perturbativo para obtener soluciones
a problemas con Hamiltonianos independientes del tiempo. El método se basa en
el conocimiento de la solucién exacta a un problema mds simple, para luego ob-
tener correcciones a partir de pequefias perturbaciones. De esta manera, veremos
cémo obtener en forma iterativa las correcciones a las autoenergias y autoestados
del Hamiltoniano para los diferentes ordenes perturbativos.

1.1. Problema general

Consideremos un problema con un Hamiltoniano de la forma:
H(e) = HO +eV

donde € es un parametro adimensional pequefio (en un sentido preciso que defini-
remos mas adelante). Ademas, conocemos la solucién del problema de autovalores
del Hamiltoniano Hj, que resulta ser

0 0 0
o0 =002,

donde el indice u = 1,..., g, indica que los niveles de H; son degenerados. La de-
(0)
n

Hy

generaciéon del nivel n, cuya energia es E; es g,. Para resolver este problema
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serd conveniente, en primer lugar, definir los proyectores sobre el subespacio de

(0)

autovalor E; ' y su subespacio ortogonal. Estos son:

I, = Zlqbn,l><4>n,4|, (1.1)

o)
M) =1-T) =) Ty,

k#n

Nuestro objetivo es obtener una expresion aproximada, a diferentes ordenes en
€, para los autovectores y autovalores del problema completo. Es decir, buscamos
autovalores y autovectores que satisfagan

H(e)|xn(€)) = En(€)|xu(€))- (1.2)

Esto lo llevaremos a cabo operando con la soluciéon exacta del Hamiltoniano Hj.
Comenzaremos entonces por desarrollar todos los elementos de la expresién ante-
rior en potencias de €. El inico cuidado que debemos tener es tratar por separado
las contribuciones de la parte paralela y perpendicular de los nuevos autoestados,
que definimos como

(@) =TI xal€)),  [xn1(€)) =TI 1xule))

Cuando desarrollamos estos estados como potencias de € asumiremos, sin pérdida
de generalidad, que a orden cero sélo tenemos contribuciones en el subespacio
paralelo y las correcciones se encuentran en el subespacio ortogonal. Es decir,

@) =) raaten =Y
i>1

Por otra parte, el cambio en la energia AE, se anula para € = 0. Es decir,

AE,(¢) = E,(¢)—EY = ZE}]’ef.

j>1

ALY el

De esta manera, la ecuacién (1.2) del problema completo de autovalores sera con-
veniente reescribirla de la siguiente forma:

(Ho - £ xule)) = (AEs(e) - V) o).

Notamos que en esta expresion, en su miembro izquierdo, aparece un operador
que denominaremos h,;:

h, = Hy— E1.

Este operador no es invertible ya que tiene g, autovalores nulos. Sin embargo, este

operador es invertible si se encuentra definido en el subespacio ortogonal, asociado

al proyector Hggl. En efecto, en este subespacio podemos escribir la expresion

ann( -Ey ))

k#n
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donde todos los factores de la suma son diferentes de cero. En consecuencia, la

. o . . 0
inversa de este operador restringida al subespacio asociado al proyector Hizj_ es

simplemente,

il = (o-e01) ZZW%

k=n p= 1 (

Desarrollo perturbativo

Trabajemos entonces con la ecuacién de autovalores
hulXn(€)) = (AE,(€) —€V)[xu(e€))-

En primer lugar, escribiendo |x,(€)) = |)(n,||(e)> + |)(,M(e)>, es evidente que del lado
izquierdo de esta expresion sélo contribuye la parte perpendicular de los autoes-
tados. De esta manera, usando que h,, |)(n,||(e)> = 0, la ecuacion anterior se reduce
a:

| X0, 1(€)) = (AE,(€) =€V xu(e)). (1.4)
Esta es una identidad vectorial y por lo tanto debe ser valida para sus distintas
componentes. En particular, podemos proyectar esa ecuacién a lo largo de los

. . 0 0 .
subespacios asociados a los proyectores qu |)| y l‘[,&l Estas dos ecuaciones son

0 &)|xu(€)) —e IV [xu(e), (1.5)
B X, (€)) = AE,(€)|xn,.(€)) —€ IRV Ixu(e)). (1.6)

Vamos a escribir los primeros dos términos (hasta orden cuadratico en €) del desa-

. . 0 .
rrollo correspondiente a la proyeccién a lo largo de HL |)|, Ec. (1.5). Haciendo esto,
obtenemos dos ecuaciones, una para cada orden:

0 = gV

(0)
K, ||> = Vaull

(1)
Xn||> Vil |X

) (1.7)

EW ML >>+E< ) X<0>>_H<0>V qul> (1.8)

()
Il

n || nl” nl”

donde hemos definido la matriz del potencial restringida al subespacio paralelo
como

nII nll

Cabe notar que a partir de estas dos ecuaciones ya podemos obtener informacién
relevante. Como veremos a continuacién, es posible hallar las correcciones a la
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energia a primer orden en la perturbacion. En efecto, la ecuacién (1.7) puede rees-
cribirse como una ecuacidn de autovalores de la forma:

0)\ _ (1)
Xn,||> =E,

Esta expresion es fundamental. Nos dice que para encontrar las correcciones a pri-
mer orden en la energia debemos resolver el problema de autovalores para la matriz
Vi, que no es otra cosa que la matriz de la perturbacion, restringida al subespacio

Vall

XLO|)|> (1.9)

asociado al autovalor E,(10) del Hamiltoniano H (o sea, al subespacio cuyo proyector

0 . ) .
es qu |)|). Los autovalores de este problema son las correcciones a las energias mien-

tras que los autovectores son los autoestados del problema sin perturbar ‘X510|)|>‘ Es

importante notar que la perturbacién selecciona algunos autoestados en el subes-
(0

pacio asociado a IT |

)|. En efecto, los estados ‘XLO|)|> son aquellos que se definen como

el limite de los estados perturbados |x,(€)), cuando la perturbacién tiende a cero
(o sea, cuando € — 0, la perturbacién selecciona ciertos estados del subespacio

1©

| qUE son los autovectores de V). Si el subespacio del sistema sin perturbar

. 0 ., .
asociado al autovalor E,(1 ) no se encuentra degenerado, la ecuacién (1.9) nos dice

(0>>
Pn)-

La ecuacién (1.8) también nos brinda informacién muy util ya que determina
parcialmente el valor de la correccién en la energia a segundo orden. En esta ecua-

que a orden cero el autovector es

cién aparecen los estados ’ )(51 |)|> en los primeros dos términos. Pero estos términos

no contribuyen a la correccién a segundo orden en la energia. Podemos demostrar
esto de la siguiente manera. Primero proyectando esta ecuacién sobre los estados
(0)

N ”' a esa ecuaciéon y utilizamos la

a orden cero. En efecto, si aplicamos el bra <)(

ecuacion de autovalores (1.7), vemos que los dos primeros términos se cancelan
mutuamente. En consecuencia, la ecuacion (1.8) se reduce a

2 0 1
o= )i ).

|
De donde se deduce cuanto vale la correccion a segundo orden en la energia. En
efecto, usando esta identidad, podemos deducir que

2 0
St

En consecuencia, para obtener la correccién a segundo orden en la energia es nece-

A%

|

1%

1
X > (1.10)

. 0 .y . .
sario conocer los estados ‘XL |)|>, pero también es necesario conocer las correcciones

)(,(11)L> Estas correc-

a primer orden en la parte perpendicular de los autoestados:

ciones se obtienen a partir de la proyeccién de la ecuacién (1.4) en la direccién de
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0 iy .
H;)L En efecto, podemos reescribir esta ecuacioén (antes del desarrollo en poten-
cias de €) como

1 X, (€)) = AE(€) i, (€)) — € TIWLV [xn(€)).

De aqui deducimos inmediatamente (aplicando el operador inverso &, , que esta

bien definido sobre el subespacio asociado a 1‘[5101) la siguiente identidad:

_ _ 0
1. (€)) = A (€) Iy 1w 1 (€)) — € iy T, Vi (€)).

Desarrollando esta ecuacion al orden mas bajo en potencias de € (y recordando
que |)(,1,L(e)) no tiene orden cero) vemos que las tinicas contribuciones resultan ser

(0)
Xn,||>'

Esta es una expresioén sencilla que nos dice cémo es la parte perpendicular de los
autoestados a primer orden en €. Usando esto en la Ec. (1.10), podemos deducir
ahora cudl es el cambio en la energia de los autoestados a segundo orden en € ya

que:
(0)
Xn,||>'

Finalmente, reemplazando h;, por su expresién en la Ec. (1.3) y recordando que
el proyector paralelo estd dado por la Ec. (1.1) llegamos a:

1 _ 0
X1(1)L> = _hn,lJ_ H;,)LV

2 0
By = ‘<X(n,|)|

VLV

2
8k

O]
<Xn,|| V‘¢kw>

k=n p=1 (E]((O) - ELO))

EY =-

Resumen de resultados

Obtuvimos un desarrollo en potencias del parametro perturbativo € de los au-
tovectores y autovalores del problema completo. Los autovectores, tal como los
calculamos, resultan no estar normalizados pero dicha normalizacién puede reali-
zarse al completar el calculo. A segundo orden en la energia y primer orden en los
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estados los resultados son

Y X(O|)|> = B X(O|)|>
) = -l ved)
_ S <¢;<OI)J‘VX’(70|)|> (0)
"Ll o)
B = (v
o [l o]

1.2. El caso no degenerado

Para el caso no degenerado, la ecuaciones anteriores son bastante mas sencillas.
En efecto, cuando g, = 1 no hay que resolver ningtin problema de autovalores para
obtener autoestados a orden cero. En ese caso, cuando hay un tnico autovector

(0) . . )
con autovalor E;; ', las correcciones de primero y segundo orden en la energia y los
estados son simplemente

WY 1%

(ot

o), (1.11)
v

(2) E
En = -
k=n (EI(CO) —ELO))

(o v]er),

Xf})> _ ;(Ek—n)'d)k> (1.13)

(1.12)

Como vemos, este procedimiento es esencialmente un desarrollo en términos de
0
e<¢§< )| Vv
el elemento de matriz de la perturbacién V sobre la diferencias de energias, mas

rapido convergera la aproximacién. Por otro lado, de las expresiones anteriores
surge un comentario general: Para el estado fundamental, donde se satisface que

¢510)>/(E,((0) —E,(qo)), de manera que esperamos que cuanto mas chico sea

0 0 .2 ; :
(E;{ ) E,(1 )) > 0, entonces la correccién en la energia a segundo orden es siempre

. . . 2
negativa. O sea, siempre se satisface que E,(q ) <0.
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Normalizaciéon

Consideraremos la normalizacién de los estados perturbados, ya que como vi-
mos estos no se encuentran normalizados tal como los presentamos. Llamaremos
a los estados perturbados normalizados como:

IXn(€))n = Z42(€)lxnl€)), (1.14)

que cumple con n{(x,(€)lx,(€))n = 1. De esta manera, podemos escribir

(@D = 22 )il

k>0

Y es facil notar que el significado fisico de la constante Z,(€) se encuentra asocia-
do a la probabilidad de que el estado perturbado sea encontrado en el estado sin
perturbar:

0
Z,(e) = Kxw Ixn(eNnl® (1.15)
Ahora, dado que:
2
_ k
zite- |y e )]
k>0

resulta que

- 1), (1
Z,e) = 1+ lan )+ O(e?)
2
(0) (0)
'<¢n 14 '(Pk >
= 1+€ZZ +0(e3).
0) _ £
k#n (Ek —E, )
De manera que a orden €2, Z,,(€) es:
2
(0) (0)
et v]e)
Z,(e)x~1-¢ o o (1.16)
k#n (Ek —E, )
Teniendo en cuenta que ya habiamos obtenido que
2
(0) (0)
o e ]v]e)
En( )—En - (0) (0)
k#n (Ek —E, )
podemos deducir facilmente que vale la ecuacién
JE
Z,(€) = "((06). (1.17)
JE,

Ademais, este resultado es general y valido para cualquier orden en €.
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1.3. Ejemplo 1: Oscilador arménico.

A continuacién mostraremos cémo utilizar el método de pertubaciones en algu-
nos ejemplos. Comenzaremos por un caso bien simple, consideremos un oscilador
armonico simple con Hamiltoniano:

2]
Hy = P + =mw?x?
2m 2
Ahora supongamos que el potencial arménico cambia levemente. A esa perturba-
cion la representaremos por medio del siguiente operador:

V = —mew?x?
2
donde € es el pardmetro adimensional que cuantifica el tamafio de la perturbacién.
Este problema no es demasiado 1util ya que podemos resolverlo exactamente,
pero nos servird para ejercitar el método. Estaremos interesados en obtener co-
rrecciones al estado fundamental, es decir:

kO] v o0
0(e)) = |o<°>>—Z< V] >

& (50

—+

|k(0)>

Il
g3
C)
+
—
=
=2
<
=
=
~——
|

Ey

Nos quedaremos a primer orden en el estado y segundo en la energia. A diferencia
de coémo presentamos el método, aqui absorvimos el pardmetro € en el potencial, es
decir no aparece explicitamente en el desarrollo. En primer lugar debemos hallar
los elementos de matriz de la suma infinita que aparece en las ecuaciones. Sin
embargo, es facil verificar que como x2ocat? +a? +a'a+ aat solo dos términos son
diferentes de cero, en efecto:

<0(0)| 1% |0(0)> — (emzwz )<0(0) |x2| 0(0)> _ e:Tw
oo = e o) - 2
(0

Finalmente, usando que E, ) = hw(n+1/2), obtenemos que:

€
0(e)) = (00— — 20} .,
Eole) = ho|a+S <, (1.18)
0 —_ 2 4 16 oo . .

recordemos que el estado que obtuvimos falta normalizarlo.
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Como dijimos anteriormente, el problema no tiene mucha utilidad ya que lo
podemos resolver exactamente. Simplemente definiendo un oscilador arménico
con frecuencia:

w’ = w+/(1+e€).

De esta manera, las energias de este nuevo sistema son E,, = hw’(n + 1/2) que pue-
den ser expandidas en términos de potencias de € como:

1 e €
En:hw(n+§)[l+§—§+...],

que coincide con el resultado que obtuvimos.

1.4. Ejemplo 2: El efecto Stark cuadratico.

Un ejemplo del uso de teoria de perturbaciones no-degenerada se encuentra
relacionada con el estudio del efecto Stark. Consideremos un dtomo de hidrégeno
con Hamiltoniano Hy = p?>/2m—e?/r, en presencia de un campo eléctrico uniforme
que apunta en la direccién del vector e,. Es decir E = Ey,. La interaccién entre el
electron y el campo externo se tiene en cuenta mediante un término en el Hamil-
toniano que es de la forma:

V=-eEz (1.19)

donde z es la coordenada del electrén a lo largo de la direcciéon del campo, siendo
e < 0. Asumiremos que conocemos la solucién del problema sin campo externo.
Ademds, ignoraremos el grado de libertad de spin, ya que no serd relevante para
nosotros que nos centraremos en el estudio del estado fundamental. El problema
de un atomo en un campo de estas caracteristicas no se puede resolver exacta-
mente. Sin embargo, podemos aplicar la teoria de perturbaciones que desarrolla-
mos hasta aqui. Veamos en primer lugar cémo la presencia del campo modifica
la energia del estado fundamental a primer orden en la perturbacién. Usando la
notacién que aplicamos hasta ahora, el estado fundamental es

’¢510)> =|n=1,1=0,m=0)=1,0,0).

La energia de este estado resulta ser Eéo) = -13,6 eV. Y, por lo tanto, el cambio

en la energia a primer orden en la perturbacién (que tiene sentido para valores
suficientemente pequenos del campo eléctrico) resulta ser

1 ~
E\") = —eE, (1,0,0]2]1,0,0) = 0.
La tltima expresion se anula debido a simples argumentos de simetria: en efecto,
el estado fundamental es par (invariante frente a reflexiones) mientras que el ope-

rador z es impar. Entonces, a primer orden en teoria de perturbaciones, la energia
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del estado fundamental no se modifica. Es decir, no hay efecto Stark lineal en este
caso. Veamos a segundo orden. En este caso, podemos aplicar la ecuacion (1.12):

2|o}")

0) 0 !
k=(1,0,0) (E,(< —E((L)O'O))

2
’<1,0,0

E1(12) = —¢? ~§

donde la suma es sobre todos los estados salvo el fundamental. Esta expresién la

podemos acotar de manera simple: en efecto, podemos usar que (E,io) - Eiyo()),o) >

AE = (Epm—Eq00) = 3Eéo)/4 = 3¢?/8ay ~ 5,1eV, siendo 4, el radio de Bohr cuyo
valor vimos anteriormente y resulta ser ay = h%/m,e? ~ 0,5A. Entonces,

(2) e’E§ , €e’E} )
|ELO,0| < NG Z [(1,0,0|z|k)|* = EZKLO’O'Z”{H
k=(1,0,0) 2

Ahora usando la relacién de completitud llegamos a que:

252 252
(2) e“Ej 2 € Lo

E < 11 ’ 1; ’ =

Erool < AE (1,0,012711,0,0) AE

2
agy,

ya que en este caso por simetria (x?) = (y?) = (z%) = (r?)/3 y podemos hallar
(1,0,0|22]1,0,0) = a3. En resumen, el corrimiento del estado fundamental del 4to-
mo de hidrégeno debido al campo eléctrico a orden cuadratico es aproximadamen-
te:

AE g0~ ~Ejea} ot = ~2E3a3
Se define la polarizabilidad & del 4tomo en el nivel |1,0,0) como el factor que
satisface que AE; g = —%&Eé. En consecuencia nuestro cdlculo establece que

07<16a3
3 %0

Notablemente, el valor observado para la polarizabilidad (deducido a partir del
corrimiento Stark) es muy cercano a esta prediccién aproximada (el valor medido
tiene un factor 4,5 en lugar de 16/3 = 5,1).

1.5. Ejemplo 3: El efecto Stark lineal.

En el ejemplo anterior estudiamos el efecto del campo eléctrico sobre el estado
fundamental del atomo de hidrégeno, y vimos que el cambio en la energia apare-
ce a segundo orden en la perturbacién. En este caso estudiaremos qué es lo que
sucede con los niveles excitados. A diferencia del ejemplo anterior, estos niveles
se encuentran degenerados. Para el nivel 7, los nameros cudnticos | y m pueden
tomar valoresentre 0</<n-1y-I<m<]|.

1-10



De esta manera, consideraremos la misma situacién que en ejemplo anterior,
el campo eléctrico es uniforme en la direccién z y por lo tanto el Hamiltoniano
sufre una perturbacion dada por el potencial de la ecuacién (1.19). Para estudiar
correcciones a la energia de los niveles excitados utilizaremos la teoria de pertur-
baciones en el caso degenerado. Con lo cual, para obtener las primeras correccio-
nes a la energia, sera necesario diagonalizar la perturbacién V proyectada sobre
el subespacio correspondiente al nivel degenerado que vayamos a estudiar, y los
autovalores nos daran la correcciéon a primer orden. En este caso nos concentra-
remos en el primer nivel excitado, n = 2, que tiene una degeneracién g, = 4. Para
construir la matriz de la perturbacién, podemos notar que el operador V conec-
ta estados |2,1,m) con paridad diferente, es decir, tendremos elementos de matriz
entre estados con / diferente. Ademds, dado que z se comporta como un tensor
de rango uno, sdlo conectara estados con el mismo m. De esta forma, los tnicos
elementos de matriz no nulos en el subespacio con n = 2 seran:

(2,1,0|V|2,0,0) =(2,0,0|V|2,1,0) = —eE,(2,0,0]z|2,1,0).

Luego, podemos calcularlos usando la forma explicita de las funciones de onda en
términos de los armonicos esféricos, y que z = rcos 0:

) b 27
<2,o,0|z|2,1,o>:f rzdrf sin@d@f dPR, o(r)Ys* (0, ¢) (rcosO)Ry 1 ()Y (6, ¢)
0 0 0
:—3610

De esta manera, llamando V, a la matriz V proyectada sobre el subespacio con
n = 2, obtenemos:

1 0

~ 0 0

V2 = 3€CZOEO 0 0

oS O = O
o O O O

0 0

En este caso la matriz fue escrita ordenando la base como: {|2,0,0),(2,1,0),|2,1,-1),|2,1,1)},
y su forma es particularmente simple. Resulta facil de ver entonces que la matriz

tiene autovalores: {~3ea,Ey, 3ea,E,0,0}. Es decir, a primer orden se rompe la de-
generacion para los estados con m = 0 como muestra la Fig[2.1, entonces:

E(le = +3|e|a, Eo.

A este fenémeno se lo conoce como efecto Stark lineal. Y los autoestados a orden
cero asociados a estos niveles son:

o\_ 1 =
o) - 52107200

siendo que e < 0. Este resultado nos permite asegurar que al prender un campo
eléctrico débil, rapidamente se mezclardn los estados 2sy 2p.
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]
p —=12,1,0)-—12,0,0
//, ? ﬁ ) '\Ji )
,/’ 3elElag
----- L mmmmmee * 12,1,1), 12,1,-1)
3elElag
\\
R ‘ Lo 1.0y +Li2,00)
2 \2

Figura 1.1: Esquema de los niveles de energia del primer nivel excitado bajo el
efecto Stark lineal.
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