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Estructura hiperfina

Hasta ahora vimos cómo a partir de la interacción electrostática entre el electrón
y el núcleo podı́amos determinar la estructura de niveles para el átomo de hidrógeno.
Los efectos relativistas, incluidos en la estructura fina, nos permitieron entender
correcciones precisas a estos niveles. En este capı́tulomostraremos una descripción
que va más allá de la estructura fina, planteando que el núcleo no es sólo una carga
puntual, sino que tiene una determinada estructura. El término estructura hiperfi-
na entonces se refiere a la estructura de niveles que adquiere el átomo debido a las
propiedades del núcleo. Existen diferentes caracterı́sticas que podemos incluir en
el análisis, tales como que el núcleo tenga momento dipolar magnético, momento
eléctrico cuadrupolar, o efectos debido a que a su tamaño finito. El más importante
de ellos, y el que es relevante para el átomo de hidrógeno, corresponde conside-
rar que el núcleo tiene momento dipolar magnético debido al espı́n del protón,
de manera que incluiremos la interacción de este campo magnético nuclear con
el electrón. Estas correcciones en los niveles tienen orden mec2

me
mp
↵4 y además son

resposables del desdoblamiento del estado fundamental del átomo de hidrógeno.
La estructura hiperfina es fundamental en diversas áreas que van desde la radio-
astronomı́a, el estudio de la estructura nuclear de átomos, el desarrollo de relojes
atómicos y la computación cuántica que utiliza por ejemplo estados hiperfinos de
iones para almacenar qubits.

19.1. Estructura hiperfina del átomo de Hidrógeno
Hasta consideramos al núcleo como un objeto puntual con masa y carga. Pero

como sabemos el núcleo del átomo de hidrógeno contiene un protón, que es una
partı́cula de carga positiva y espı́n 1/2. De estamanera, el núcleo posee unmomen-
to magnético nuclear ~µp y por lo tanto generará un campo magnético. Si llamamos
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~I al operador que representa dicho espı́n el momento magnético del protón será:

~µp =
gpe

2mpc
~I ,

y su factor giromagnético medido es de gp ' 5,59, mientras que el del electrón es
ge ' 2. Además, este momento magnético es mucho menor al del electrón por las
relaciones entre masas.

En lo que sigue mostraremos cómo obtener el Hamiltoniano que utilizaremos
para describir la interacción del electrón con el campo magnético generado por el
núcleo. Dado que las correcciones hiperfinas son muy pequeñas, nos restringire-
mos a un análisis no relativista.

Interacción del electrón con el campo electromagnético generado por el núcleo

Como vimos, el electrón interactúa mediante el potencial Coulombiano con el
núcleo, y esta es la mayor contribución al Hamiltoniano. Pero al considerar que el
núcleo tiene además momento dipolar magnético, este también generará un campo
magnético que afectará, en menor medida, a la energı́a. El campo electromagnético
con el cual interactúa el electrón tendrá derivará entonces de un potencial escalar
Vp(~r) = Ze/r (que para nuestro caso Z = 1) y un potencial vector ~A(~r). De esta
manera, el Hamiltoniano del electrón en este campo puede escribirse como:

H =
1

2me


~p +

e
c
~Ap(~r)

�2
� eVp(~r)� ~µe · ~Bp,

donde el último término representa la interacción de sumomentomagnético con el
campo magnético generado por el núcleo. El campo fuera del núcleo lo podremos
obtener a partir de considerar que ~Bp = r ⇥ ~Ap(~r) y el potencial corresponde a
un momento dipolar ~µp situado en el núcleo ~Ap(~r) = ~µp ⇥~r/r3. Dentro del núcleo
asumiremos que el campo es uniforme y su tamaño infinitesimal, por lo tanto el
campo magnético resulta ser:

~Bp(~r) =
[3( ~µp · r̂)r̂ � ~µp]

r3
+
8⇡
3
~µp�(~r).

podemos ver entonces que el primer término corresponde al campo fuera del
núcleo, mientras que el primer término contiene la contribución del campo dentro
del núcleo Fig. 19.1.

De esta manera, el Hamiltoniano se encuentra escrito en término de diferentes
operadores, y ahora trabajaremos sobre cada uno de ellos para derivar a una ex-
presión más sencilla. Comencemos por expandir el primer término a orden lineal
en ~Ap(~r) teniendo en cuenta que son operadores que no conmutan (despreciando

el orden ~Ap(~r)2). Por lo tanto,
h
~p + e

c
~Ap(~r)

i2
' p2 + e

c

n
~p, ~Ap(~r)

o
. Luego, reemplazando

la expresión del potencial vector en cada uno de los términos de la expresión an-
terior llegamos a que 1

r3 (~µp ⇥ ~r) · ~p = 1
r3 ~µp · (~r ⇥ ~p) =

1
r3 ~µp ·

~L = ~µp ·~L/r3, y en forma
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similar podemos obtener la misma expresión para el otro término. Finalmente, el
Hamiltoniano que consideraremos resulta ser:

H '
~p2

2me
�
e2

r
+

e
mec

~L · ~µp
r3
�

h
3
⇣
~µp · r̂

⌘
(~µe · r̂)� ~µe · ~µp

i

r3
�
8⇡
3
~µe · ~µp�(~r),

donde los tres últimos términos dan cuenta de la estructura hiperfina. Podemos
notar además que el tercer término podemos pensarlo como la interacción entre
el momento magnético ~µp con un campo ~BL = �(e/mecr3)~L debido al momento
angular del electrón.

Figura 19.1: Campo magnético generado por el protón. Fuera del núcleo es el cam-
po de un dipolo, pero dentro depende de la estructura del mismo. En primera
aproximación suponemos que es uniforme. El término de contacto da cuenta de la
interacción entre el momento magnético del electrón y el campo dentro del núcleo.

Hamiltoniano de la estructura hiperfina

Reemplazando ~µe = � gee
2mec

~S y la expresión para el momento magnético del
protón, el Hamiltoniano de la estructura hiperfina puede expresarse como:

HEH =
gpe2

2mpmec2
~I ·~L
r3

+
gegpe2

4mpmec2

h
3
⇣
~I · r̂

⌘⇣
~S · r̂

⌘
� ~S ·~I

i

r3
+
2⇡gegpe2

3mpmec2
�(~r) ~S ·~I (19.1)

De esta ecuación podemos distinguir tres términos. El primero correspondiente a
la interacción espı́n del protón-órbita entre el electrón en movimiento con el campo
magnético generado por el protón. El segundo término corresponde a la interac-
ción entre los momentos dipolares. Y el tercer término se conoce como término de
contacto porque corresponde a la interacción con el campo dentro del núcleo. El
Hamiltoniano en cuestión entonces actúa sobre un espacio de Hilbert:

Hatomo =Helectron ⌦Hnucleo
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el espacio Helectron contiene parte espacial y de espı́n del electrón, mientras que
Hnucleo corresponde a la parte de espı́n del núcleo. En principio podemos defi-
nir una base “desacoplada” para describir al sistema, donde |n, l, j,mji ⌦ |mI i ⌘

|n, l, j,mj ,mI i, aunque veremos que esta no será conveniente para describir la es-
tructura hiperfina.

Momento angular total atómico

El Hamiltoniano que definimos anteriormente involucra interacciones entre
tres momentos angulares: el de cada uno de los espines del protón y el electrón, y
uno correspondiente al momento angular orbital del electrón. Será fundamental,
entonces, definir el momento angular total atómico que se obtiene como la suma de
los momentos angulares involucrados:

~F = ~I + ~S +~L.

Como veremos al estudiar perturbaciones debidas al Hamiltoniano de la es-
tructura hiperfina, su acción efectiva puede entenderse mediante el acoplamiento
del momento angular de espı́n del núcleo al momento angular total electrónico
~J = ~L + ~S . De manera que resultará útil pensar al momento angular atómico to-
tal como la suma del momento total electrónico y el momento angular de espı́n
nuclear:

~F = ~I +~J .

Es fácil ver entonces que este operador cumple con las relaciones de conmutación
usuales de momento angular. Además podemos definir los operadores ~F2 y Fz tales
que

~F2
|F,mFi = F(F +1)~2|F,mFi

Fz |F,mFi = mF~|F,mFi

donde |I�j |  F  |I+j | (en este caso I = 1/2). En ausencia de interacciones externas,
el momento angular atómico se conserva, de manera que F será un buen número
cuántico.

19.1.1. Estructura hiperfina para niveles s (l = 0)
Una vez definido el Hamiltoniano y los operadores relevantes, comenzaremos a

calcular las correcciones para los estados de momento angular l = 0, en particular
esto incluye el estado fundamental. Como vimos en la estructura fina, para subes-
pacios determinados por (n, j, l) existe degeneración. Utilizaremos entonces teorı́a
de perturbaciones a primer orden para evaluar estas correcciones. En este sentido
deberemos diagonalizar la matrizHEH restringida a los subespacios de energı́a de-
generados. Al incluir el espı́n del electrón, la degeneración que ya existı́a en estos
niveles se duplica. Para evaluar estos elementos de matriz entonces podemos con-
siderar que las funciones de onda para l = 0 y j = 1/2 pueden ser escritas en forma
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general como una componente espacial y otra de espı́n |n, l = 0i⌦ |ms,mI i. Es decir,
evaluaremos términos de la forma hm0s,m

0

I |(hn, l = 0|HEH |n, l = 0i)|ms,mI i ⌘ hHEHi.
En primer lugar, mostraremos que el único término que contribuye a estos ni-

veles es el de contacto. Para convencernos de ellos, será necesario sólo evaluar el
valor medio de la parte espacial de los términos del Hamiltoniano. En primer lu-
gar, es fácil ver que el término proporcional a ~I ·~L/r3 tiene valor medio nulo para
estados con l = 0. Asimismo, mostraremos que el valor medio del segundo término
también es cero por la simetrı́a de estas funciones de onda. Primero, sabemos que
las funciones de onda con l = 0 no tienen dependencia angular. Por lo tanto, para
calcular

D h
3
⇣
~I · r̂

⌘⇣
~S · r̂

⌘
� ~S ·~I

i
/r3

E
podemos separarlo en una parte angular y otra

radial. Al efectuar la integral angular sobre el término ~S ·~I /r3, como no hay depen-
dencia angular, sólo aparece factor igual a 4⇡. La integral angular sobre el primer
término es tal que sólo aparece dependencia angular por el versor r̂ y podemos
utilizar la siguiente identidad

R
(~a · r̂)(~b · r̂)sin✓d✓d� = 4⇡(~a ·~b)/3 para obtener su

resultado, es decir resulta ser igual a 3(~I · ~S)4⇡/3r3. Por lo tanto la suma de ambas
integrales es igual a cero.

Evaluemos entonces la corrección a estas energı́as:

hHEHi =
2⇡gegpe2

3mpmec2
D
�(~r) ~I · ~S

E

=
2gegpe2

3mpmec2
1

n3a30

D
~I · ~S

E

=
2gegp
3n3~2

mec
2↵4

me

mp

D
~I · ~S

E

donde hemos usado que | n,0,0(0)|2 = 1/(⇡n3a30) y que a0 = ~2/mee2, y recordemos
que esta es unamatriz de 4x4. El término que sobrevive, nos indica que el espı́n del
electrón ya no es un buen número cuántico porque no se conserva, mientras sı́ lo es
el momento angular total atómico F. Para el caso que estamos considerando, l = 0,
este momento angular puede tomar valores F = {0,1}. Por lo tanto, como habı́amos
hecho antes con el acoplamiento espı́n órbita, para evaluar el producto usaremos:

~I · ~S =
1
2

⇣
~F2
� ~S2

�~I2
⌘
,

donde el electrón y el protón tienen espı́n 1/2 y s2 = I2 = 3/4. Este operador resulta
ser diagonal en la base de momento angular total atómico definido y sus autoesta-
dos son los que vimos en capı́tulos anteriores: el singlete (F = 0,mF = 0) y los tres
estados que forman el triplete (F = 1,mF = �1,0,1). En esta base, el operador se
representa simplemente como:

~I · ~S =
~2
2

✓
F(F +1)�

3
2

◆
.
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Es decir, la perturbación entonces resulta ser diagonal en la base que tiene número
cuántico F definido, esta es la base acoplada que escribiremos como |n, l, j,F,mFi y
las correcciones a primer orden en energı́a resultan ser:

E(1)
EF,{n,l=0,F} =

gegp
3n3

mec
2↵4

me

mp

✓
F(F +1)�

3
2

◆
,

mientras que las funciones de onda orden cero para los grados de libertad de espı́n
corresponden al singlete y al triplete. Estas correcciones disminuyen a medida que
aumenta la energı́a del nivel y son de orden mec2↵4

me
mp

donde me
mp
⇡

1
1800.

Estado fundamental

Como vimos en el estudio de la estructura fina, el estado fundamental del áto-
mo de hidrógeno tiene (n = 1, j = 1/2, l = 0), y en notación espectroscópica co-
rresponde al 1s1/2. El Hamiltoniano de la estructura hiperfina dividirá este nivel
en dos, debido al acoplamiento entre el espı́n del electrón y el protón. En efec-
to, el acoplamiento espı́n-espı́n rompe la degeneración en el estado fundamental,
aumentando la energı́a del triplete y disminuyendo la energı́a del singlete:

E(1)
EF,{n=1,l=0,F} =

gegp
3

mec
2↵4

me

mp

(
+1/4, (F=1, triplete)
�3/4, (F=0, singlete)

Notemos además que en el nivel fundamental con F = 0 el estado de los espines
del electrón y el protón se encuentra entrelazado. La diferencia de energı́a entre
estos dos estados es �E =A = 5,88⇥10�6eV. De manera que la frecuencia del fotón
emitido en el decaimiento del triplete al singlete es:

v =
�E
h

= 1420MHz,

y la correspondiente longitud de onda es c/v = 21cm, que cae en el rango de las
microondas. Esta es la famosa lı́nea de 21 cm, que juega un papel central en radio-
astronomı́a.

19.1.2. Estructura hiperfina para l > 0

Para los niveles con l > 0 el término de contacto es nulo ya que, como vimos
anteriormente, la función de onda en el origen ⇠ rl y por lo tanto  n,l>0,ml

(0) =
0. De manera que los términos de interacción restantes determinan la estructura
hiperfina que podemos reescribirlos como:

HEH =
gpe2

2mpmec2

h
3
⇣
~I · r̂

⌘⇣
~S · r̂

⌘
+ (~L� ~S) ·~I

i

r3
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Bohr
<latexit sha1_base64="pjwcLe4NcGK/REKIqcSPVv16ylM=">AAAB63icbVDLSsNAFL2pr1pfVZdugkVwFZK60GXRjcsK9gFtKJPppBk6jzAzEUroL7hxoYhbf8idf+OkzUJbD1w4nHMv994TpYxq4/vfTmVjc2t7p7pb29s/ODyqH590tcwUJh0smVT9CGnCqCAdQw0j/VQRxCNGetH0rvB7T0RpKsWjmaUk5GgiaEwxMoV0KxM1qjd8z1/AXSdBSRpQoj2qfw3HEmecCIMZ0noQ+KkJc6QMxYzMa8NMkxThKZqQgaUCcaLDfHHr3L2wytiNpbIljLtQf0/kiGs945Ht5MgketUrxP+8QWbimzCnIs0MEXi5KM6Ya6RbPO6OqSLYsJklCCtqb3VxghTCxsZTsyEEqy+vk27TC6685kOz0fLKOKpwBudwCQFcQwvuoQ0dwJDAM7zCm8OdF+fd+Vi2Vpxy5hT+wPn8AfKLjhs=</latexit>

Estructura Fina
<latexit sha1_base64="Fmt4zwsRSL1q9ht7kSWePpFJHz4=">AAAB+HicbVBNS8NAEN34WetHox69LBbBU0jqQY8FUTxWsB/QhrLZbtqlm03YnRVq6C/x4kERr/4Ub/4bt20O2vpg4PHeDDPzokxwDb7/7aytb2xubZd2yrt7+wcV9/CopVOjKGvSVKSqExHNBJesCRwE62SKkSQSrB2Nr2d++5EpzVP5AJOMhQkZSh5zSsBKfbdyo0EZCkYRfMsl6btV3/PnwKskKEgVFWj03a/eIKUmYRKoIFp3Az+DMCcKOBVsWu4ZzTJCx2TIupZKkjAd5vPDp/jMKgMcp8qWBDxXf0/kJNF6kkS2MyEw0sveTPzP6xqIr8Kcy8wAk3SxKDYCQ4pnKeABV4yCmFhCqOL2VkxHRBEKNquyDSFYfnmVtGpecOHV7mvVulfEUUIn6BSdowBdojq6Qw3URBQZ9Ixe0Zvz5Lw4787HonXNKWaO0R84nz+hwZL/</latexit>

..
.

1s1/2
<latexit sha1_base64="UmMEDMd4p1ARxYd8S16jyojAcb4=">AAAB73icbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0yqoMeCF48V7Ae0oWy203bpZhN3N0IJ/RNePCji1b/jzX/jts1BWx8MPN6bYWZemAiujed9O4W19Y3NreJ2aWd3b/+gfHjU1HGqGDZYLGLVDqlGwSU2DDcC24lCGoUCW+H4dua3nlBpHssHM0kwiOhQ8gFn1Fip7ete5l9Up71yxXO9Ocgq8XNSgRz1Xvmr249ZGqE0TFCtO76XmCCjynAmcFrqphoTysZ0iB1LJY1QB9n83ik5s0qfDGJlSxoyV39PZDTSehKFtjOiZqSXvZn4n9dJzeAmyLhMUoOSLRYNUkFMTGbPkz5XyIyYWEKZ4vZWwkZUUWZsRCUbgr/88ippVl3/0q3eX1Vqbh5HEU7gFM7Bh2uowR3UoQEMBDzDK7w5j86L8+58LFoLTj5zDH/gfP4AFPuPRw==</latexit>

1s
<latexit sha1_base64="usHYpmricVFORx2XoZqTso5rhhg=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkV9Fjw4rGK/YA2lM120i7dbMLuRiih/8CLB0W8+o+8+W/ctjlo64OBx3szzMwLU8G18bxvZ219Y3Nru7RT3t3bPzisHB23dJIphk2WiER1QqpRcIlNw43ATqqQxqHAdji+nfntJ1SaJ/LRTFIMYjqUPOKMGis9+LpfqXquNwdZJX5BqlCg0a989QYJy2KUhgmqddf3UhPkVBnOBE7LvUxjStmYDrFrqaQx6iCfXzol51YZkChRtqQhc/X3RE5jrSdxaDtjakZ62ZuJ/3ndzEQ3Qc5lmhmUbLEoygQxCZm9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx4ZRtCP7yy6ukVXP9S7d2f1Wtu0UcJTiFM7gAH66hDnfQgCYwiOAZXuHNGTsvzrvzsWhdc4qZE/gD5/MHSVeNIg==</latexit>

F = 0
<latexit sha1_base64="Xl0wCC0CGSFPhVLc+iFzO0UegwI=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkV9CIUBPFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0p/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmhang2njet7Oyura+sVnYKm7v7O7tlw4OGzrJFMM6S0SiWiHVKLjEuuFGYCtVSONQYDMc3kz95hMqzRP5aEYpBjHtSx5xRo2VHm6vvW6p7LneDGSZ+DkpQ45at/TV6SUsi1EaJqjWbd9LTTCmynAmcFLsZBpTyoa0j21LJY1RB+PZqRNyapUeiRJlSxoyU39PjGms9SgObWdMzUAvelPxP6+dmegqGHOZZgYlmy+KMkFMQqZ/kx5XyIwYWUKZ4vZWwgZUUWZsOkUbgr/48jJpVFz/3K3cX5Srbh5HAY7hBM7Ah0uowh3UoA4M+vAMr/DmCOfFeXc+5q0rTj5zBH/gfP4AhZGNOw==</latexit>

F = 1
<latexit sha1_base64="mMH8KpKkRxfAfpFJwICsb4Umf0U=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4CkkV9CIUBPFY0X5AG8pmO2mXbjZhdyOU0p/gxYMiXv1F3vw3btsctPXBwOO9GWbmhang2njet7Oyura+sVnYKm7v7O7tlw4OGzrJFMM6S0SiWiHVKLjEuuFGYCtVSONQYDMc3kz95hMqzRP5aEYpBjHtSx5xRo2VHm6v/W6p7LneDGSZ+DkpQ45at/TV6SUsi1EaJqjWbd9LTTCmynAmcFLsZBpTyoa0j21LJY1RB+PZqRNyapUeiRJlSxoyU39PjGms9SgObWdMzUAvelPxP6+dmegqGHOZZgYlmy+KMkFMQqZ/kx5XyIwYWUKZ4vZWwgZUUWZsOkUbgr/48jJpVFz/3K3cX5Srbh5HAY7hBM7Ah0uowh3UoA4M+vAMr/DmCOfFeXc+5q0rTj5zBH/gfP4AhxWNPA==</latexit>

Estructura Hiperfina
<latexit sha1_base64="V0pAUd0yvNEikn6Clk5CXfSI4nQ=">AAACBHicbVBNS8NAEN34WetX1GMvi0XwFJIq6LEgQo8V7Ac0oWy2m3bpZhN2J0IJPXjxr3jxoIhXf4Q3/43bNgdtfTDweG+GmXlhKrgG1/221tY3Nre2Szvl3b39g0P76Litk0xR1qKJSFQ3JJoJLlkLOAjWTRUjcShYJxzfzPzOA1OaJ/IeJikLYjKUPOKUgJH6diX3VYxvNaiMQqaIjxs8ZSrikkz7dtV13DnwKvEKUkUFmn37yx8kNIuZBCqI1j3PTSHIiQJOBZuW/UyzlNAxGbKeoZLETAf5/IkpPjPKAEeJMiUBz9XfEzmJtZ7EoemMCYz0sjcT//N6GUTXQc5lmgGTdLEoygSGBM8SwQOuGAUxMYRQxc2tmI6IIhRMbmUTgrf88ipp1xzvwqndXVbrThFHCVXQKTpHHrpCddRATdRCFD2iZ/SK3qwn68V6tz4WrWtWMXOC/sD6/AH8uZhA</latexit>

� mec2�2
<latexit sha1_base64="XD4iPKXjb1BvgfrLwOG7JCAgeOA=">AAAB/XicbVC7TsMwFHXKq5RXCmwsFhUSU5SUAcZKLIxFog+pSSPHdVoL24lsB6lEFTOfwMbCAEKs/AcbE5/AL+A+Bmg50pWOzrlX994TpYwq7bqfVmFpeWV1rbhe2tjc2t6xy7tNlWQSkwZOWCLbEVKEUUEammpG2qkkiEeMtKLr87HfuiFS0URc6WFKAo76gsYUI22k0N73FeWQhwR3q9BHLB2gbjW0K67jTgAXiTcjlVrh4f6rLL/rof3h9xKccSI0ZkipjuemOsiR1BQzMir5mSIpwteoTzqGCsSJCvLJ9SN4ZJQejBNpSmg4UX9P5IgrNeSR6eRID9S8Nxb/8zqZjs+CnIo000Tg6aI4Y1AncBwF7FFJsGZDQxCW1NwK8QBJhLUJrGRC8OZfXiTNquOdONVLr1JzwBRFcAAOwTHwwCmogQtQBw2AwS14BM/gxbqznqxX623aWrBmM3vgD6z3HzTKmBA=</latexit>
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Figura 19.2: Estructura hiperfina para el estado fundamental n = 1 del átomo de
hidrógeno. El nivel 1s1/2 se desdobla en el nivel correspondiente al singlete y al
triplete (con degeneración 3), A =

gegp
3 mec2↵4

me
mp

.

donde hemos usado que ge ' 2 para agrupar los término de interacción tipo espı́n-
órbita y la interacción entre momento dipolares. Ahora podemos definir un opera-
dor dependiente únicamente de la parte electrónica como:

~Be =
e

mec

h
3r̂

⇣
~S · r̂

⌘
+ (~L� ~S)

i

r3
,

de forma que el Hamiltoniano anterior lo podemos escribir como (gp/2mpc)~I ·~Be. Al
igual que sucedı́a con el caso anterior, dado que el Hamiltoniano involucra produc-
to de operadores vectoriales electrónicos y nucleares, la perturbación no será dia-
gonal en base desacoplada. Y una base conveniente para escribir la perturbación
será la base acoplada |n, l, j,F,mFi. Pero al igual que en el caso anterior, [HEH, ~F] = 0
de manera que la perturbación será diagonal en la base acoplada y sólo será sufi-
ciente con calcular los elementos diagonales:

hn, l, j,F,mF |HEH |n, l, j,F,mFi.

Notemos que a HEH lo separamos en una parte nuclear y otra parte electrónica
que conmutan entre sı́. Siendo que estamos calculando elementos de matriz con
valores de j definidos y ~Be es un operador vectorial bajo rotaciones generadas por
el momento angular total electrónico ~J , podemos mostrar mediante el teorema de
proyección (Sec. 19.3) que:

hn, l, j,F,mF |~I · ~Be |n, l, j,F,mFi =
hn, l, j,F,mF |

⇣
~I ·~J

⌘⇣
~J · ~Be

⌘
|n, l, j,F,mFi

~2j(j +1)
.
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Es decir, el elemento dematriz permanece invariante luego de la proyección de am-
bos operadores sobre ~J , este teorema es una consecuencia del teorema de Wigner-
Eckart y es de suma utilidad en fı́sica atómica. Ahora, el segundo factor resulta ser
igual a:

~J · ~Be =
e

mec

h
3
⇣
(~L+ ~S) · r̂

⌘⇣
~S · r̂

⌘
+ (~L+ ~S) · (~L� ~S)

i

r3

=
e

mec

2
66666664
~L2

r3
+
3
⇣
~S · r̂

⌘2
� ~S2

r3

3
77777775
, (19.2)

donde usamos que~L·r̂ = 0. Además, dado que Si = ~�i /2 y �2i = 1 entonces
⇣
~S · r̂

⌘2
=

3~2
4 1 y ~S2 = ~2

4 1, por lo tanto el segundo término se anula. De manera que sólo
sobrevive el primer término. Finalmente:

hn, l, j,F,mF |~I · ~Be |n, l, j,F,mFi =
e

mec
l(l +1)
j(j +1)

⌧ 1
r3

�D
~I ·~J

E
(19.3)

Es decir, en general, el Hamiltoniano efectivo de la estructura hiperfina lo podemos
escribir como:

HEH =
A
~2
~I ·~J

donde, usando que
D
1
r3

E
= (a302l(2l + 1)(l + 1)n3)�1, la constante resulta ser A =

gp
2n3mec2↵4

me
mp

1
j(j+1)(2l+1) . Notemos que es el mismo tipo de interacción efectiva que

aparecı́a en el caso l = 0, de forma que la expresión anterior HEH resulta ser válida
para todos los valores de l. Expresando entonces

~I ·~J =
1
2

⇣
~F2
�~J2 �~I2

⌘
,

finalmente la corrección a las energı́as resulta ser:

E(1)
EH,{n,l,F} =

A
2

✓
F(F +1)� j(j +1)�

3
4

◆

Recordemos que |j �1/2|  F  |j +1/2| por lo tanto todos los niveles (n, j) se desdo-
blan en dos niveles más, como muestra la Fig. 19.3 para n = 2.

19.2. Efecto Zeeman y la estructura hiperfina
El tratamiento del efecto Zeeman en la estructura hiperfina es muy similar al

que vimos para la estructura fina. En este caso el momento magnético total del
átomo es la suma de la parte electrónica y nuclear.

~µatomo = ~µL + ~µe + ~µp ' ~µL + ~µe
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Figura 19.3: Estructura hiperfina para el nivel n = 2 del átomo de hidrógeno. Los
niveles 2s1/2 y 2p1/2 se encuentran separados por el corrimiento Lamb, y cada uno
se desdobla en dos niveles adicionales.

como µN ⌧ µB es despreciamos la contribución nuclear. De esta manera, debido
a la interacción con el campo y usando ge ' 2 tenemos que el Hamiltoniano que
describe la interacción del átomo con el campo es:

HZeeman = µB
⇣
~L+2~S

⌘
· ~B

Al igual que hicimos con la estructura fina, consideraremos dos regı́menes:
campo débil y campo fuerte, siempre referido a la relación entre µBB y la escala
de energı́as de la estructura hiperfina que definimos anteriormente como A.

Campo débil

En este caso, consideraremos a la interacción con el campo como una perturba-
ción, de manera que usaremos la base |n, l, j,F,mFi para analizar la perturbación.
En este caso podemos utilizar nuevamente el teorema de la proyección 19.3, ya
que los niveles degenerados tienen J definido y por lo tanto será necesario evaluar
hn, l, j,F,m0F |HZeeman|n, l, j,F,mFi:

hn, l, j,F,mF |HZeeman|n, l, j,F,m
0

Fi = µB
hn, l, j,F,mF |

⇣⇣
~L+2~S

⌘
·~J
⌘
(~B ·~J)|n, l, j,F,m0Fi

~2j(j +1)

= µBgJhn, l, j,F,mF |~B ·~J |n, l, j,F,m
0

Fi

(19.4)

donde gJ = 3
2+

s(s+1)�l(l+1)
2j(j+1) es el factor de Landé. Luego podemos usar nuevamente el

teorema de la proyección ya que los niveles degenerados también tienen F defini-
do, ~J es un operador vectorial bajo rotaciones de ~F, y entonces es posible proyectar
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ahora sobre ~F:

hn, l, j,F,mF |HZeeman|n, l, j,F,m
0

Fi = µBgJ
hn, l, j,F,mF |

⇣
~F ·~J

⌘
(~B · ~F)|n, l, j,F,m0Fi

~2F(F +1)

= µBgFhn, l, j,F,mF |~F · ~B|n, l, j,F,m
0

Fi

(19.5)

donde gF = F(F+1)+j(j+1)�I(I+1)
2F(F+1) gJ es el factor que proviene de la proyección de ~J sobre

~F. De manera que el Hamiltoniano efectivo resulta ser:

HZeeman = µBgF~F · ~B

Eligiendo entonces el campo ~B = B0~z:

HZeeman = gFµBFzB0.

La perturbación es diagonal en la base de autoestados y la corrección a la energı́a
resulta ser:

E(1)
Zeeman = gFµBB0mF.

Separando los niveles en los diferentes en los diferentes valores de mF , y no hay
corrección para los niveles con F = 0.

Campo fuerte

El lı́mite de campo fuerte es tal que la interacción con el campo magnético es
mucho mayor que la escala de energı́as de la estructura hiperfina, y por lo tanto la
estructura fina será la perturbación. En este regimen ahora F no es un buen número
cuántico, pero sı́ lo son I y j . De manera que tenemos que evaluar HEH en la base
desacoplada |n, l, j,mj ,mI i. En este caso entonces el campo rompe la degeneración
en mj y la energı́a resulta:

E(1) = gJµBB0mj + hn, l, j,mj ,mI |
A
~2
~I ·~J |n, l, j,mj ,mI i.

= gJµBB0mj +A mImj. (19.6)

donde usamos que para autoestados de Jz, hJxi = hJyi = 0. En la Fig. 19.4 se muestra
el efecto Zeeman sobre el nivel n = 1 del átomo de hidrógeno.

19.3. Teorema de proyección
El teorema de proyección establece una relación para los elementos de matriz

de un operador vectorial en subespacios con j definido. Este teorema es de mucha
utilidad en la fı́sica atómica y es consecuencia del teorema de Wigner-Eckart. De
esta manera, el teorema afirma que dado un operador vectorial ~V entonces:

⌧
↵0; j,m0

����~V
����↵; j,m

�
=
h↵0; j,m0 |

⇣
~J · ~V

⌘
·~J |↵; j,mi

~2j(j +1)
, (19.7)
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Figura 19.4: Efecto Zeeman en la estructura hiperfina para el estado fudamental
del átomo de hidrógeno como función de la intensidad del campo magnético apli-
cado

donde los elementos de matriz tienen el mismo j . Además, como corolario, es posi-
ble mostrar que dado otro conjunto de operadores ~O, tal que [Ol, Jm] = [Ol,Vm] = 0
8l,m, entonces:

⌧
↵0; j,m0

���� ~O · ~V
����↵; j,m

�
=
h↵0; j,m0 |

⇣
~O ·~J

⌘⇣
~J · ~V

⌘
|↵; j,mi

~2j(j +1)
. (19.8)

A continuación mostraremos cómo obtener estas identidades a partir del teo-
rema de Wigner-Eckart. Para comenzar, recordemos que es posible escribir cada
componente del operador vectorial en función de las componentes del tensor vec-
torial:

Vz = V0 ; Vx = (V�1 �V+1)
p

2 ; Vy = (V+1 +V�1) i
p

2.

Por lo tanto, para cada componente Jl de ~J :
D
↵0; j,m0 |

⇣
~J · ~V

⌘
Jl |↵; j,m

E
=

⌦
↵0; j,m0 |(J0V0 � J+1V�1 � J�1V+1) Jl |↵; j,m

↵

= m0~⌦↵0; j,m0 |V0 Jl |↵; j,m
↵
+

~
p

2

p
(j +m0)(j �m0 +1)

⇥
⌦
↵0; j,m0 � 1 |V�1 Jl |↵; j,m

↵

�
~
p

2

p
(j �m0)(j +m0 +1)

⌦
↵0; j,m0 +1 |V+1 Jl |↵; j,m

↵

= C̃l
jmm0

D
↵0; jk~V k↵; j

E
(19.9)

Donde para llegar a la última expresión escribimos nuevamente Jl en función de
las componentes del tensor vectorial y utilizamos el teorema deWigner-Eckart. De
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esta manera, el elemento de matriz es proporcional a una constante C̃l
jmm0 que no

depende de ↵, ↵0 ni de ~V . Esta última ecuación es válida para cualquier operador
vectorial, en particular para ~J ,

h↵0; j,m0 |~J2 Jl |↵, jmi = C̃l
jmm0

D
↵0; jk ~J k↵; j

E
. (19.10)

Además, sabemos que cada componente del operador vectorial, por el teorema de
Wigner-Eckart, cumple que:

h↵0; j,m0 |Vl |↵, jmi = Cl
jmm0

D
↵0; jk ~V k↵; j

E
.

Esto también es válido para cualquier operador vectorial, y por lo tanto también
lo es para ~J :

h↵0; j,m0 |Jl |↵, jmi = Cl
jmm0

D
↵0; jk ~J k↵; j

E
.

Entonces la Ec. (19.10) resulta ser igual a:

h↵0; j,m0 |~J2 Jl |↵, jmi = ~2j(j +1)Cl
jmm0

D
↵0; jk ~J k↵; j

E
. (19.11)

Por lo tanto:
C̃l
jmm0 = ~2j(j +1)Cl

jmm0 (19.12)

Finalmente, combinando esta relación con las Ecs. (19.9) y (19.11), llegamos a la
primer identidad ⌦

↵0; j,m0 |Vl |↵; j,m
↵

⌧
↵0; j,m0

����
⇣
~V ·~J

⌘
Jl
����↵; j,m

� =
1

~2j(j +1)
. (19.13)

La segunda identidad se desprende en forma sencilla del razonamiento ante-
rior.
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