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Problema XIlil (b)
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P13| (a) Considere un operador tal que A° = [ (dé un ejemplo conereto de un operador de este tipo). =

— Demuestre que para todo mimero complejo o y enalquier funcion f que pueda ser expresada en =
= serie de potencias de su argumento vale que =
::l floed) = =(fla)+ fl—a))l+ < fla) — f{—a))A —
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En particular muestre que: e 7% = cos(a)l — isin{a) A
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(b) Considere un operador B tal que B® = B (;podria dar un ejemplo?). Demuestre que para todo
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mimero complejo a y cualgquier funcion f que pueda ser expresada en serie de potencias de su
argumento vale que
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flaB) = flO)D+ ( 71:,{ Fla) + fl—a)) — flO) B* + l (fla)— fl—a)) B
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En particular muestre que: e 7“8 = + (cos{a) — 1)B? — isin(a) B.
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¢ ES equivalente la condicion B3 = B con respecto a B(32 e I[) =12

L TR

= iNo! A diferencia de lo que ocurre en Ro C, pueden existir dos matrices =
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M #0y M, # 0 tales que M M_=0.
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Problema Xill (b)

1 Caso impar: Primero veamos que si n es impar entonces se cumple B"=B

| Esto es equivalente a probar que: B%*1 = B n=2i+1 (n impar)

~  Usemos induccion:

—  « Parai=0: B! = B (trivial)

‘ * Ahora supongamos que se cumple B2tl = B y veamos qué pasa en i+1 %
R2G+1)+1 . p2ifs L nos S Rl =
— B =
= y tenemos entonces el paso inductivo completado. =

=~ Caso par: ComoB?**! = B entonces para potencias pares tenemos:

B¥=B*'1B=BB=B% i>1
3 B
— El Unico caso no contenido en los anteriores es n = 0 que naturalmente da BY =1
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- iUsemos estos resultados para calcular f(aB)!
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Problema XIll (b)

- Asumiendo que f(aB) se escribe como serie de potencias, tenemos:

B ((0B) = =2, & (aB)" fo]H-(Z ffi, M) B+< 2 () )

1=0

(o) y(a)

Para todo operador B tal que B* =B f(aB) = fol + z(a)B + y(«) B?

'_ Falta solamente calcular x(a) e y(a). Antes notemos que:
= x(-a) = 32 2 (—)¥Hl = — 320 2t ()% = —g(a) (funcion impar)
S0 ()P =37 L26(a)2 = y(a) (funcién par)

— Ademas es claro que
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Problema XIll (b)

Si aplicamos la paridad de x e y tenemos:
f(-a) = £(0) — z(a) + y()

Sumando y restando estos dos resultado podemos despejar x(a) e y(a):

fla) = f(=a) = 2z(a) = z(a) = 3(f(@) - f(-a))

fla)+ o= 2f0) E 2l ) )t 0.

Finalmente, si juntamos todo obtenemos que:

f(aB) = FO)I+ 1(f(@) — f(=a))B + (2(f(c) + f(—a)) — £(0)) B?

como gueriamos probar!

Comentarios:

« Si B%2 =1, recuperamos lo pedido por el item (a)
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