Fisica Teorica ll

Guia 3: Postulados
Nicolas Mirkin
27 de abril de 2021
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Problema XV

Tengo un estado inicial:

1
— (000 & == iEis
[9) ﬂ(l ezl L)
Hay 3 laboratorios (A,B y C),
que pueden medir g 0 g,

Por ejemplo:
01 :O;U@O'y@O'y\
02 = O-y & Oy X O-y

Switch 1: o
Switch 2: g,
Red flash: +1
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Green flash: -1
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conmutan
entre si, no

COgi= 0y R0y 0y importa el

orden de las

Oy =0, @0, ®0: ) mediciones.

(a) Veamos si |)> es autoestado de
todos los operadores O, es decir:

O1Y) =01 |¢p) Ozl) = 02 1))

Mermin, N. D. (1990). Simple unified form for the =
major no-hidden-variables theorems. Physical
review letters, 65(27), 3373.
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Problema XV

01— 0. @0 B0 B

Oi= 0, Q0,00 o §B> ©

1
) = ﬁ(|000> = [

Veamos que [P> es autoestado de O, y O, :
01 [9) = (6Pl [y)
1
V2

Lo mismo con O, y O, (tienen autovalor +1)

(2 ]111) — 4]000)) = + |[) (autovalor +1)

EncuantoaO,: Oy |¢)) = (UCS;A)UC(UB)UQ(;C)) )

Ayuda memoria:

O';A) — g &Il
o) =1®0, 1

) =1®1® o,
O'?SA) =0, ®@1®1

7’1> -.._:._ : ¢> (aUtovanr -1)
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Problema XV

(b) Suponga que en cada laboratorio se mide o_obteniendose los valores
m®  m® y m© . ¢Cuanto vale el producto de estos tres valores
medidos?

o 1 e

|
b

El producto de los tres valores tiene que valer -1,
O4=0,Q0, R0y pues |P> es autoestado de O, con autovalor -1

Si en los laboratorios B y C mido el Combinacion 1 COTnt(’;)":ijn 2

mismo autovalor (+1 0 -1), en Ala o
medicion tiene que ser -1! X e li= =
m© =-1

X
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Combinacion 3 Combinacion 4
m(A)X =+] m® = +1
X

AU TR

Si en los laboratorios B y C mido un
autovalor distinto (+1y -1), enAla s
medicion tiene que ser +1! m®, =+1
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Problema XV

(c) Suponga en cambio que en cada laboratorio se toma la decision (de
— manera independiente y aleatoria) de medir o o g, Considere un

= experimento en el cual dos observadores miden g, y uno mide o, . ¢Cuanto
vale el producto de los tres resultados?

= Oi — 0.0 0y e El producto de los tres resultados debe valer +1,
Oy X 0y K Ty pues |P> es autoestado de O,,0,y O, con

O3 = 0% 7, QG autovalor +1. Analicemos por ejemplo O,:

i
=
||

Si en los laboratorios B y C mido el Combinacion 1 Combinacion 2

= : m® = +1 A =+

= mismo autovalor (+1 0 -1), en A la ST m(B)x -
= medicion tiene que ser +1! m® =+1 m® =-1
= 5

Si en los laboratorios B 'y C mido un Combinacion 3 Combinacion 4

e distinto autovalor (+1y -1), en A la m® = -1 mé: ==1
= medicion tiene que ser -1! m® = +1 m® = -1
- y
= ) () =
__ —\ m y 1 m 1 :
e e e
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Problema XV

(d) ¢El resultado de la medicion de o _en A depende de cual haya sido el
observable que midieron B y C? ¢ Qué nos dice nuestro sentido comun?

Tengo dos observables compatibles con medir o, en A:

O Oy X Oy Las mediciones en cada laboratorio son
i aleatorias e independientes —en el laboratorio
4= 0x W Ol A no sé qué voy a mediren By C.

Analicemos un caso particular:
Supongamos que mido “algo” sobre B y C (m®;;m©), obteniendo el mismo

autovalor (+1 o-1). ¢ Cuanto vale la medicion de o_en A?

- Sisobre By C medi o, (O,), la medicion en A debe dar m® =+1

- Sisobre By C medi g (O,), la medicion en A debe dar m® =-1

El resultado en A depende de los observables
gue medi aleatoriamente en By en C.
¢ COomo se entera la particula en A de esto?
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Problema XV

¢,Puedo asignar los valores antes de medir?
Veamos el caso general. Los valores medidos de o. en cada

: : A,B,C :
laboratorio los denominamos como; mg b ]!
= 41

C
m my
mg = +1 ) ¢ Es compatible esto con:
mg

m

m,, m

mAmfmg il

m = +1 T

A
T
A
Y
A
Y

e

Ambas cosas parecen incompatibles.

Pero... ¢qué fall6? iExperimentos que no se realizan
cen ( :

no tienen resultados!
Los m{#&<) son valores potenciales de

experimentos, no valores actuales.
No puedo asignharlos de antemano.
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Matriz densidad

Motivacion 1:
Mezclas estadisticas

Queremos describir un estado que es una mezcla estadistica.
Por ejemplo, imaginemos una caja:

en donde tengo 50% de probabilidad de obtener la bola
amarilla (|[+,z>) y 50% de obtener la bola roja (|-,z>)

p—50%‘+50%
1

]
|

A L T T N

Por otro lado, imaginemos |¢> £7 L i
el estado: 9

(|4, 2) +|—, 2)) f(;Son descripcionesi
equivalentes?
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Matriz densidad

Motivacion 1:
Mezclas estadisticas
¢ Como darnos cuenta si son equivalentes?

Podemos comparar las dos descripciones en términos de
las probabilidades de los resultados de distintas mediciones

Por ejemplo, si mido S .

+h/2) =

—h/2) =

Ok. Las
probabilidades
coinciden...




= —h/2||=2)) P (|- 2))

P(S; = +h/2) =1 Ojo!Ahoralas “
probabilidades &
P(Sy = —h/2) =0 'no coinciden.

)

1 Su representacion matematica : 4mm R
debe ser distinta : )




Matriz densidad

Motivacidon 2:
Estado de un subsistema de un sistema compuesto

Consideremos un sistema de dos particulas, Ay B, que estan en el estado:
YaB) = L= ()4 ® [-)p — -0 4 ©|+) )

Supongamos que medimos un cierto observable O, (cualquiera) solamente
sobre la particula A. El valor medio de este observable lo calculamos como:

(Oa) = (YaB|Oa @1B|YaB)

Analogamente, si |A> es autoestado de O, con autovalor A, la probabilidad de
medir A es:

P(A) = (baB|(|]MAl4 ®1s)|¥as)

- Calculemos esta probabilidad para el estado anterior y no
perdamos de vista que la medicion es completamente arbitraria.
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La probabilidad de obtener el resultado A en el estado singlete al medir el
operador O, es:

= <¢AB|(|)‘><)‘|A ®1p)|YaB)

1
f ((H® (=] = (=@ (+]) (M, ® 1) —= Ve

[ ) (VAT (I4) @ =) = (H @ (=) (IMA &) (| =) ® |+))
— (=l H) (IMAST) () © =) + (=@ (+]) (MA@ T) (|-) @ |+>)}

I+ &= -1=)8+)

= [N O - R B I -
——

1 0" 1 medicion sobre la particula A ;
BN €S equiprobable para los dos :
O R ocibies resutados.,
Y : . Hay incerteza total para ]

El resultado de cualquier !

1 - cual uier medicidon sobreA
= = [+ + (=P = 5 ;

s

vV

(Aln)(n|A)=(AX)=1
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Notar: No hay ningun vector en el espacio de Hilbert de dimension 2 (en el
espacio de Hilbert de la particula A) que satisfaga esta propiedad. Todo
vector en el espacio de Hilbert es autoestado de algun observable.

Por ejemplo, dado |1))
siempre podremos definir un observable O, = 1Y) (Y|

tal que |v)) es autoestado (en este ejemplo con autovalor +1)

Pero recién vimos que cualquier medicidon sobre una sola de las particulas
nos da que todos los resultados posibles son siempre equiprobables. Esto
significa que si queremos describir el estado de la particula A por si sola,
necesitamos utilizar una representacion matematica distinta a la de vectores
— en el espacio de Hilbert que venimos utilizando hasta ahora.
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! Para describir subsistemas de un

»  Sistema compuesto (basicamente
mmd>:  cualquier sistema real) es necesario
1
'

*

¢

extender nuestra definicion de estado
de un sistema cuantico.
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Matriz densidad, preludio.

Sea Q un operador cualquiera y sean dos estados |a> |B>

entonces vale que: Antes gzstudztemcu
cLentas

tr (|8 a| @) = (a|Q|B) propiedades.

Demostracion:

tr (18)al Q) = 3 (nl (I8)al Q) ) = Y- (nl8) ol Q)

n n

eC =&

—Z (@ QIm) (n]B) = (lQ (Zm nl)lﬁ

E(C E(C
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._ Recordemos
1 (B)al Q) =

[ AL

Implicancia 1: El valor medio de un observable A en un estado |y> es:

(4)y = (WlAl) = tr[[)Xy] A

MY

i

! |,|| ri-”.ﬁlf. l.'l bt 1t I! :.. 14

P (al) = |(a

]y

= tr{

= - Esto nos va a permitir una generalizacion natural al .
: . caso de mezclas estadisticas.

Implicancia 2: Si |a> es autoestado de A con autovalor a, la probabilidad de
medir A en [)> y obtener a es:

W = (al) (Wla)
= (¥l(laxal) )

YX1| - |a)a|| mmp Notar que la probabilidad es el “valor medio”
del respectivo proyector, como ya sabemos.
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Matriz densidad, preludio.

Por otro lado... ¢qué sucede si tenemos una mezcla
estadistica de estados {[i>} con probabilidades {p}?

El valor medio de un observable A deberia ser Esto inpina ta
definicion formal

=" pi{A), =Y pitr[liXil A v

continuacion

7

Si definimos el operador p = Y. p; |i)(i| mmp (A) = tr [pA]

AT TR L o T VA I T T T T N

I 0T

lﬂi A



|
i

RTTCURE (R T T N

Matriz densidad, definicion formal.

Dado un sistema fisico, el estado del sistema mas general posible se representa
mediante un operador p que actua sobre H tal que

ol [hermiticidad
trp =1, [normalizacion
p > 0. [positividad]

¢, Como se calculan valores medios y probabilidades con este tipo de estados?

gh LR L

Sea un observable A con autovalores {a} y autovectores {|a>}

| i!.:':

| .lli .I'I.'i-”.ﬁlfltl it 1 BN

" Valor medio de A: (A), = tr [pA]

Probabilidad de medir a (sin degeneracion)
A =32 ai|aifail < Plailp) =trfplaiXai|] = (ailplas)
Probabilidad de medir a. (con degeneracion)

i P(ailp) = tr [pIL;]
= Analicemos ahora
' =) sus propiedades!

= e, —m

1
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[hermiticidad|

Es un observable y diagonalizable (autovalores reales) mmp p = > . p; |i)({]

Propiedad 2:
trini—b [normalizacion]

Como la traza es independiente de la base mm)p EZ n— 1

Propiedad 3:
p > 0. [positividad]
p es semidefinido positivo y esto implica mmp (Y |plY)) > 0, V |¢p) € H

Para una matriz diagonalizable esto es equivalente a pedir p. = 0.
=) |os autovalores de p son probabilidades.




Ahora bien... si p es tan general, deberiamos poder reproducir todo lo que
sabemos del caso de un estado que no represente una mezcla estadistica.
Consideremos el estado puro [(>:

p=|¥)¥| yelobservable A = ). a;|a;)a;

El valor medio es:

(A) =dr lpdl= Z (ai|pAlai) Zaz (a;|plai)

-~ Za’b as|(J¥)|)|a:) = Zai {as|p) (¥las)

/)

= Zaz ¢|az a/z‘w W (Zaz ’a’% az) > 3= <¢‘A‘¢>
La probabllldad de medir a es:

P (ailp = [)wl) = tr ()l laiXasl] = D (a;l¥) ($lai) (aila)

7

<az|¢> G |a7,> = !<az|¢>\




Matriz densidad, ejemplos.

Problema 1: Construir la matriz densidad de:

(a) Un haz completamente polarizado con S + (autoestado de S, con +h/2)

1 0 = i
p=|+)X+| = 0 0 (se puede escribir como un Unico ket)

Ademas nos piden calcular: Ayuda memoria:

(95) = (S o e e R
(S,) = tx(Syp) o)
(5= tls.) s. =25 ) =w2(14 ¢+ - 1) ¢-1)
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tr ((I+> bl T G
tr ((!+> Gl s )
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(b) Un haz completamente polarizado con S + (autoestado de S_con +h/2)

1 1
(H—> = ‘—>)—(<—H ar <—|) (se puede escribir como un Gnico ket)

L V2

- D )
= 57 G| o e e ) = (1/2 1/2)

(S2) = tr(Sap) = Box (14 (=1 + |-} (+])p) = &

h
(S2) = t2(S2p) = &t ((14) (+] = =) (=)o) =

(c) Un haz parcialmente polarizado, formado por una mezcla estadistica
incoherente con 75% de probabilidad de tener el estado |+> y con 25% de
probabilidad de tener el estado |->.

3
s (El) O) (no se puede escribir como un unico ket)

((1+ ) (+1)p)
+ = =) (=Dp) =
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= Se fabrican dos haces parcialmente polarizados de particulas de spin 1, segiin las siguientes proporciones:
——
e F N A0S 0%

— (a) 50% del autoestado +h en la direccion Z, o del autoestado —h en la direccion 2.
— a,

= (b) 50% del autoestado +h en la direccion &, r:)(__lc.;"c: del autoestado —h en la direccion .

! D

e Muestre que ambos dan el mismo (S}, pero que las matrices densidad son distintas. Discuta cémo
—

podria distinguirlos en un experimento.

BORL 1

"

Usemos la base de autoestados de S, de spin 1: { |1,1,),]1,0,),|1,—1,) }
En esta base, el operador S_se escribe:
17 _190> % | ) Z> \/§|17OZ> o+ |17 _1Z>>

(
- 170x> = %(| ) z> = |17 _1z>)
1,1.) = 3(I1

1'"'-'.-r|'—'|'|' =7
1

|
el

I

g LAt

L ..h.l._ AL
FIT'T TR T
! I|f|- L h'-I-ll ak h |l d::

fl {H Rl
1|

I
@p)
8

|

[

i Ell

O = O
S
O = O
T
':-u.ﬁE.]-hulu

i

1,

!
LA

[
il E

SN

1
El caso (a) es: p1 = %(\1,19 G <1,—1Zy) — 1o
0
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El caso (b) es: p2 = %(!1, 1) (1, 1] + |1, —14) (1, —1x’> =[.]=3

—_ O =

b
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