
F́ısica Teórica 2
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Repaso y expresiones útiles

Expresión de un operador X̂ =
∑

jk |vj〉Xjk 〈vk |

Traza de un operador Tr(X̂ ) =
∑

j 〈vj | X̂ |vj〉

Identidad 1̂ =
∑

j |vj〉 〈vj |

Cambio de base |vl〉 =
∑

j

〈
v ′j |vl

〉 ∣∣v ′j 〉 =
∑

j Ujl

∣∣v ′j 〉
Elementos de matriz al cambiar de base X ′jk =

∑
lm UjlXlmU

∗
km
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Problema 4
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Problema 4(c)

(c) La traza de un operador no depende de la base en la que se calcula.

Tr(X̂ ) =
∑

j 〈vj | X̂ |vj〉

Inserto dos identidades

Tr(X̂ ) =
∑

jkl 〈vj |v
′
k〉 〈v ′k | X̂ |v ′l 〉 〈v ′l |vj〉

Tr(X̂ ) =
∑

jkl 〈v
′
k | X̂ |v ′l 〉 〈v ′l |vj〉 〈vj |v ′k〉

Reconociendo 1̂ =
∑

j |vj〉 〈vj |,

Tr(X̂ ) =
∑

kl 〈v
′
k | X̂ |v ′l 〉 〈v ′l |v ′k〉

Tr(X̂ ) =
∑

kl 〈v
′
k | X̂ |v ′l 〉 δlk

Tr(X̂ ) =
∑

l 〈v
′
l | X̂ |v ′l 〉 =

∑
j 〈vj | X̂ |vj〉
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Problema 4(d)

(d) tr(|α〉 〈β| X̂ ) = 〈β|X̂ |α〉. Concluya entonces que, en particular,

tr(|α〉 〈β|) = 〈β|α〉

tr(|α〉 〈β| X̂ ) =
∑

j 〈vj |α〉 〈β| X̂ |vj〉

tr(|α〉 〈β| X̂ ) =
∑

j 〈β| X̂ |vj〉 〈vj |α〉

Reconociendo 1̂ =
∑

j |vj〉 〈vj |,

tr(|α〉 〈β| X̂ ) = 〈β|X̂ |α〉

En particular, si X̂ = 1̂

tr(|α〉 〈β|) = 〈β|α〉
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Problema 4(e)

Verificar
(
X̂ Ŷ

)†
= Ŷ †X̂ †

(
X̂ Ŷ

)†
=
(∑

ijkl |vi 〉Xij 〈vj |vk〉Ykl 〈vl |
)†

Al tomar el conjugado transpuesto de una expresión (o dagar),

• λ→ λ∗

• 〈α| → |α〉; |α〉 → 〈α|
• X̂ → X̂ †

• Invierto el orden de toda la expresión

(
X̂ Ŷ

)†
=
∑

ijkl |vl〉Y
∗
kl 〈vk |vj〉X ∗ij 〈vi |(

X̂ Ŷ
)†

=
∑

ijkl |vl〉Y
†
lk 〈vk |vj〉X

†
ji 〈vi |(

X̂ Ŷ
)†

= Y †X †
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Problema 8
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Problema 8 (repaso de la teórica)

Sea B =
{
vj,µj

}
una base de autoestados B̂.

Si
[
B̂, Â1

]
= 0, Â1 deja invariantes los subespacios asociados a los autoval. bj

B̂Â1

∣∣vj,µj

〉
= Â1B̂

∣∣vj,µj

〉
= bj Â1

∣∣vj,µj

〉
Entonces, si

[
B̂, Â1

]
= 0 se puede escribir

B̂ =

b11g1×g1 0

0 b21g2×g2

...

 Â1 =

A
(1)
1 0

0 A
(2)
1

...


Análogamente, si

[
B̂, Â2

]
= 0 se puede escribir

B̂ =

b11g1×g1 0

0 b21g2×g2

...

 Â2 =

A
(1)
2 0

0 A
(2)
2

...


Tenemos expresado B̂ como una matriz diagonal y Â1, Â2 en bloques de

dimensión gj × gj , donde gj es la degeneración del autavalor bj .
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Problema 8

Resumiendo, si
[
B̂, Â1

]
=
[
B̂, Â2

]
= 0, tenemos que en la base de autovalores

de B̂

Â1 =

A
(1)
1 0

0 A
(2)
1

...

 Â2 =

A
(1)
2 0

0 A
(2)
2

...


con A

(j)
1,2 bloques de dimensión gj × gj

[
Â1, Â2

]
=


[
A

(1)
1 ,A

(1)
2

]
0

0
[
A

(2)
1 ,A

(2)
2

]
...


Si cada gj = 1 (i.e. no hay degeneración) ⇒

[
Â1, Â2

]
= 0

Si
[
Â1, Â2

]
6= 0⇒ existe al menos un gj > 1. (i.e. B̂ tiene al menos un

autovalor degenerado)
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