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Conjuntos completos de observables que conmutan (CCOC)

Conjuntos completos de observables que conmutan (CCOC): Un conjunto de
observables (es decir, operadores hermiticos)! A, B, C... es un CCOC si

1. Todos los pares de operadores conmutan

2. Si especificamos los autovalores de todos los operadores del CCOC, siempre
identificamos un Unico autoestado con tales autovalores

LPostulado 2
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Ejemplos

Tomemos bases Bga = {|1),]2)} o Bgs = {|1),[2),|3)} (segtin corresponda).

o I A I O

1. [A,B] =0, [A,C] =0, pero [B,C] #0

1 0 O 2 0 0
A=10 3 0 B=1]0 1 0
0 0 3 0 0 1
1. [A,B] =0
2. la=1,b=2) < |1), pero [a=3,b=1) <> [2) y |3)
1 0 O 2 0 0
A=10 3 0 B=10 2 0
0 0 3 0 0 7
1. [A,B]=0
2. la=1,b=2)«|1), |a=3,b=2)«[2), [a=3,b=T7) + [3)
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Otro ejemplo: el atomo de Hidrégeno

Para el atomo de Hidrégeno {I:I, [2, [Z} es un CCOC

Es posible entonces construir una base del espacio de Hilbert H a partir de los
autoestados |n, /, m) de estos observables. Cada estado de la base (u orbital) se
corresponde con un (nico conjunto de autovalores E = %, L2 = I(I +1)I?, L, = mh
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Problema 4

Considere un sistema de dimension 3 y sea {|1) , [2) . |3)} una base ortonormal. Considere los observables
A. By C dados por

a (1] + 12)(2]) — a|3)3
b(IX1] + [3X3]) — b|2X2] |
e (] +12)2]) + 2¢|3)3] .

A
B
C

con a,b,ceR.

(a) Verifique que estos tres operadores conmutan entre si y poseen una base comiin de autoestados.

e obtienen como resultados a y
En caso afirmativo escriba el

(b) Suponga que se miden los observables A y B sobre el sistema
Puede decir con certeza cudl es el estado luego de la medicién?
;Puede decir con certeza cudl 1 estado luego de la mediciorn
estado.

Suponga ahora que en cambio se miden los observables A v C' sobre el sistema, obteniendo los
resultados a ¥ ¢. jPuede ahora decir con certeza cudl es el estado luego de la medicién? En caso
afirmativo escriba el estado.

a

(d

Diga qué combinaciones de los operadores A, B y €' forman un conjunto completo de observables
que conmutan (CCOC).
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Problema 4(a)

A=a(|1) (1] +12) (2) — a[3) 3
B = b(|1) (1] +13) (3) — b[2) (2|
C = c(|1) (1] +12) (2[) +2¢3) 3]

(a) Verifique que estos tres operadores conmutan entre si y poseen una base comun de
autoestados

Los operadores son diagonales, por lo tanto se puede verificar rdpidamente

[A,B]=[A,C]=[B,C]=0

Como ya vienen diagonalizados, podemos ver que una base de autoestados es
B ={|1),]2),]3)}. Ademds, estos son autoestados de A, B y C simultdneamente.
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Problema 4(b)

A=a(|1) (1] +12) (2) — a[3) 3
B = b(|1) (1] +13) (3) — b[2) (2|
C = c(|1) (1] +12) (2[) +2¢3) 3]

(b) Suponga que se miden los observables A y B sobre el sistema y se obtienen como
resultados a y b. jPuede decir con certeza cudl es el estado luego de la medicién? En
caso afirmativo escriba el estado.

Al medir A y obtener a, el estado se proyecta sobre el subespacio generado por

{11),12)}>.
Andlogamente, al medir B y obtener b, el estado se proyecta sobre el subespacio
generado por {|1),|3)}.

Como la interseccién de ambos subespacios es el subespacio generado por {|1)},
puedo estar seguro que el estado luego de la medicién va a ser |1).

2Postulado 4, en el caso de un operador degenerado
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Problema 4(c)

A=a(|1) (1] +12) (2) — a[3) 3
B = b(|1) (1] +13) (3) — b[2) (2|
C = c(|1) (1] +12) (2[) +2¢3) 3]

(c) Suponga ahora que en cambio se miden los observables Ay C sobre el sistema,
obteniendo los resultados a y c. j Puede ahora decir con certeza cual es el estado luego
de la medicién? En caso afirmativo escriba el estado.

Siguiendo el mismo razonamiento anterior, al medir A y obtener a, el estado se
proyecta sobre el subespacio generado por {|1),|2)}3.
Al medir C y obtener c, el estado se proyecta sobre el mismo subespacio generado por

{112}

Ahora la interseccién de ambos subespacios es el subespacio generado por {|1),[2)}.
Por lo tanto sélo puedo decir que el estado se encontrara dentro de este subespacio.

3Postulado 4, en el caso de un operador degenerado
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Problema 4(d)

A=a(|1) (1 +12) (2) — a[3)
B = b(]1) (1] +3) (3]) — b[2) (2]
€= c(|1) (1] +12) 2[) +2¢3) 3]

(d) Diga qué combinaciones de los operadores A, B'y C forman un conjunto completo
de observables que conmutan (CCOC)

e {A,B} es un CCOC: [A, B] = 0. Todos los autoestados estdn identificados
univocamente por los autovalores de Ay B: |1) <+ |a, b), |2) <> |a, —b),
[3) <> |—a, b)

e {A,C} no es un CCOC: [A, C] =0, pero |1) y |2) tienen el mismo par de
autovalores a, c.

e {B,C} es un CCOC: [B, C] = 0. Todos los autoestados estdn identificados
univocamente por los autovalores de Ay B: |1) <+ |b, c), |2) <> |—b, ),
|3) <> |b, 2¢c)

e {A B,C} es un CCOC*: [A,B] =[A,C] = [B, C] = 0. Todos los

autoestados estan identificados univocamente por los autovalores de A, By C:
‘1> < ‘av b7 C>v |2> Ang |37 _b7 C>, |3> Ans I_av b7 2C>

“en realidad, {A, B} o {B, C} ya eran CCOCs 10/11



Para pensar

A=a(|1) (1] +12) (2) — a[3) 3
B = b(|1) (1] +13) (3) — b[2) (2|
C = c(|1) (1] +12) (2[) +2¢3) 3]

e Puedo agregar algin observable (distinto de B) al conjunto {A, C} de forma tal
que el nuevo conjunto sea un CCOC?

e Puedo agregar algln observable B’ no diagonal de forma tal que {A, B’} sea un
ccocr?

e Existe alglin observable que de por si solo sea un CCOC?
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