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Sistemas compuestos y subsistemas

En esta parte de la gúıa nos va a interesar estudiar sistemas compuestos y describir

tanto el estado global como el estado de las partes. Para esto necesitamos definir la

matriz densidad reducida.
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Traza parcial y Matriz densidad reducida

Traza parcial: Dado un operador ÔAB =
∑

jk ajk Âj ⊗ B̂k , se define la traza parcial

sobre B
ÔA ≡ TrB(ÔAB) =

∑
jk

ajk ÂjTrB(B̂k )

Matriz densidad reducida: Dado un sistema compuesto con H = HA ⊗HB, podemos

describir el estado en H mediante la matriz densidad ρ. Si nos interesa únicamente

describir el estado en el subsistema A, podemos hacerlo mediante la matriz densidad

reducida ρA
ρA ≡ TrB(ρ)

que para cualquier operador OA en A cumple1

〈OA〉 = Tr(ρAOA)

1estas son dos definiciones equivalentes de la matriz densidad reducida
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Estados entrelazados

Dado un sistema compuesto con H = HA ⊗HB, a veces es posible escribir un estado

|Ψne〉 ∈ H como el producto de dos estados |χ〉 ∈ HA y |φ〉 ∈ HB:

|Ψne〉 = |χ〉 ⊗ |φ〉

En ese caso, decimos que |Ψne〉 ∈ H es un estado no entrelazado.

Existen otros estados en H que no se van a poder escribir como un estado producto,

es decir que

|Ψe〉 6= |χ〉 ⊗ |φ〉
para cualquier |χ〉 y |φ〉. En el caso en que |Ψe〉 no se puede escribir como un estado

producto, decimos que es un estado entrelazado.

Si el estado en H es |Ψne〉 = |χ〉 ⊗ |φ〉, podemos reconocer que el estado del

subsistema A es |χ〉 y el estado en el subsistema B es |φ〉. En cambio para un estado

entrelazado nos vamos a encontrar con que el estado de los subsistemas A y B es un

estado mixto.

Una definición equivalente es:

|Ψ〉 ∈ H es un estado entrelazado ⇔ ρA y ρB son estados mixtos.
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Problema 9
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Estado |Ψ1〉

|Ψ1〉 =
1
√

2
(|↑〉 ⊗ |↓〉 − |↑〉 ⊗ |↑〉)

ρ = |Ψ1〉 〈Ψ1| =
1

2

(
|↑〉 ⊗ |↓〉 − |↑〉 ⊗ |↑〉

) (
〈↑| ⊗ 〈↓| − 〈↑| ⊗ 〈↑|

)
ρ =

1

2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↓| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↑| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↓|+ |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↑|

)

ρ1 = Tr2(ρ) =
1

2
Tr2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↓| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↑| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↓|+ |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↑|

)
ρ1 =

1

2

[
Tr2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↓|

)
− Tr2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↑|

)
− Tr2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↓|

)
+

+ Tr2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↑|

)]
ρ1 =

1

2

[
|↑〉 〈↑|Tr

(
|↓〉 〈↓|

)
− |↑〉 〈↑|Tr

(
|↓〉 〈↑|

)
− |↑〉 〈↑|Tr

(
|↑〉 〈↓|

)
+ |↑〉 〈↑|Tr

(
|↑〉 〈↑|

)]
Usando que Tr(|α〉 〈β|) = 〈β|α〉

ρ1 =
1

2

(
|↑〉 〈↑|+ |↑〉 〈↑|

)
= |↑〉 〈↑|
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Estado |Ψ1〉

|Ψ1〉 =
1
√

2
(|↑〉 ⊗ |↓〉 − |↑〉 ⊗ |↑〉)

ρ = |Ψ1〉 〈Ψ1| =
1

2

(
|↑〉 ⊗ |↓〉 − |↑〉 ⊗ |↑〉

) (
〈↑| ⊗ 〈↓| − 〈↑| ⊗ 〈↑|

)
ρ =

1

2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↓| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↑| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↓|+ |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↑|

)

ρ =
1

2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↓| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↑| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↓|+ |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↑|

)
2

ρ1 =
1

2

(
|↑〉 〈↑|+ |↑〉 〈↑|

)
= |↑〉 〈↑|

ρ =
1

2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↓| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↑| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↓|+ |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↑|

)
ρ2 =

1

2

(
|↓〉 〈↓| − |↓〉 〈↑| − |↑〉 〈↓|+ |↑〉 〈↑|

)
2Tr(.)=1,Tr(.)=0
2Tr(.)=1,Tr(.)=0
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Estado |Ψ1〉

|Ψ1〉 =
1
√

2
(|↑〉 ⊗ |↓〉 − |↑〉 ⊗ |↑〉)

ρ =
1

2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↓| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↑| − |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↓|+ |↑〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↑|

)
ρ1 = |↑〉 〈↑|

ρ2 =
1

2

(
|↓〉 〈↓| − |↓〉 〈↑| − |↑〉 〈↓|+ |↑〉 〈↑|

)

(a) El estado en H es puro, pues ρ = |Ψ1〉 〈Ψ1|3

(b) ρ1 es puro. ρ2 también: notemos que ρ2
2 =

[
1
2

− 1
2

− 1
2

1
2

]2

=

[
1
2

− 1
2

− 1
2

1
2

]
y Tr(ρ2

2) = 1

(c) |Ψ1〉 es no entrelazado. Notemos de hecho que

|Ψ1〉 = |↑〉 ⊗
1
√

2
(|↓〉 − |↑〉) = |↑, z〉 ⊗ |↓, x〉

ρ1 = |↑, z〉 〈↑, z|

ρ2 = (|↓〉 − |↑〉)(〈↓| − 〈↑|) = |↓, x〉 〈↓, x |

3También podemos verificar que Tr(ρ2) = 1
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Estado |Ψ1〉

|Ψ1〉 =
1
√

2
(|↑〉 ⊗ |↓〉 − |↑〉 ⊗ |↑〉) = |↑, z〉 ⊗ |↓, x〉

ρ1 = |↑〉 〈↑|

ρ2 =
1

2

(
|↓〉 〈↓| − |↓〉 〈↑| − |↑〉 〈↓|+ |↑〉 〈↑|

)
= |↓, x〉 〈↓, x |

(d) Es posible encontrar observables con un único posible resultado tanto para el

sistema compuesto como para el sistema 1. Por ejemplo, los proyectores

O12 = |Ψ1〉 〈Ψ1|

O1 = |↑〉 〈↑|

Otro ejemplo también puede ser

O′
12 = σz ⊗ σx

O′
1 = σz
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Estado |Ψ2〉

Análogamente al caso de |Ψ1〉,

|Ψ2〉 =
1
√

2
(|↑〉 ⊗ |↓〉 − |↓〉 ⊗ |↑〉)

ρ =
1

2

(
|↑〉 〈↑| ⊗ |↓〉 〈↓| − |↑〉 〈↓| ⊗ |↓〉 〈↑| − |↓〉 〈↑| ⊗ |↑〉 〈↓|+ |↓〉 〈↓| ⊗ |↑〉 〈↑|

)
ρ1 =

1

2

(
|↑〉 〈↑|+ |↓〉 〈↓|

)
ρ2 =

1

2

(
|↑〉 〈↑|+ |↓〉 〈↓|

)

(a) El estado en H es puro, pues ρ = |Ψ2〉 〈Ψ2|
(b) Los estados reducidos son mixtos, pues son una mezcla 50/50 de |↑, z〉 y |↓, z〉
(c) El estado es entrelazado, pues el estado global es puro pero el de los subsistemas

mixto. Podemos verificar que no es posible escribir a |Ψ2〉 como un estado producto.

(d) Podemos encontrar observables con un único resultado en H, por ejemplo

O12 = |Ψ2〉 〈Ψ2|

O′
12 = σz ⊗ σz

Pero no existe ningún observable (no degenerado) cuyo resultado podamos predecir

con certeza para el subsistema 1. Más aún, la clase pasada vimos que la probabilidad

de obtener cualquier resultado es del 50 % para todo observable. 10/11



Entrelazamiento

El entrelazamiento de los estados es una caracteŕıstica puramente cuántica y que no

tiene análogo clásico.

Schrödinger: ”Uno puede conocer todo lo máximo que se puede de un sistema y nada

de un subsistema”

Podemos ver en el inciso (d) que, en el caso del estado entrelazado, puedo predecir

algunos resultados de experimentos con 100 % de probabilidad, mientras que en el

estado de los subsistemas no podemos predecir ningún resultado.
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