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1. Breve resumen: Oscilador armomico

El Hamiltoniano de un oscilador arménico 1D de masa m y frecuencia w esté

dado por:

»? mw2z2

H=—
2m+ 2

la solucién en mecéanica clasica de este problema es:

x = Acos (wt + ¢o) p = mwAsin (wt + ¢g)

donde las constantes se determinan por las condiciones iniciales z(0) y p(0). La
curva en el espacio de fases es una elipse con energia constante E = mw?A? /2.

En Mecéanica Cuéntica, el método algebraico para encontrar los autoestados
del Hamiltoniano consiste en identificar los operadores a y af, adimensionales
dados por:

1

= @il
20 mw
1

al = —(z— Zi)
20 mw

con o = 4/ % una distancia caracteristica en este problema. No es dificil probar

que [a,a’] = 1, usando la conmutacién canénica [z, p] = ih.
Se puede despejar z y p, y obtener que

1
H = ho(N + 3) N = aa' (1)
Usando las relaciones de conmutacién [N, a] = —a y [N,a'] = a' se obtiene que

el espectro del operador de niumero N son los enteros n > 0, y sus autoestados
|n) satisfacen las relaciones:

Nln)=nln)  aln)=+nln)  a'|jn)=vn+1ln+1)



lo que da lugar a llamar a a operador de bajada (destruccién) y a a' operador de
subida (creacién). El proceso de bajar el valor de n siempre termina en n = 0,
pues a|0) = 0. Del mismo modo se puede subir desde n = 0 a un n general:
1
n) 7 0)

Los estados |n) son autoestados de la energfa con autovalor E, = hw(n + 3).
Las propiedades de los estados |n) no proveen una ajustada descripcién del
movimiento clasico. Los valores medios de la posicién y del momento en estos
estados es nula y no depende del tiempo. La incerteza minima para la posicién
y €l momento es sélo correcta para el fundamental |0), para estados excitados
dicha incerteza es creciente. Sin embargo se pueden definir estados que resuelven
estas debilidades. Los nuevos estados son los llamados estados coherentes |a),
cuya propiedad fundamental es que son autoestados del operador de bajada a,
de modo que a |a) = a|a), donde o € C (a no es operador hermitico). Es posible
expresar el estado normalizado |«) en la base de ntimero de ocupacién {|n)}:

o) :e*@Z%W

Veremos dos aplicaciones del oscilador arménico: i) el problema de los ni-
veles de Landau, y ii) un problema de campo electromagnético cuantizado. La
introduccién del iltimo problema estéd en el apunte de las tedricas del curso.

2. Problema 10

Niveles de Landau: electréon libre en un campo magnético. El Ha-
miltoniano de un electrén en presencia de un campo magnético externo estatico
con potencial vector A(z,y, z) estd dado por

I 1 ( eA( ))2
=— (p—-A(z,y,2)) .
2m p c Y
Definimos los operadores 11;, i = x,y, z como
eA;
I = pi — —.
c

(a) Escriba el Hamiltoniano en funcién de los operadores II;.

(b) Calcule [z;,II;] (donde z;, i = 1,2,3 son los operadores de posicién z, y,
z). {Qué relaciones de conmutacién se obtienen? Interprete.

(c) Calcule [II;,II,]. Interprete.

Considere el caso en que el campo magnético es uniforme en la direccién 2,
es decir B = BZ. En tal caso, en un gauge apropiado se puede tomar como
potencial vector A(x,y,z) = Ay(z,y)& + A,(z,y)g, con A, = —By/2, A, =
Bx/2. En este gauge tenemos que I, = p,.



(d) Muestre que entonces [p,, H] = 0. ;Qué consecuencias tiene esto? ;Cuéles
son los autovalores del operador p,?

(e) {Cuénto vale el conmutador [II,II,] en este caso? Muestre que redefinien-
do los operadores II, y II, multiplicdindolos por una constante apropiada,
se obtiene la relaciéon de conmutacién canénica.

(f) Concluya entonces que los autovalores del Hamiltoniano del electrén en el
campo magnético uniforme son

h2k2 Blh 1
S YR

2m me 2

donde n € Ny y k£ € R. Interprete.
(a) El Hamiltoniano es inmediato:

1 e
H=—)Y 12 ;=p; —-4; B= A
2m; K p c VX

(b) Célculo de [z;,11,],
e ,

se obtienen las relaciones de conmutacién candnicas.

(b) Célculo de [II;,II;],

e e
[Hianj} = [pl - EAi(xayaz)apj - EAJ(‘r7yaz)]

—=(lp A,y 2)] + s, Aile,y,2)

e 8A] 8A2
= *E(T@[PM%] + ach[%aPa])
por lo que
eh 0A; 0A; .eh
113, 0] = Z?( 61;5 - dx; = Z?EijkBk
si i = j da cero, el caso no nulo es si i # j # k, donde:
0A; 04,
B,=—-—1 - "
k 83:, 8a:j

con {i,j,k} una permutacién ciclica de {1,2,3}. Siempre podemos elegir una
direccién de B, por ejemplo la direccién z, por lo que en las dos direcciones
ortogonales a esta, los [II,,II,] = i%B . Es decir que, a menos de una constante,

son candénicamente conjugadas. Redefiniendo y usando que e = —|e|
~ II - I ..
I, = z I, = — = [II,,II,;] = ih
le|B le|B
C (&



por lo que {Hm, Hy} son candénicamente conjugadas. El Hamiltoniano del siste-

ma se escribe

2
b le|B =2 2
H= 2 + 11
2m + 2mc( +11)
~~
H: tibre Hoscitador
donde la masa del oscilador es: m = 7% y w? de donde:
_ \B\B
 me
los autovalores son: h2

Hasta ahora la cuenta es independlente de la medida (gauge). Para proseguir
debemos elegir un gauge particular, en este caso se sugiere el gauge simétrico,
donde A = f( yz + xg). Dada la eleccién del par momento - coordenada rea-
lizada, en el Hamiltoniano no aparece un grado de libertad. Por ello deberemos
plantear un par de variables conjugadas que satisfaga relaciones de conmuta-

cién candnica con {Hm, Hy}. Este problema es un ejercicio de Mecanica Clasica

eAy
c

(transformaciones canénicas), y se elige el par: X = p, + M%,Y =py +

eA, eA
[X’Y]:[ﬁf+ c P y+7y]

(v pl + [ 7])

de donde podemos definir dos variables canénicamente conjugadas:

s

[X,Y] =ih

le|B le|B
(& (&

Ahora nos falta ver los conmutadores con las otras variables, en particular con
I, y H No es dificil verificar que los conmutadores son nulos por lo cual estas
nuevas magmtudes conmutan con H. Esto es importante para poder etiquetar
los estados de H en forma completa (en Mecédnica Clésica equivale a reintroducir
el grado de libertad ausente en H).

Definamos ahora nuevos operadores de subida y bajada, tales que [b, bT] = 1

1o 1 . -
sz(X—HY) bT:E(X—zY) [[b,b] =

Estos operadores nos permiten definir una base de autoestados del Hamilto-
niano. Sea el estado |k, 00) que es anulado por a y por b. A partir de alli podemos
generar otros autoestados de H (notar que H conmuta con by blagger):

H k., n,m) = hw(n+ )|k:z,n m) |k, n,m) = al™b1™ |k, 00)



Donde se evidencia la gran degeneracién de los niveles de Landau, cuyas energias
solo dependen de n y no de m. Para terminar daremos la expresién de la funcién
de onda del estado k., 0,0,

(@,y, 2 k2,00 ~ e~ @0/ GR)

donde [p es denominada longitud magnética.
Hemos terminado el problema de una manera no estrictamente secuencial,
el alumno puede seguir la secuencia sugerida en el enunciado original.

3. Problema 12

Estados de n fotones y estados coherentes del campo EM. Considere
un tinico modo del campo electromagnético.

(a) Sea |n) el estado con n fotones en este modo. Calcule el valor medio en
funcién del tiempo (n|E|n) (t) del campo eléctrico en este estado. ;Obtiene
lo que hubiese esperado? Calcule ademads la varianza de E en funcién del
tiempo. Interprete.

(b) Sea |a) un estado coherente de este modo. Calcule el valor medio en fun-
ci6én del tiempo {(«o|F|a) (t) del campo en este estado, escribiendo explici-
tamente o = |a|e’®. Interprete el resultado. ;Qué es un estado coherente
del campo? Calcule ademés la varianza de E en funcién del tiempo. In-
terprete. Finalmente, calcule la probabilidad de obtener n fotones en un
estado coherente, ;qué distribucion obtiene?

El potencial vector cuantizado de un campo monomodo en un volumen V'
estd dado por:

= h 5 i(k-F—w —i(k-P—w
A(7t) = IZEOWVex(ez(kr t))a—i—e (k-7 t))aT)

usando que en el gauge de radiacion: E = —% obtenemos

| hw N o
E(F, t) _ 260Véz(ez(k~r—wt))a _ e—z(k~7—wt))a’r)

(a) Célculo del valor medio del campo FE entre estados de niimero de fotones|n)
es inmediato usando que (n|a |n) = (n|a’|ketn =0

(n| B(7,t) [n) = 0

para la varianza necesitamos el valor medio del cuadrado del campo

(n| B*(F,t) [n) =

<n‘ (eZi(I_c'-Ffwt))a2+672i(l_c‘-7“7wt)af27 aaT 7afa) _

ata+[a,af

B 2€0V 2€0V
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por lo que

. hw
Var(E(7,t)), = m@n +1)

Si bien el valor medio del campo es nulo, existen fluctuaciones incluso en el
vacio |0) (0 fotones). Estas fluctuaciones dan lugar a fenémenos observables por
ejemplo la fuerza de Casimir y el corrimiento de Lamb en la energia del estado
fundamental del dtomo de hidrégeno.

(b) Célculo del valor medio del campo E entre estados coherentes |a). El com-
plejo a = |a|e?®, por lo que:

hw
2€0V

" | hw (7
(a] E(7t) |a) =2 mez\od sm(k: = wt)

por lo que el valor medio del campo entre estados coherentes sigue un compor-
tamiento cldsico, pues son ondas viajeras de amplitud proporcional a |«|.
El célculo de la varianza se deja como ejercicio a los alumnos .

(ol B(7t)|a) = i e ET0)ale’s — eI ET)|ale i)

de donde
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