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Sistemas compuestos y subsistemas

En esta parte de la guia nos va a interesar estudiar sistemas compuestos y describir
tanto el estado global como el estado de las partes. Para esto necesitamos definir la
matriz densidad reducida.
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Traza parcial y Matriz densidad reducida

Traza parcial: Dado un operador éAB = zjk ajkAj ® By, se define la traza parcial
sobre B

04 =Trp(0as) =Y auAiTrs(Bi)
Jk

Matriz densidad reducida: Dado un sistema compuesto con H = H 4 ® Hg, podemos
describir el estado en ‘H mediante la matriz densidad p. Si nos interesa tnicamente
describir el estado en el subsistema A, podemos hacerlo mediante la matriz densidad
reducida p 4

pa = Trp(p)

que para cualquier operador O 4 en A cumple!

(Oa) =Tr(paOn)

Lestas son dos definiciones equivalentes de la matriz densidad reducida
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Estados entrelazados

Dado un sistema compuesto con H = H 4 ® Hp, a veces es posible escribir un estado
|[Whe) € H como el producto de dos estados |x) € Ha y |¢) € Hp:

[Wne) = IX) ® |9)

En ese caso, decimos que |W,.) € H es un estado no entrelazado.

Existen otros estados en H que no se van a poder escribir como un estado producto,
es decir que

[We) # IX) ® [¢)

para cualquier |x) y |¢). En el caso en que |W¢) no se puede escribir como un estado
producto, decimos que es un estado entrelazado.

Si el estado en H es |Wpe) = |x) ® |¢), podemos reconocer que el estado del
subsistema A es |x) y el estado en el subsistema B es |¢). En cambio para un estado
entrelazado nos vamos a encontrar con que el estado de los subsistemas A y BB es un
estado mixto.

Una definicién equivalente es:
|W) € H es un estado entrelazado < p 4 y pp son estados mixtos.
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Problema 9

Considere un sistema compuesto por dos particulas distinguibles de spin Y2 y sean {|1),[{)} los auto-
estados de S, £h/2, respectivamente. Para cada uno de los siguientes cuatro estados,

[Wy) = (Mem-mMel)+ el -al),

(\T) el -Imeln), [Ws)

%\

1
2
[Ws) = (\T>®\l> el [T4) %(IT)®|T> -Melly + e +hal),

\/7IT )M+ 7= Ii>®ll>

(a) Determine si el estado del sistema compuesto es puro o mixto.

(b) Calcule la matriz densidad reducida para cada particula. ;Es el estado de cada subsistema puro
o mixto?

(c¢) Determine si el estado del sistema compuesto es entrelazado.

(d) Proponga un observable (no totalmente degenerado) del sistema compuesto tal que su medicién
sobre el estado dado tenga un unico resultado posible con certeza. jPuede hacer lo mismo para
el estado de la particula 1 considerando mediciones sélo sobre ese subsistema?
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Estado |V;)

1
V1) = W (Mo - eln)

p=lvn) (il = (Mem-mem) (Hew-te)
= (1 Q1@ 1) (= 10 ¢ ) 1 = 1) ¢l @ 1) 1+ 11 @ 1) ¢11)

1= Tra(o) = 5Tea (11 (1@ 1) (41 = 11 (11 @ 49 (1 = 1)t @ 119 -+ 1)l @ 1) a1
m:ﬂﬂ4mm®mu0—ﬂ4mm®mm0—ﬂxmm®mu0+
+ (1) o i)
|

ng[nwﬂﬂ(uM¢)—nMﬂﬂ(uwﬂ)—mwﬂﬂ(mnu)+nmﬂm(wwﬂﬂ
Usando que Tr(|a) (B]) = (B|a)

=~ (I I+ 1) ¢t ) = 1) (1

I\)H—I
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Estado |V;)

1
2

p=tun) il =2(Imem-mem) (wew-nem)

V1) = —=(N®N) -1 &IM)

S

p=3 (I ® 1) (1 = 1) (11 @ 1) (1 = 11 (11 @ 1) ¢4l + 1) {1 @ 1) €11

(1) @ 1) (4= 1) @ 1) (1] = 1 ¢l @ 1) (4 + I (@ 1) (11)?

N =

p=

pr= (I (+ I al) = al

=3 (IN Al @ W) (= 1) (@ ) ¢t = 1) (H @ I1) (4] + 1) (T @ 11) 1)

N =

p2 = 2 (14 (= 1) (= 11 (4 + 1) <)

1
2

2Tr(.)=1,Tr(.)=0

2Tr(.)=1,Tr(.)=0
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V)= = (e L) -
V) = 5 (Do)
P

M @ 1)

= 2 (MH1® 1 @~ 11 (@ 1) 1 — 1) (1@ 1) (1 + 1)t @ 1) i )
o= I (1

pr=3 (100 -

W) (= 1) €4+ 1) ¢11)

(a) El estado en H es puro, pues p = |W1) (Wq|3
(b) p1 es puro. pp también: notemos que o3 —
c

1
2 _
(c) |W1) es no entrelazado. Notemos de hecho que

ww=m®§;mfm)
pr=I1,2) (1, 2]
)

=4 -

I
También podemos verificar que Tr(p“) = 1

=[tz)® I, x)

- <T|) = ‘iv X> <~L7X|
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Estado |V;)

wm:§;m®mfm®w»:mn®mw
o1 = 1) (1]

2 (19 6= 1) 00 = 10 G+ 10 €01 = 14,2 G

P2

(d) Es posible encontrar observables con un tnico posible resultado tanto para el
sistema compuesto como para el sistema 1. Por ejemplo, los proyectores

O12 = V1) (W]

O =111l

Otro ejemplo también puede ser

!
01, = 0, ® ox
01 =02
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Estado |V,)

Andlogamente al caso de |Vy),

1
Vel (Mol -helt)
1

p=5(IN @ =11 U@ W) (1= 1) (T8 1) 4+ U@ )

[W2) =

p1=35 (I A+ 11
o= 2 (1) 1+ 1) ()

(a) El estado en H es puro, pues p = |Ws) (Ws|

(b) Los estados reducidos son mixtos, pues son una mezcla 50/50 de |1, z) y ||, z)
(c) El estado es entrelazado, pues el estado global es puro pero el de los subsistemas
mixto. Podemos verificar que no es posible escribir a |W,) como un estado producto.
(d) Podemos encontrar observables con un tnico resultado en #, por ejemplo

O12 = [W2) (V3
O =0, ®0;
Pero no existe ningtin observable (no degenerado) cuyo resultado podamos predecir

con certeza para el subsistema 1. M3s alin, la clase pasada vimos que la probabilidad

de obtener cualquier resultado es del 50 % para todo observable. 10/11



Entrelazamiento

El entrelazamiento de los estados es una caracteristica puramente cuantica y que no
tiene andlogo clasico.

Schrddinger: “"Uno puede conocer todo lo maximo que se puede de un sistema y nada
de un subsistema”

Podemos ver en el inciso (d) que, en el caso del estado entrelazado, puedo predecir
algunos resultados de experimentos con 100 % de probabilidad, mientras que en el
estado de los subsistemas no podemos predecir ningtin resultado.
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