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Problema 17

Algoritmo de Bernstein—Vazirani. El algoritmo de Bernstein—Vazirani es uno de los ejemplos mds
sencillos de algoritmo cudntico v ademads resulta particularmente interesante en cuanto es uno de los

relativamente pocos casos donde se puede realmente demostrar formalmente una ventaja respecto del

scenario equivalente cldsico. Supongamos que se tiene una funcién f que toma como input cadenas
binarias b (por ejemplo b = (0,1

interno con otra cadena s. Es dec

1.0,1,1.1,...)) de largo n y cuyo resultado es calcular el producto

L £ 40,1} = {0,1}, tal que

f(b)=b-s="bys; +baso+ - +b,s,.

La cadena s estd fija pero es desconocida. Efectivamente, dada una caja negra que caleula f (lo que

formalmente se conoce como “oriculo™), nuestro objetivo es determinar quicn es s.

(a) Proponga una estrategia clisica para tratar de inferir el valor de s. jCuantas evaluaciones de
[ (es decir cuantes interrogaciones al ordculo) requiere su estrategia? Se puede demostrar que
clisicamente se requiere por lo menos de n evaluaciones de f.

(b) Consdiere ahora el escenario cudntico. En tal caso, la caja negra que calcula f es una unitaria Uy
qu L}
es una base ortonormal de cada qubit, entonces

actiia sobre un sistema de n qubits (sistemas de dimensién 2) de forma tal que si {|0),

y ; bt @ @ _ b

Ur by = Us(|b1) @ b2} @ ... @ [bp)) = (=1)7™ |b) .

Luego, consideremos el siguiente algoritmo: (i) partimos con los n qubits en el estado [0) = [0y,
(ii) aplicar Hadamard a cada qubit, (iii) aplicar Uy, (iv) aplicar Hadamard a cada qubit, (v) medir
cada qubit en la base computacional {[0),|1)}. Muestre entonces que, con una tnica aplicacion
de Uy (es decir una tinica interrogacion al oriculo), es posible determinar el valor de s.

Recordatorio: La operacién Hadamard es la unitaria sobre un qubit H = (o, + o, )//2.
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Problema 17

Nos dan una funcién f : {0,1}" — {0,1}
f(b)=s-b

Nos interesa hallar s, evaluando la funcién f la menor cantidad de veces posible

(a) Cldsicamente, una estrategia serfa realizar n evaluaciones de la forma
f(100---0) = s1
f(010---0) = s

(b) Vamos a ver que con el algoritmo cudntico que nos propone el enunciado, alcanza
con evaluar una tnica vez la funcién f.
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(i) [ = [00....0) = |0)

(ii) La compuerta Hadamard actua sobre de cada qubit

=1
V2

_ 0+

Un 1) =
Al actuar sobre los n qubits

UZ™00...0) = Uy |0) @ Uy [0) ® - -~ @ Up |0)
Por lo tanto!?

4 = ug"100...0) = (|10>\+f21>) CELAEETY

S
ver [x)

Aplicando Hadamard al |0) obtengo un estado que es la superposicién de todos los
posibles estados de los n qubits, todos con la misma fase relativa.

1Estamos omitiendo el ® en la notacién

22|x> corre sobre todos los estados de los n qubits
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(iii) El éraculo actua como nos dice el enunciado

) = U T = e S

= = ()W
\/T [x)

(iv) Volvemos a aplicar Hadamard

[y = N

0) + (=1)*" 1)

- ;ln e (2R (P, ¢

[x)

1)f(x Z( 1 x-z ‘Z

IX>

iy <Z )x’(5+z)> 12)

[z N\ %)

Veamos ahora que [1(")) = |s)

V2

)
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Z(il)x-(s-f—z)
Ix)

e Podemos reemplazar s + z por s @ z, donde @ denota la suma médulo 2.

e 5Dz =0sis =z
si®zi=1sis #z

e Sis®z =0, entonces Z‘ (—1)x(®2) = 2n

e Si s @z tiene solamente el elemento i-ésimo no nulo, (—1)*(®2) =1 cuando
xi =0y (—1)*(%2) = _1 cuando x; = 1. Por lo tanto P (1) (s92) = 0

e Sis® z tiene solamente los elementos 7, no nulos, (—1)* (5®Z =1 cuando
(xi,x7) = (0,0) 0 (1,1) y (=1)*692) = —1 cuando (x;, x;) = (1,0) o (0,1). Por
lo tanto 37, (=1)* (s92) = 0

e Por induccidn, >, (— 1)x(5+2) = 2" cuando s @ z = 0 (esencialmente s = z) y se
anula en cualquier otro caso

[6) = 5 > (Z(l)*‘“*”) 2) = s)

[z) N 1x)

(v) Al medir el qubit i-ésimo de W)(iv)> = |s) sobre la base computacional, siempre
vamos a medir s;.
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