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Problema 17
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Problema 17

Nos dan una función f : {0, 1}n → {0, 1}

f (b) = s · b

Nos interesa hallar s, evaluando la función f la menor cantidad de veces posible

(a) Clásicamente, una estrategia seŕıa realizar n evaluaciones de la forma

f (100 · · · 0) = s1

f (010 · · · 0) = s2

...

(b) Vamos a ver que con el algoritmo cuántico que nos propone el enunciado, alcanza

con evaluar una única vez la función f .
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(i)
∣∣ψ(i)

〉
= |00 . . . 0〉 = |0〉

(ii) La compuerta Hadamard actua sobre de cada qubit

UH |0〉 =
|0〉+ |1〉
√

2
UH |1〉 =

|0〉 − |1〉
√

2

Al actuar sobre los n qubits

U⊗n
H |00 . . . 0〉 = UH |0〉 ⊗ UH |0〉 ⊗ · · · ⊗ UH |0〉

Por lo tanto12∣∣∣ψ(ii)
〉

= U⊗n
H |00 . . . 0〉 =

(
|0〉+ |1〉
√

2

)(
|0〉+ |1〉
√

2

)
. . .

(
|0〉+ |1〉
√

2

)
=

1
√

2n

∑
|x〉
|x〉

Aplicando Hadamard al |0〉 obtengo un estado que es la superposición de todos los

posibles estados de los n qubits, todos con la misma fase relativa.

1Estamos omitiendo el ⊗ en la notación
2∑

|x〉 corre sobre todos los estados de los n qubits
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(iii) El óraculo actua como nos dice el enunciado∣∣∣ψ(iii)
〉

= Uf
1
√

2n

∑
|x〉
|x〉 =

1
√

2n

∑
|x〉

Uf |x〉

=
1
√

2n

∑
|x〉

(−1)f (x) |x〉

(iv) Volvemos a aplicar Hadamard∣∣∣ψ(iv)
〉

=
1
√

2n

∑
|x〉

(−1)f (x)UH |x〉

=
1

2n

∑
|x〉

(−1)f (x)

(
|0〉+ (−1)x1 |1〉

√
2

)(
|0〉+ (−1)x2 |1〉

√
2

)
. . .

(
|0〉+ (−1)xn |1〉

√
2

)

=
1

2n

∑
|x〉

(−1)f (x)
∑
|z〉

(−1)x·z |z〉

=
1

2n

∑
|z〉

(∑
|x〉

(−1)x·(s+z)

)
|z〉

Veamos ahora que
∣∣ψ(iv)

〉
= |s〉
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∑
|x〉

(−1)x·(s+z)

• Podemos reemplazar s + z por s⊕ z, donde ⊕ denota la suma módulo 2.

• si ⊕ zi = 0 si si = zi
si ⊕ zi = 1 si si 6= zi

• Si s⊕ z = 0, entonces
∑
|x〉(−1)x·(s⊕z) = 2n

• Si s⊕ z tiene solamente el elemento i-ésimo no nulo, (−1)x·(s⊕z) = 1 cuando

xi = 0 y (−1)x·(s⊕z) = −1 cuando xi = 1. Por lo tanto
∑
|x〉(−1)x·(s⊕z) = 0

• Si s⊕ z tiene solamente los elementos i , j no nulos, (−1)x·(s⊕z) = 1 cuando

(xi , xj ) = (0, 0) o (1, 1) y (−1)x·(s⊕z) = −1 cuando (xi , xj ) = (1, 0) o (0, 1). Por

lo tanto
∑
|x〉(−1)x·(s⊕z) = 0

• Por inducción,
∑
|x〉(−1)x·(s+z) = 2n cuando s⊕ z = 0 (esencialmente s = z) y se

anula en cualquier otro caso

∣∣∣ψ(iv)
〉

=
1

2n

∑
|z〉

(∑
|x〉

(−1)x·(s+z)

)
|z〉 = |s〉

(v) Al medir el qubit i-ésimo de
∣∣ψ(iv)

〉
= |s〉 sobre la base computacional, siempre

vamos a medir si .
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