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Problema 13
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Ψ(~r) = (x + y + 3z)f (r)

Ψ(~r) = (sin θ cosφ+ sin θ sinφ+ 3 cos θ)rf (r)

(a) ¿Es Ψ autofunción de L2? Si es aśı, ¿cuál es el valor de l?

Una forma directa es verificar si se cumple

L2 |Ψ〉 = l(l + 1)~2 |Ψ〉

〈
r|L2|Ψ

〉
= −~2

(
∂2
θ +

1

tan θ
∂θ +

1

sin2 θ
∂2
φ

)(
sin θ cosφ+ sin θ sinφ+ 3 cos θ

)
rf (r)

= 2~2

(
sin θ cosφ+ sin θ sinφ+ 3 cos θ

)
rf (r)

Por lo que identificamos l = 1.

Y qué sucede con Lz?

〈r|Lz |Ψ〉 = −i~∂φ(sin θ cosφ+ sin θ sinφ+ 3 cos θ)rf (r)

= −i~(− sin θ sinφ+ sin θ cosφ)rf (r)

〈r|Lz |Ψ〉 6= m~ 〈r|Ψ〉

No existe un único valor de m al medir Lz .
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Ψ(~r) = (x + y + 3z)f (r)

Ψ(~r) = (sin θ cosφ+ sin θ sinφ+ 3 cos θ)rf (r)

Otra forma para encontrar los posibles valores de L2 y Lz es reescribir Ψ(~r) en

términos de Ym
l (θ, φ)

Ψ(~r) =
[
(1 + i)Y−1

1 (θ, φ)− (1− i)Y 1
1 (θ, φ) + 6Y 0

1 (θ, φ)
]√2π

3
rf (r)

|Ψ〉 =
1
√

40

[
(1 + i) |1,−1〉 − (1− i) |1, 1〉+ 6 |1, 0〉

]
⊗ |R〉

con 〈r |R〉 =
√

40
√

2π
3
rf (r) y usando 〈r|l ,m〉 = Ym

l (θ, φ).

Podemos ver fácilmente que l = 1 y que m ∈ {−1, 0, 1}

4/6



|Ψ〉 =
1
√

40

[
(1 + i) |1,−1〉 − (1− i) |1, 1〉+ 6 |1, 0〉

]
⊗ |R〉 ≡ |ψ〉 ⊗ |R〉

(b) ¿Cuáles son las probabilidades de hallar a la part́ıcula en los distintos estados con

m definido?

Tenemos que calcular las proyecciones 〈l ,m|ψ〉

P(m = −1) =
∣∣ 〈1,−1|ψ〉

∣∣2 =
2

40

P(m = 1) =
∣∣ 〈1, 1|ψ〉 ∣∣2 =

2

40

P(m = 0) =
∣∣ 〈1, 0|ψ〉 ∣∣2 =

36

40
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(c) Suponga que se sabe de alguna manera que Ψ(~r) es una autofunción de enerǵıa

con autovalor E . Indique cómo puede hallarse V (r).

Recordemos que H = p2

2m
+ V , con

p2 = ~2

(
∂2
r +

2

r
∂r −

1

~2r2
L2

)

〈r|H|Ψ〉 = E 〈r|Ψ〉[
−

~2

2m

(
∂2
r +

2

r
∂r −

1

~2r2
L2

)
+ V (r)

]
ψ(θ, φ)rf (r) = Eψ(θ, φ)rf (r)[

−
~2

2m

(
∂2
r +

2

r
∂r −

2

r2

)
+ V (r)

]
ψ(θ, φ)rf (r) = Eψ(θ, φ)rf (r)[

−
~2

2m

(
∂2
r +

2

r
∂r −

2

r2

)
+ V (r)

]
rf (r) = Erf (r)

V (r) =

[
E + ~2

2m

(
∂2
r + 2

r
∂r − 2

r2

)]
rf (r)

rf (r)
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