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Gúıa 8: Electrodinámica cuántica en cavidades (CQED)
Problema 7

Mateo Koifman

15 de junio de 2021

1/9



Problema 7

2/9



La clase pasada diagonalizamos el Hamiltoniano de Jaynes–Cummings (P3)

H =


H0 0 0 ...

0 H1 0 ...

0 0 H2 ...

... ... ... ...


donde Hn actúa sobre el subespacio de estados con n excitaciones {|e, n − 1〉 , |g , n〉}.

Al diagonalizar cada bloque Hn, encontramos que las autoenerǵıas son

E±n = ~ωcn ± ~

√
∆2

4
+

Ω2

4
n

y los autoestados ∣∣n+
〉

= cos θn |e, n − 1〉+ i sin θn |g , n〉∣∣n−〉 = sin θn |e, n − 1〉 − i cos θn |g , n〉

|e, n − 1〉 = cos θn
∣∣n+
〉

+ sin θn
∣∣n−〉

|g , n〉 = −i sin θn
∣∣n+
〉

+ i cos θn
∣∣n−〉

con

tan θn =

√
∆2 + Ω2n −∆

Ω
√
n
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P7 Calcule el valor medio del momento dipolar del átomo en función del tiempo

〈d(t)〉 = 〈ψn(t)|d |ψn(t)〉

con

d = d0

(
|e〉 〈g |+ |g〉 〈e|

)
y, en el caso del inciso (a),

|ψn(0)〉 = |e, n〉

La evolución temporal va a estar dada por el bloque del Hamiltoniano Hn+1

correspondiente a n + 1 excitaciones

Nos gustaŕıa escribir |ψn(0)〉 en la base de autoestados de Hn+1

{∣∣n + 1+
〉
,
∣∣n + 1−

〉}
para calcular fácilmente su evolución temporal, y luego volver a escribir |ψn(t)〉 en la

base {|e, n〉 , |g , n + 1〉} para calcular el valor medio de d .
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Cavidad con n fotones

|ψn(0)〉 = |e, n〉 = cos θn+1

∣∣n + 1+
〉

+ sin θn+1

∣∣n + 1−
〉

|ψn(t)〉 = e−iHt/~ |ψn(0)〉 = e−iE+
n+1t/~ cos θn+1

∣∣n + 1+
〉

+e−iE−n+1t/~ sin θn+1

∣∣n + 1−
〉

Volviendo a la base {|e, n〉 , |g , n + 1〉}

|ψn(t)〉 =
(
e−iE+

n+1t/~ cos2 θn+1 + e−iE−n+1t/~ sin2 θn+1

)
|e, n〉+

+ i
(
e−iE+

n+1t/~ sin θn+1 cos θn+1 − e−iE−n+1t/~ sin θn+1 cos θn+1

)
|g , n + 1〉

≡ e(t) |e, n〉+ g(t) |g , n + 1〉

El valor medio del momento dipolar es

〈d(t)〉 = d0

(
e∗(t) 〈e, n|+ g∗(t) 〈g , n + 1|

)(
|e〉 〈g |+ |g〉 〈e|

)(
e(t) |e, n〉+ g(t) |g , n + 1〉

)
= d0

(
e∗(t) 〈e, n|+ g∗(t) 〈g , n + 1|

)(
e(t) |g , n〉+ g(t) |e, n + 1〉

)
= 0
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Cavidad en un estado coherente y resonante

(b) Consideremos ahora que la cavidad inicialmente se encuentra en un estado

coherente |α〉 y además estamos en la condición de resonancia

|Ψ(0)〉 = |e〉 ⊗ |α〉

con

|α〉 = e−|α|
2/2
∑
n≥0

αn

√
n!
|n〉

|Ψ(0)〉 = e−|α|
2/2
∑
n≥0

αn

√
n!
|e〉 ⊗ |n〉 = e−|α|

2/2
∑
n≥0

αn

√
n!
|ψn(0)〉

Para calcular la evolución temporal podemos usar lo que sabemos del ejercicio anterior

|Ψ(t)〉 = U(t) |Ψ(0)〉 = e−|α|
2/2
∑
n≥0

αn

√
n!

U(t) |ψn(0)〉 = e−|α|
2/2
∑
n≥0

αn

√
n!
|ψn(t)〉
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Cavidad en un estado coherente y resonante

Además notemos las simplificaciones del caso resonante (∆ = 0)

tan θn =

√
∆2 + Ω2n −∆

Ω
√
n

→ tan θn = 1 cuando ∆ = 0

tan θn = 1 → cos θn = sin θn =
1
√

2

A partir de los cálculos del inciso (a)

|ψn(t)〉 =
1

2

(
e−iE+

n+1t/~ + e−iE−n+1t/~
)
|e, n〉+ i

1

2

(
e−iE+

n+1t/~ − e−iE−n+1t/~
)
|g , n + 1〉

= e−iωc (n+1)t

[
cos

(
Ω
√
n + 1

2
t

)
|e, n〉+ sin

(
Ω
√
n + 1

2
t

)
|g , n + 1〉

]

Entonces

|Ψ(t)〉 = e−|α|
2/2
∑
n≥0

αn

√
n!

e−iωc (n+1)t

[
cos

(
Ω
√
n + 1

2
t

)
|e, n〉 + sin

(
Ω
√
n + 1

2
t

)
|g , n + 1〉

]

y nos resta calcular 〈Ψ(t)|d|Ψ(t)〉
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Cavidad en un estado coherente y resonante

Usando que d |e, n〉 = d0 |g , n〉 ; d |g , n〉 = d0 |e, n〉

〈d(t)〉 = d0e
|α|2

∑
m≥0

α∗m
√
m!

e iωc (m+1)t

[
cos

(
Ω
√
m + 1

2
t

)
〈e,m| + sin

(
Ω
√
m + 1

2
t

)
〈g ,m + 1|

]
×

×
∑
n≥0

αn

√
n!

e−iωc (n+1)t

[
cos

(
Ω
√
n + 1

2
t

)
|g , n〉 + sin

(
Ω
√
n + 1

2
t

)
|e, n + 1〉

]

De los términos con |e〉, sólo sobreviven los términos con m = n + 1.

De los términos con |g〉, sólo sobreviven los términos con n = m + 1.

〈d(t)〉 = d0e
|α|2

[∑
n≥0

α∗|α|2n√
(n + 1)!n!

e iωc t cos

(
Ω
√
n + 2

2
t

)
sin

(
Ω
√
n + 1

2
t

)
+

+
∑
m≥0

α|α|2m√
(m + 1)!m!

e−iωc t cos

(
Ω
√
m + 2

2
t

)
sin

(
Ω
√
m + 1

2
t

)]

〈d(t)〉 = d0e
|α|2

(
α
∗e iωc t + αe−iωc t

)∑
n≥0

|α|2n√
(n + 1)!n!

cos

(
Ω
√
n + 2

2
t

)
sin

(
Ω
√
n + 1

2
t

)

〈d(t)〉 = 2d0e
|α|2 |α| cos (ωc t − arg(α))

∑
n≥0

|α|2n√
(n + 1)!n!

cos

(
Ω
√
n + 2

2
t

)
sin

(
Ω
√
n + 1

2
t

)
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En los distintos casos, encontramos

(a) 〈d(t)〉 = 0

(b) 〈d(t)〉 =

2d0e|α|
2 |α| cos (ωc t − arg(α))

∑
n≥0

|α|2n√
(n+1)!n!

cos
(

Ω
√

n+2
2

t
)

sin
(

Ω
√
n+1
2

t
)

• En el caso (b), donde la cavidad se encuentra en un estado coherente (estado

semi-clásico), el valor medio del momento dipolar oscila igual que en el caso

clásico (P1 de la gúıa).

• En el caso (a), donde la cavidad se encuentra en un estado de n fotones, el valor

medio del momento dipolar se anula, contrastando con el comportamiento clásico.
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