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Guia 9: Teoria de Perturbaciones.
Perturbaciones Independientes del Tiempo. Caso no degenerado
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Problema 8

Suponga que el Hamiltoniano de un rotor rigido en un campo magnético es de la forma
AL? + Bcos(6o) L + Bsin(6o) Ly,

si se desprecian los términos cuadraticos en los campos. Asumiendo que 6y << 1, use la teoria de per-
turbaciones para obtener los autovalores de la energfa al orden mas bajo no nulo. Compare para el caso
L =1 con la expansién de la solucién exacta del problema en potencias de 6 al orden correspondiente.
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El Hamiltoniano del problema es!

H = AL?> + hB cos L, + hBsin oL,
Vamos a hacer teoria de perturbaciones con
H=Hy+V

Ho = AL? + B cos Oy,
L_

L, —
V = hBsinfyl, = thineo*T
1

Notemos que cuando g << 1, tenemos V ~ 6y + O(63)

lAgregamos un h para que las constantes Ay B tengan las mismas unidades. Es decir, Bgj; = hB¢jase
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Podemos ver rapidamente los autoestados y autoenergias de Hp
Ho |I,m) = (AL?> + iB cos oLz ) |1, m) = 1?(Al( + 1) + B cosfom) |/, m)
Es decir, la energia del Hamiltoniano no perturbado es

E) = h2(AI(I + 1) + B cos 6om)

Buscamos escribir la energia del Hamiltoniano completo

Enm=ER+ED+ED + .

E = (1, m|V|I, m)
2
@ _ [{I', m'| VI, m)|
El,m - Z @ _ O
1" ,m’#l,m I,m ,m’
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hB

Notemos que V = 7~

sinfp(L4+ — L_) conecta estados con I’ =y m’ = m =+ 1. Por
lo tanto

1
EC) = (1, m|V|I, m)
1 _
E =0
La correcién de la energia a primer orden es nula. Por otro lado

2 (', m' | V|1, m)|?
EN = 3 gl

0 0
v omgtm Eimy— ENo
g@ _ Wm+ VILm)P [ m = 1V]T, m)?
oo — (0) (0) (0) (0)
E/,m - E/,m+1 E/,m - E/,mfl

Ademis

E,(,?,l = 2 (A/(/ + 1) 4 Bcos 90m) = E/(,(l)1 _ EI(,?r)vi1

= Fh2B cos by

Por lo tanto

B2 g, | [{m 4 L, m)> [{lm—=1|—=L_|I,m)
—h2B cos 0 h2B cos 6

Bsin? 6,
B = S [ Gty m 1Ll m) P + {1y m — 1L |/, m) 2 ]

f;m 4 cos g
2B cin2 2B sin2
@ _ WBsin*for _ _ _ _ h*Bsin"6o
B = oot [ (/(/+1) m(m + 1)) + (l(/+1) m(m 1))] =
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En resumen, la correccién de la energia al orden mas bajo no nulo en 6y

Enm=ED+ED+ED +
Bsin? 6o

Ej m=h (AI(I +1) + Bcosym +
? 2 cos g

m) +0(63)
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La correccién a primer orden de los autoestados estd dada por

(W) = |1, m) + |1,m)®) + O(63)

‘/ m>(1) _ <l/’ml‘vllzm> ‘II m/>
mP= 3 e I
I"sm'#lm =Im = =1 m/

= T m 1)+ o T )y 1)
0 0 0 g
E/(n): - EI(,m)Jrl E/(,m) B E/(a'z’*l
- tazr:'rfo [ = ¢+ 3Ll m) 1 m+ 1) + (1, m = 1L |, m) |, m — 1) ]
= 20 (I )~ m{m T 1)l m+ 1) — /T F 1) — m(m — 1), m— 1)]
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Solucion exacta para / =1

Si /| =1 tenemos

10 0 p (0~ 0
2=2r* L,=h|0 0 O Ly:T’2 i 0 =i
0 0 -1 0 i 0

por lo que el Hamiltoniano completo H = AL? + 1iB cos 0gL, + hB sin OolLy es

cos 6o 7'-\5}%'00 0
H=r{2A1+B| 200 o =5k
2 .
0 '5'\;590 — cos b

Dado que el segundo término es proporcional al momento angular en el eje
A = (0,sinfp, cosbp), con autovalores {1,0 — 1}, podemos encontrar rapidamente las

autoenergias
E, = *2A+ B
Eo = h?2A
E_. =h2A-B
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Solucion exacta para / =1

Calculando a mano o con ayuda del Mathematica, encontramos los autoestados del
Hamiltoniano completo

1 0 2 1 — cos 6
E. = 2(2ALB) — (LTSt V2, 1-coshy
2 2 2
.sin o _sin 0())
Eo = h2A — (I—, cosfy, i——
’ V2 e
0o —1 2 1 0
E_ =12(2A— B) ‘:Osioyiisingovﬂ
2 2 2
Mediante perturbaciones, habiamos obtenido la energia
Bsin? 0
E = 12 (A/(/ +1) + Beosbom + Mm) +O(63)
’ 2 cos gy

. _ . 02
Si lo reescribimos estrictamente a orden 2 en 6y, usando cosfy = 1 — 70 ycon/=1

02Bm  ,B
095 —
2 T3

Ejm =12 (2A + Bm — m) + O(83) = 12 (2A + Bm) + O(63)

que coincide con la energia exacta
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Por otro lado los autoestados perturbados son

I ) = L 90 [VITF 1) = m(m 4 1)l m+ 1) — /I + 1) — m(m — 1) |, m— 1)]

L =HQ2A+B)+0(0) — (17 i%, o) +0O(63)
Ey=12A+0(6) — ( 75 \9}) + 0O(63)
E_ =mQA-B)+0(8) — (0, i% , 1) +0O(63)

que también coinciden a primer orden con los autoestados exactos
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