1 Ejercicio 1

(a) El versor que indica el enunciado se escribe

R . [T 2, 2,
n:cos(f)ersm(Z)x:?er?x, (1)
por lo tanto
V21 0
S-ﬁ:£SZ+£Sw:h% 0 1 2)
2 2 2
2 2

en la base {|m,)}.

(b) Al salir del SG2 el estado es |i,+), el autoestado de S - asociado al autovalor +h (no necesitamos
calcular los autovalores de S -1, pues ya sabemos que para una particula de spin 1 son siempre
{h,0,-h}). Desarrollando en la base {|m,)}

[f, +) = al+) + b0} + ¢|-). (3)

Entonces podemos determinar el estado a partir de

V2 1
3ol 3

(S-f-h)|f,+) = h
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Nota de color: Una forma practica de resolver algunos sistemas de ecuaciones.

a
Notar que la ecuacion a la que llegamos dice que (b) es ortogonal a las tres filas de la matriz. Dado que
c
sabemos que sélo hay dos filas independientes, nos alcanza entonces con encontrar un vector ortogonal a dos filas
cualesquiera. La conclusién es que la solucién es proporcional al producto vectorial entre dos filas cualesquiera.

Esta es una forma practica de resolver sistemas de ecuaciones de 3 x 3 sin la necesidad de triangular ni despejar.

En vista de la nota anterior y tomando la primera y tercera fila, una solucion del sistema es

2oy (o) (18
Lol ] ®
o ) i) Lesy)

De yapa tuvimos la suerte de obtener un estado ya normalizado y por lo tanto el mismo es efectivamente

el estado buscado. Escrito explicitamente

2= g)im - qor e (L-5)R ©)

4 2 2 4 2




()

Evaluando la matriz de rotacién en 3 = 7 y aplicando sobre |+)

V2 V2 1
- ) 1 1+ 3 -1 1—7 1 3 +T
e_ZL“Z/h|+):§ 1 vz -1 [lo]=]| 3 (7)
V2 V2 1 2

Al comparar con el resultado del inciso anterior podemos ver que obtuvimos —|f, +). Dado que los
estados se encuentran definidos a menos de una fase global, el signo de diferencia es irrelevante y los

resultados de los incisos (b) y (c¢) corresponden al mismo estado fisico.

La probabilidad de que una particula en el estado |+) atraviese el SG2 estd dada por la regla de Born
P, +)|[2,+)) = |{n, +]z, +)[* . (8)

Anélogamente la probabilidad de que una particula en el estado |, +) atraviese el SG3 es
P([2,-)|I,+)) = (2, ~[n,+)[ . (9)

Finalmente la probabilidad de que la particula atraviese ambos SG estd dada por el producto de las

probabilidades anteriores

21z, -, +) = — (10)

PTI |(n,+|i,+) 64
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(a) Tenemos un Hamiltoniano de la forma

00 0 1
02 —i 0

H_h“’oozzo (1)
10 0 0

y el estado inicial del sistema es

[¥(0)) )+ (2)

= ) + == Ju)

=—|u — |us) .

vl e
Nos preguntan por los posibles resultados de medicién a t = 0 y por la probabilidad correspon-
diente. Los posibles resultados de medicion seran los autovalores de H, para lo cual necesitamos
diagonalizar el operador, y para las probabilidades deberemos remitirnos a la regla de Born. Plan-
teando el polinomio caracteristico, los autovalores de H resultan {3fwq, —Fwy, +hwy (degenerado x2)}
y los autoestados asociados (a menos de un fase global irrelevante) son

1 1 ,
le1) = E('““) —lu))  egs) = E(_Z |ug) + [us))

1) = =) + )

A partir de estos autoestados, ahora estamos en condiciones de plantear la regla de Born y
calcular la probabilidad asociada a medir cada autovalor. Tenemos que calcular el valor medio
del proyector asociado al autovalor e; en el estado inicial [1(0)), es decir,

(3)

) = i) + ).

P(=huwo[(0)) = ((0)[ 111 [¢(0)) = | (¥(0)] e-1)* = 1/4
P(3hewolih(0)) = ((0)| I3 [4(0)) = | ((0)] ex3)|* = 1/4 (4)
P(hwolth(0)) = ((0)| Ty [12(0)) = [ ($(0)] eS) > + | ((0) [ B> = 1/4+1/4 = 1/2,
en donde hemos usado que los proyectores asociados a los autovalores e; son
Iy =le_y) (e
L3 = [e4s) (e43] (5)
= o) (e |e2) (e

Ahora nos piden calcular el valor medio de H y su varianza, para lo cual es conveniente expresar
a H en notacién de Dirac

H = huwy (2 |u2) (ua| + 2 |us) (us| + [ur) (ua| + |ua) (wa] — @ |ua) (us| + i |us) (usl >, (6)
a partir de lo cual el valor medio de H resulta
((0)] H |1(0)) = 2hwy. (7)

Para la varianza, precisamos la expresién de H? y luego calcular su valor medio

H? = RPwy? (4 |ug) (uo|+4 [uz) (us|+[ur) (ur|+|ua) (ua|—4i [uz) (uz|+4i [uz) (ua|+|us) (us|+|uz) (usl >,
(8)
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y ademas
(H?) = # 2(1+4+1) = 3% (9)

Con estos célculos, la varianza es sencﬂlamente
Var(H) = (H?) — (H)? = 3h%w; — h*w} = 2h%w} (10)

(b) El operador A es

A = aluy) (ui| + alur) (ug| + alug) (ur| + 2alug) (us| + 2alus) (us| + aluy) (uq]
1 0 01
o200 (11)
00 20
1 0 01

Los autovalores de A resultan {0, 2a (degenerado x3)} y los autoestados asociados (a menos de
un fase global irrelevante) son

1
aly) = fuz)

2
f3) = lus)

12)
3) 1 1 (
a = —(lu) + |u ag) = —=(—|u1) + |ug)).
a3) = () ) o) = (= fm) + )
Calculamos las probabilidades del mismo modo a como procedimos en el inciso anterior,
P(0[¢(0)) = [{ao|e(0))[* = 1/4
(13)

2 2
P(+2ah(0)) = | (a0 + [ (a2 u))] + [(a )] =0+ 172+ 1/2 =374
Con respecto al estado después de la medicién, sabemos por los postulados que el estado colapsara
al autoestado o al set de autoestados asociados al autovalor medido, dependiendo de si el autovalor
es 0 no degenerado. En nuestro caso, tenemos

Si mido 0 = ‘1/?> = |ag)
1 2 1 (14)

Si mido +2a — ’¢> = P(—|—2a|¢(0))n+2a 14(0)) = 3 |lus) + %(|U1> + |ua)),

donde hemos usado para el caso degenerado que

19, = |ug) (ua| + |us) (us| + 1(|U1> + [ua)) ((ua | + (ual). (15)

Ahora nos preguntan si H y A forman un CCOC, para lo cual lo primero que tenemos que
chequear es si ambos operadores conmutan. Haciendo la cuenta explicita, tenemos

00 0 1 100 1 100 1 00 0 1
02 —i 0 0200 0200 02 —i 0
Al =hwa | o 5 0020 | g g9 0 i 2 0
10 0 0 100 1 100 1 10 0 0

=[...] =0 = conmutan y comparten base de autoestados.
(16)
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Ahora bien, jcudl es esa base comtn de autoestados? En primer lugar notemos que ‘a +2> ‘e$%>

y ademads |ag) = |e_1), con lo cual ya hay dos autoestados de cada operador que son idénticos.

Por otro lado, es sencillo comprobar que los otros dos autoestados de H (|es3) y ef3>) son
1) (2)

combinaciones lineales de ‘a +2> y )a +2>, por lo que también son autoestados del operador A.

En conclusién, tenemos que la base de autoestados de H es también base de autoestados de A.
Nos queda verificar si H y A son o no CCOC. Supongamos que mido la energia y obtengo el

. . . : 1 2)
autovalor +hwy. Eso quiere decir que mi estado es o bien ‘ei%> 0 ‘eg_1> Si a continuacién mido

A y obtengo +2a, ;puedo determinar con certeza en cual de estos dos estados estd mi sistema?
Como la respuesta es no, no son CCOC. Pero si la respuesta hubiera sido si, deberia seguir
mirando el resto de las posibilidades.

(c) Siempre que estudiemos la evolucién temporal, es conveniente expresar nuestro estado inicial
en la base del Hamiltoniano H, es decir,

[(0)) = > les) (eilw(0))
i (17)
= [Y(t)) = U [1(0)) = *ZH“”LZ\eZ (edl(0) Ze €t/ le;) (e;|1(0)) .

Para el caso particular en que a t = 0 no se mide nada, nuestro estado inicial era [¢(0)) =
\%(|u1>—|— lus)) vy para expresar dicho estado en la base de energia precisamos calcular los productos
internos

(ealw(0) = =172 (]p(0)) =172
(BO) =172 lexsh0)) = 172

(18)

Con lo cual nuestro estado inicial en la base de H, queda [¢)(0)) = —1 |e_1) + 3 $%> +5 )efi> +

£ |e43). En consecuencia, el estado evolucionado serd

[0(t)) = U [(0)) = e~/ 1(0))

<1>> N ;ezt/h (19)

1 .. 1 .
— T tit/h —it/h
5¢ le_1) + 5¢

1
(2)>+2€ 3zt/h‘e >

Estudiemos ahora el otro caso que nos pide el inciso. Si a ¢ = 0 se mide el operador A y se
obtiene +2a, nuestro estado inicial serd el que calculamos previamente en el inciso (b), es decir,

|1(0)) = \/g lus) + \/Lé(]m} + |uy)). Procediendo del mismo modo que antes, debemos expresar
este estado en la base de energia para lo cual necesitamos calcular los productos internos:

(a0 =0 (eB|e() =1/V3
(Be) ==i/vE (esslv) =1/V3

1 1 7 2 1
= (0) = = [el]) - = |f) + = lewa)

V3 V3
— |0(1)) :i(ezt/h €Sr)>—16 it/h ()>+e Bt/ |, >)

V3

(20)
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(d) En este inciso, el estado inicial desde el cual partimos no es puro sino que es mixto:

10 00
1 110000

p(0) = 5 (fr) Gunl +fus) (s ) =5 | 5 0 1 o (21)
0000

Es sencillo mostrar que este estado satisface todas las propiedades de una matriz densidad auténti-
ca. Tal como nos indican los postulados, las probabilidades de medir los autovalores de H se
calculan como el valor medio del proyector asociado, es decir,

P(—hwolp) = Trlle—1) (| p] = 1/4
P(+3hwplp) = Trlless) (e.4s] o] = 1/4 )
P(+huwlp) = Tr[( ‘e$£> <e${ + ‘ef%> <ef{‘ )p] =1/2

Por dltimo, el valor medio se calcula como

(H) =Tr(pH) = huwy

(H?) = Tr(pH?) = 3h°wy, (23)

y consecuentemente la varianza nos queda

Var(H) = Tr(pH?) — Tr(pH)? = 3h%w? — hPw? = 2h%W2. (24)
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Ejercicio 3

El Hamiltoniano est4d dado por

1 1
H = hwy {(a];cu + 2) + <a£a2 + 2) —u (a]iag + am%)] , (1)
o bien,
H=hwo[n+ne+1—u(ss+s)], (2)
donde
n; = azai, Sy = ala;, 5. = a{ag. (3)

a) En este item se tiene que

[N,H] = hwo [N,n1+na+1—u(sy +5-)] =hwo [V, N+1—u(sy+s_)] =—ulwy ([N,sy] +[N,s_])
= —ulwg ([n1, s4] + [n2, 4] + [n1,5-] + [n2,5-]) = —uhiwg ([a{al,alag} + {a;az,alag} + [a]{al,aiag} + [agag,aiag})

4
= —uhwo ({aial,al] ag + ax [agag,ag} + {a{al,aﬂ az + aJ{ [agag,agD )
= —uhwy ([a{,al} ala; + alag |:CL2,CL12-:| + aJ{ [al,aﬂ as + a{ [a;,ag} ag) = —uhwy (—alag + alag + a{ag — aJ{ag) =0.
Ademas,
N |ni,n2) = (n1 + n2) [n1,n2) (5)

y por lo tanto, la degeneracién para N = q esta dada por la cantidad de numeros naturales incluido el cero tales que ny +no = gq.
Luego, 0 < ny < g, ne = q—ny y por lo tanto la degeneracion es g + 1.

b) Solo hay dos autoestados correspondientes a N = 1 que son el |01) y el |10). Luego, para calcular los autovalores y
autoestados de H para N = 1, basta con calcular los elementos de matriz del Hamiltoniano dentro de ese subespacio. En efecto,

H [10) = fiwg [V [10) + [10) — u (s [10) + s_ [10))] = Ao [|1o> +110) — u (a1 1) ® al |0) + al 1) @ as |0>)}

(6)
= fwp (2[10) — u |01))
y analogamente
H|01) = huwp (2]01) — « |10)). (7)
Esto implica que la matriz del Hamiltoniano correspondiente a ese subespacio esta dada por
2 —u
H_mo(_u ) ) (8)
Su autovalores son
€4 = h(,do (2 + U) (9)
mientras que sus autoestados son
|10) £ |01)
=——. 10
Y) 7 (10)
Se vio en clase que estos estados son entrelazados.
¢) Dado un estado
|01) —2]10)
_ 11
|¥) 7 (11)
se tiene que
1
p=1¥) (¥l = 5 (101) 01| —2[10) {01] +]01) (10] + [10) (10]) . (12)



Luego,
p1 = trip = 5 [try (J01) (01]) — atry (|10

1 ( ) (01]) 4 2try (01) (10]) + try (|10) (10])]
= 3 [tr1 (01) (01]) + tr1 (10) (10])] =

(
3 (10) (0] + 1) (1]) = 3I
y analogamente
1
pa = trop = 511.

Por lo tanto,

1
(1l alo 1) = 5

|~

(<0|a1a1|0>4—<1|a{a1|1>)::

DN | =

() =t (pima) = o1 () =

y analogamente
1
(n2) = tr (pan2) = 5.

d) De la misma manera que en el item a, se puede ver que

Por lo tanto,

wo (s

Cla
Cn
+

O

)

wo (54 —5-)

$4 = wwg (N1 — n2),
wo (ng — 1)

Llamando
N =ny +ng, An =nq — na,

S=sy+s_, As=s;y —s_,
y sumando y restando las ecuaciones se puede ver que
N=S§=0,
An = —2uwpAs,
As = 2wuwgAn.

Las primera de las ecuaciones implica que N y S son constantes mientras que las dos dltimas implican

Af = 2wy As = 4ulwiAn = An = Acosh (2uwgt) + Bsinh (2uwot) ,

As
As= " =y [B cosh (2uwgt) + A sinh (2uwt)] .
2uwg
Juntando todo se obtiene finalmente
N(t) =N (0),
S(t)=5(0),

An (t) = An (0) cosh (2uwpt) — 1As (0) sinh (2uwot) ,
As (t) = [As (0) cosh (2uwot) + 21An (0) sinh (2uwpt)] .

Habiendo hecho esto, se pueden obtener los operadores originales en términos de estos tultimos

_N—i—An _N—An
ny = 2 , N2 = 9 )
. S+ As 5 _S—As
+ — 2 y O— — 2 .



