Fisica Teodrica 2 - Practica

Espacios de dimensién infinita.
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Recordemos

Vimos que en cuantica los estados vienen representados por vectores en un espacio de Hilbert
,H. Ademads, si el espacio es separable, o bien es de dimensién finita o bien

+o0
H ~ [*(R,C) = {f : R — C, funcién integrable/ / |f(x)|?dx < oo}

r.8)= [ r(e0oax

—00

Esta clase nos centraremos en estudiar este espacio.
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Obserbable: Q — Operador: (:) :H — Htal que @ = @T

Medimos Q en el laboratorio — Obtenemos algiin g € R autovalor de(:).
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Obserbable: Q — Operador: (:) :H — Htal que @ = @T

Medimos Q en el laboratorio — Obtenemos algiin g € R autovalor de(:).

(Si recuerdan todo autovalor de un operador hermitico es real. Por eso pusimos la condicién de
que los operadores sean hermiticos, para garantizar que los autovalores sean reales dado que
todos los resultados que medimos en el laboratorio lo son.)

Por ejemplo, en el oscilador arménico la energia es un observable que tiene asociado el
operador hamiltoniano H. Si medimos la energia en el laboratio los tnicos valores que podemos

obtener son sus autovalores
E,=hw(n+1/2).
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Operadores Q y P: Operador traslacion

Supongamos que tenemos dos operadores hermiticos Q- H—-H y P:H — H tales que

N

[Q.P] = (1)
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Operadores Q y P: Operador traslacion

Supongamos que tenemos dos operadores hermiticos Q- H—-H y P:H — H tales que

[Q.P] = (1)

Definimos el operador de traslacién

T(a) := exp(—iPa/h) , ae R (2)

Propiedades de T

El operador traslacién es unitario
Ti(a) = exp(fi*ISTa*/h) = exp(i.ﬁa/h) =T(-a)
TT(a)T(a) = exp(iPa/h) exp(—iPa/h) =

T(a)T'(a) = Id

— Ti@)=T Y a)=T(-3). (3) 522



Operadores Q y P: Operador traslacion
Ademas

T(a)T(b) = exp(—iPa/h)exp(—iPb/h) = exp(—iP(a + b)/h)

donde usamos que [P, P] = 0 para juntar las exponenciales (ejercicio 11)
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Operadores Q y P: Operador traslacion

Podemos ver entonces que el valor de expectacién de Q en el estado |t,) = T(a)|)) es

(@), = (al Qo) = (WITTQT(@)[Y) = (W] [Q +a] [¥) = (WIQI) + 2
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Operadores Q y P
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Qlg) = glq). (9)
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Qlg) = glq). (9)

La accidn sobre los bra es

(Qla)' = (qla))! = (qlQ" = (qlg" = (q|@ = (qla. (10)

Entonces
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Operadores Q y P

Sea |g) € H un autovector de @ con autovalor g € R, o sea,

Qlg) = glq). (9)

La accidn sobre los bra es

(Qla)' = (qla))! = (qlQ" = (qlg" = (q|@ = (qla. (10)

Entonces
QT(2)la) = T(2) (@ +3) la) = T(2)(a + a) o) = (a +2) T(a)la)
lo que significa que T(a)|q) es un autovector de Q con autovalor (q + a) , es decir,

T(a)lg) =la+a) . (11)
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Operadores Q y P

También se puede ver la accién sobre los bra

(T(=a)la))" = (lg - a))'

(q|TT(=a) = (g — 4

= (qlT(a) = (g -4l . (12)

Asi dado un autovector de @ siempre podemos encontrar otro con el autovalor que deseemos,
0 sea, su conjunto de autovalores son todos los niimeros reales. Esto ademds muestra que los
operadores Q y P solo pueden encontrarse en un espacio de dimensién infinita, ya que de lo
contrario la cantidad de autovalores estaria acotada por la dimensién del espacio.
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Operadores Q y P: Grado de degeneracion

Proposicién: Si uno de los autovalores es no-degenerado entonces todos lo son.
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Operadores Q y P: Grado de degeneracion

Proposicién: Si uno de los autovalores es no-degenerado entonces todos lo son.

Dem.: Si el autovalor g es no-degenerado con autovector |g) y suponemos que existe otro
autovalor b con 2 autovectores ortogonales |b, 1) y |b,2) entonces como T(g — b) es un

operador unitario (preserva el producto interno)
T(q—b)|b,1) =q,1)

T(q_ b)‘ba2> = ‘q72>

son dos vectores ortogonales distintos con el mismo autovalor g, abs! Es més de esta forma
podemos probar que todos los autovalores tienen el mismo grado de degeneracién. De ahora en
adelante asumiremos que los operadores Q y P no tienen autovalores degenerados.
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Operadores Q y P: La representacion en {|q>}q€[R

Como Q es un observable cuyos autovalores son todos los reales y no estan degenerados fijando
que el vector |0) esté normalizado
(0j0) =1 (13)
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Operadores Q y P: La representacion en {|q>}q€[R

Como @ es un observable cuyos autovalores son todos los reales y no estan degenerados fijando
que el vector |0) esté normalizado

(0j0) =1 (13)
y que
l9) := T(q)[0) (14)
tenemos que el conjunto {|q)} . de autovectores de Q es una base ortonormal de H. Asi,
todo vector |¢)) € H se puede expandir en esa base como
v = [ dala)(aiv) = [ dav(a)la) (15)
R R
donde definimos la funcién ¢ : R — C
P(q) = (aly) - (16)
Esto también se puede escribir como la relaciéon de completitud de la base
[ dalaial =1 (17)
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Operadores Q y P: La representacion en {|q)} g

Si el estado estd normalizado esta funcién debe cumplir que

1= (le) = (W[1[Y) = (¥ (/R dq|q><q> )
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Operadores Q y P: La representacion en {|q)} g

Si el estado estd normalizado esta funcién debe cumplir que

1= (le) = (W[1[Y) = (¥ (/R dq|q><q) )

- / d (¥|a) (qli) = / da (qli6)* (qlit) = / dq " (q)4(q)
R R R

— 9Y(q) € L*(R,C) . (18)
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Operadores Q y P: La representacion en {|q)} g

La accion de los operadores

e Asi tenemos que la accidén del operador @ en la representacién {|q)}qe[R es

(9l Q) = a(qlv) = qu(q) . (19)
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Operadores Q y P: La representacion en {|q)} g

La accion de los operadores
e Asi tenemos que la accién del operador Q en la representacién {|q)}qe[R es
(alQl¥) = a(alv) = qv(q) . (19)

O sea que la accién de Q en la representacién {|q)}, g es simplemente multiplicar por g.

e La accién del operador de traslacién es

(qIT(a)ly) = (g —aly) = (g —a) . (20)
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e Para ver la accién del operador P basta recordar que

U(q+€) = (q| T(—€)|) = (q| exp(iPe/h)[w)
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Y(q +€) — (ql¥)

2
Gomy o)

{qlPly) =

tomando el limite
(GBI} = —ifi tim 29T €) = ¥(q)

e—0 €
A . d
(alPlv) = —ing vla) . (21)
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Operadores Q y P: La representacion en {|q>}q€[R

Autovectores

e Los autovectores de @ en esta reresentacién vienen dados por

(q1Qlao) = qtg,(q)
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(q1Qlao) = qtg,(q)

pero como \q()) es autovector de @ tenemos que

(q|Qlq0) = q0(ql0) = qote,(q)

entonces
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Operadores Q y P: La representacion en {|q)} g

Si insistimos en que 14, € L? entonces la tnica posibilidad serfa la funcién idénticamente 0.
Como esto no nos sirve a nivel fisico, podemos relajar la condicién anterior recordando que en
el laboratorio solo podemos observar intervalos y pedir

Ve (q) =0,Vq & [qo — €/2, G0 +¢/2]. (23)
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Ve (q) =0,Vq & [qo — €/2, G0 +¢/2]. (23)

Podemos tomar entonces, por ejemplo, Se ve que ¥§(q) € L? para todo e > 0y
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% (q) = O(e/2 — g — qol) convergen a una delta de Dirac (si hubiése-

Ve
mos elegido otro conjunto de funciones que
satisfagan esta relacién la conlusién hubie-

—fes se sido la misma)
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Si insistimos en que 14, € L? entonces la tnica posibilidad serfa la funcién idénticamente 0.
Como esto no nos sirve a nivel fisico, podemos relajar la condicién anterior recordando que en
el laboratorio solo podemos observar intervalos y pedir

Vg, (q) =0, Vg & [q0 — €/2,q0 + ¢/2]. (23)
Podemos tomar entonces, por ejemplo, Se ve que ¥§(q) € L? para todo e > 0y
1 tomando el limite ¢ — 0 estas funciones
% (q) = \%9(6/2 —1q = qol) convergen a una delta de Dirac (si hubiése-

mos elegido otro conjunto de funciones que
satisfagan esta relacién la conlusién hubie-
— = se sido la misma) . En la representacién de
{lg)}4cr asociaremos entonces a un auto-

vector de @ con autovalor gg con

Va0 (q) = (glqo) = (g — qo) - (24)
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Operadores Q y P: La representacion en {|q>}q€[R

e Los autovectores de P en esta reresentacion vienen dados por

(qlPlp) = —fhdiquw)
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Operadores Q y P: La representacion en {|q)} g

e Los autovectores de P en esta reresentacién vienen dados por
(@lPlp) = —ih-21iy(q)
dq
pero como |p) es autovector de p tenemos que

(qlPlp) = plalp) = ptp(q)

entonces d
_"hdiqqpp(Q) = P@Z}p(q)

— Pp(q) = AyePI/n,

De nuevo tenemos el problema de que estas funciones 1, ¢ L2 ya que

+o00 ) +oo
/ dalip(q) = Ay / dq1 = oo,

— 00 — 00
pero las utilizaremos de todas formas por su utilidad practica. En el laboratorio
encontramos que la funcién de onda de las particulas libres es (dentro de cierto intervalo)

muy bien descripta por estas funciones.
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Operadores Q y P: La representacion en {|q>}q€[R

Como los autovectores de distinto autovalor deben ser ortogonales, para fijar la normalizacién
tomaremos

d(p—p') = (plp) = (pI1]p") pl/dqlq ){alp)
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Operadores Q y P: La representacion en {|q>}q€[R

Como los autovectores de distinto autovalor deben ser ortogonales, para fijar la normalizacién
tomaremos

d(p—p') = (plp) = (pI1]p") p|/dq|q Vqlp)
:A;Ap/‘/édqei(plip)q/h:A:Ap,/l;hdq/ ei(plip)q/

= AsAyh2rd(p — p') = AsAyh2rd(p — p') = |Ap|*h2mé(p — p')

basta tomar A, = 1/v2rh. En la representacién de {|q)} g asociamos a los autovectores de

P con las funciones
eipa/h

NeZl

¥p(q) = (25)
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Operadores Q y P: La representacién en {|p)} .z

Asi, los autovectores del operador P vienen dados por

eipa/h
|p>=/u2dq\q><q|p>:/u?dq\/ﬁlq>- (26)
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Asi, los autovectores del operador P vienen dados por
)= [ dalatale) = [ do S o) 2
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como
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Operadores Q y P: La representacién en {|p)} .z

Asi, los autovectores del operador P vienen dados por

eipa/h
:/qu\q><q|p>:/u?dq\/ﬁlq>~ (26)

Estos vectores también forman una base ortonormal y permiten expandir a un vector arbitrario

como

) = / i p) (pl1). (27)

Entonces si definimos

e—ipa/h
&(p) = (plv) = /dq Nz (qly) = /dqe_”’q/h q), (28)

vemos que la funcidén de onda en la representacién de momentos es la transformada de Fourier
de la funcién de onda en la representacién de posicién.
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Operadores Q y P: La representacién en {|p)} .z

De esta forma se puede ver que

1
\V2rh

(plPl) = / da (pla)(q|Pli) = / dqe—qu/h(—ih)diqwq)
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Operadores Q y P: La representacién en {|p)} .z

De esta forma se puede ver que

1
\V2rh

mmwzﬁywmmMMWZ AmmﬂWW4m%wm

= 1 i —ipq/h — 1 —ipg/h
e [ da g e w0 = p i [ dae P g
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1
\V2rh

(plPl) = / da (pla)(q|Pli) = / dqe—qu/h(—ih)diqwq)

_ it d (o—ipa/n 1 ~ipa/h
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Operadores Q y P: La representacién en {|p)} .z

De esta forma se puede ver que

(plPl) = / da (pla)(q|Pli) = V;?h / dqe—qu/h(—ih)diqwq)

_ it d (o—ipa/n 1 ~ipa/h
_ n\/ﬁ/kdqdq(e )w(q)—p%/n?dqe ¥(q)
= (p|P|y) = pd(p) . (29)

es decir que la accién de P en esta representacién es multiplicar por p.

De hecho uno podria haber repetido las cuentas que hicimos con Q y obtener los mismos
resultados cambiando Q por Py i por (—1) (esto dltimo para que el conmutador quede bien).
O sea que en la representacién de {|p)} . se invierten los roles y P actda como multiplicacién
mientras que @ acttia como derivacion.
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Probar que

a) (pIX[¥) = il (pl¥).
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Ejercicio 19

b) (BI1X|e) = [ dp 5 (p) g5(p).

(BlXla) = (8] [ / dp|p><p|} Xla) = / db (81p) (pIX )

usando el item anterior obtenemos

/ dp (8lp)in- ~(pla) = / dpﬁ*(p)d%a(p) .
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