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Postulados de la mecanica cuantica (ver clase 7 del 07/09)

La clase pasada vimos los postulados de la mecanica cudntica. Repasemos rapido lo
mas importante que necesitamos para resolver los problemas que siguen.

En el caso no degenerado:
Dado un estado inicial |¢)

3. Los resultados posibles al medir A, son sus autovalores ap.
4. La probabilidad de medir A y obtener un resultado a, es

2
P(an) = [(un|))] (1)
donde |up) es el autoestado de A asociado a ap.
Como consecuencia, el valor medio de A es

(A) = (Y|AlY) ()

5. Después de medir A y obtener aj, el estado inicial [¢)) colapsa instantdneamente
en |un).

[v)  — un) (3)

6. La evolucién temporal es generada por el Hamiltoniano. En particular, para
problemas independientes del tiempo, U(t) = et/
segun

y los estados evolucionan

[(2)) = e~/ [4(0)) (4)
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Spin 1/2 (ver clase 5 del 31/08)

<§J (1)) {5X;+>,|5x:>}:{;§(1>’1<_11>} ©
=330 3) tssor=15() ()] ©

) I (O I

N

Para el operador de spin en la direccién de un versor arbitrario

n = (cosa sin 3,sin« sin 3, cos 8)

|S - m;+) = cos(6/2) |+) + e sin(8/2) | -) . (8)

Recordar: Los estados estan univocamente definidos a menos de una fase global. Es

decir, por ejemplo |S,; —) = % < 1_) = % <1 + I>
—f = f
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Problema 24

Un sistema de dimensién 2 estd en un autoestado de S - n (ver ejercicio 11 de la guia 1) con
autovalor 7i/2, donde n es un vector unitario en el plano 2z que forma un dngulo v con el eje

positivo z.
(a) Sise mide S., jcudl es la probabilidad de obtener A/2? Verifique que los casos v = 0, 7/2
tienen sentido. Responder la misma pregunta si lo que se mide es S,.

(b) Suponer ahora que al realizar una medicién de S, se obtuvo el valor —h/2. ;Cudl es la
probabilidad de que al medir S. inmediatamente después se obtenga también —h/27
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a) Cudl es la probabilidad de obtener S, = 1/27 Responder la misma pregunta si lo
que se mide es Sx

Habiamos visto (ej. 14.d) que el autoestado de S - n(t) con autovalor +7/2 es
IS - n; +) = cos(B/2) [+) + " sin(6/2) |-) 9)
Por lo tanto tenemos

IS-n;+) = cos(v/2) [4) +sin(v/2) | =)

|2 4+) = |+)
1
1S+ = =5 (1) +1-))
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P(Szi+h/2) = |(Szi+1 i) ||

= |+ (cos(r/2) 149 +sin(v/2) 1) )

— cos?(7/2)

2
<5x;+\S-n;+>‘

= ’%( (+| + (—|) (cos('y/2) |[+) + sin(v/2) |_))’2

P(Sx;+h/2) =

= 2 (eotor2 - smap2)F s (24 7)
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b) Suponer ahora que al realizar una medicién de Sy se obtuvo el valor —7/2. ;Cudl es
la probabilidad de que al medir S, inmediatamente después se obtenga también —h/2?

S m+) — |Sx—) — |S:-) (10)
Pensemos primero en un problema parecido:
b') Suponer que el sistema se encuentra en el estado |Sx; —). i Cudl es la probabilidad

de que al medir S, inmediatamente después se obtenga también —h/27

Como consecuencia del postulado 5 que nos habla del colapso del estado cuando
realizamos mediciones, los problemas b’) y b) son equivalentes. No nos preocupamos
por la probabilidad de obtener Sx = —//2 en la primera medicién.

2
P(Se=) = [ (82 =15 ) |

ERAGEE
= (11)

Atencién: Es importante que los estados estén normalizados para llegar al resultado
correcto.
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Problema 25

25| Precesién del espin. El hamiltoniano de un sistema de espin 1/2 en un campo magnético
externo uniforme B en la direccion z esta dado por

()
mc

Verificar que los autoestados de S, |+) v |—=) son también autoestados de la energia, y
calcular los correspondientes autovalores.

(a

(b) Suponer que at = 0 el sistema se encuentra en el estado |a) = \%(|~>+\7)) (que correspon-

Sq,+)). Hallar la evolucion temporal |a(t)) de dicho estado. ;Qué resultados
pueden obtenerse al medir S, a un tiempo posterior? ;Con qué probabilidades?

(¢) Calcular (S,) vy (

cuenta de la prec

de al estado

S,) en funcion del tiempo (Esta rotacion de los valores de expectacion da
sion del espin).

(d) Encontrar el versor n(t) para el cual |a(t)) resulta ser autoestado de S - n(t).
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a) Verifcar que los autoestados de S; |+) y |—) son también autoestados de la

energia, y calcular los correspondientes autovalores.

h h
HI4) = —wS: [4) = —Swlt)  Er=—w

h
H|-)=—-wS;|-) = EwH-) [ =

(12)
(13)

Recordemos que [H, S;] = 0, por lo tanto necesariamete H y S, debian tener una base

comtn de autoestados.
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b) Hallar la evolucién temporal |a(t)) del estado inicial. ; Qué resultados y con qué
probabilidades pueden obtenerse al medir Sy a un tiempo posterior?

Dado [a(0)) — |o(t)) = e~ */" |a(0))

donde vale que el operador de evolucién temporal U(t) = e~ Mt/ ya que H no
depende de t.

la(8)) = e~ H/E 2 (14) +|-))

V2
_ % <67/Ht/ﬁ I+) + e—iHe/h ‘_>)
— % <eiwt/2 |+> + efiwt/Z |_>) (14)

Propiedad: en el dltimo paso utilizamos

Alojy =aj|ay) = f(A)|aj) = F(oy) |oy) (15)

Demostracién: f(A) |Ozj> = Zi f(a,-) ‘Ot,‘> <o¢,—|aj> = Zi f(Oé,') |Oé,'> 5,‘] = f(aj) |ozj>

(ver ejercicio 12.d)
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P(Sci+) = | (Sci +a(e) [
= | &5 (4 1) s (2 + ez
— cos(wt/2)

Tarea: Mostrar P(Sy; —) = sin?(wt/2)
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c) Calcular (Sx) y (Sy) en funcién del tiempo

(Sx) (t) = (a(t)|Sx|a(t))
= 22 (e el 2 1) (1) 1 1) (1) (72 ) + o772 )
- g % (772 (4] + ft/2 (=) (9772 | =) + e~ t/2 |4) )
=55 (4 + ) = Gensn)

Tarea: Mostrar -
(Sy) (t) = 3 sin(wt) (16)

Comentario: Siempre es posible también trabajar en notacién matricial cuando nos
resulte mas comodo. Es equivalente. Por ejemplo

) ) L iwt/2
(S:) (t) _ % (e—lwt/Q e/wt/2) g <(1) g’)) % (ee—iwt/2> (17)
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d) Encontrar el versor n(t) para el cual |a(t)) resulta ser autoestado de S - n(t).

la(e)) = 5 (72 4) + =172 )
_ eiwt/2% <|+> 1oemiwt ‘7>)
= /wt/2 (COS(ﬂ'/4) |[+) + e~ “Esin(m/4) |—>)

Podemos reconocer av = —wt, = 7/2
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