Fisica Tedrica 2 - Practica

Representacién de Heisenberg.
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Representacion de Heisenberg

Temas a ver:

1. Repaso: Evolucién temporal, representacién de Schrédinger y Heisenberg.
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Representacion de Heisenberg

Los estados de un sistema cuantico vienen dados por un vector en un espacio de
Hilbert H. Asi cada estado inicial |¢g) € H a tiempo tg evoluciona instante a instante
a través de la ecuacidn de Schrédinger en otro [¢(t)) a tiempo t. Asi tenemos un
mapa de U(t, to) : H — H tal que U(t, to)|who) = [4(t)).
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mapa de U(t, tg) : H — H tal que U(t, to)|vbo) = |¥(t)).

Por definicién este mapa es un operador que debe satisfacer

U(to, to)ltho) = |9(to)) = Itho), Vo) € H

= UO(to, to) = 1. (1)

Ademas usando la ecuacién de Schrodinger podemos escribir una ecuacién para este
operador de evolucién temporal

() = — @)

| o

0(t. t0) o) = —1 H(O(t, w)lo), Vi) € H

Q.

t

— %0(1&7 to) = f}illfl(t)[/(t, to) |, (2)

siendo 1 la condicién inicial de esta ecuacién diferencial.
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Representacion de Heisenberg

Hasta ahora hemos usado la representacién de Schrodinger en el cual los estados
evolucionan segtn

[(t)) = O(t, to)[¢ho), (3)
mientras que los operadores (si bien puede depender explicitamente del tiempo) no

evolucionan en el tiempo.
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Hasta ahora hemos usado la representacién de Schrodinger en el cual los estados
evolucionan segtn

l¥(t)) = U(t, to)|vo), (3)
mientras que los operadores (si bien puede depender explicitamente del tiempo) no
evolucionan en el tiempo.

Sin embargo, dado que todo lo que podemos observar en el laboratorio son valores
medios de alglin observable As y estos vienen entonces dados por

(W(BIsAslv(e)s = ((wols U (¢ t0)) As (Ot ) lwo)s)
podriamos considerar otra representacién en la cual los operadores evolucionan en el
tiempo seguin
An(t) := O7(t, o) AsU(t, to) (4)
mientras que los estados permanecen constantes en el tiempo
[¥(t)H == |tbo)s. ©)
Se ve que
($(0)|sAsle(t)s = (ol uAn(t)|o)H (6)
o sea que las predicciones fisicas de ambos formalismos matematicos son las mismas.
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Representacion de Heisenberg

Asi como tenemos una ecuacién de evolucién temporal para los estados en el picture
de Schrodinger podemos obtener una ecuacién andloga para la evolucién de los
operadores en el picture de Heisenberg calculando

d .

EAH(t)

&[0 ) As(0)0(t, )]
= LTUT(; to):| s(1)0(t, to) + O (¢, t0)As(t) {di (t, tg):|

Lo, m)[ As(f)] 0(t. 1)
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Asi como tenemos una ecuacién de evolucién temporal para los estados en el picture

de Schrodinger podemos obtener una ecuacién andloga para la evolucién de los
operadores en el picture de Heisenberg calculando

SAu(®) = 5 [0t ) As()0(t, )]
= [£01 )] As)0(e. ) + 0 0)As(0)| £ 0(c. )]
+07(t.0) | 2-As(0) Ot
usando la ecuacién para el operador de evolucién tenemos
SAn(®) = |2 07(e.)A(0)| As()0(t. 1) + O (1, 0)As(0) [~ A O(c. )]
+ 07t 1) [ 2 As(0)] O(e. 1)

ﬁUT(t 10)A(t) O(t, 1) 01 (¢, 1) As () O(t, to)

~ L0t 0)As(0(, )01 (6, ) AW O(t, 1) + 01t to)[ As(t)] 0(t, o)
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Representacion de Heisenberg

usando la definicién de operador en el picture de Heisenberg

9 Au0) = LAu(OAu(®) L Au(0)An() + [%As(t)h
= SAn(0) = 5 [Ante). Aat)] + | 5 Asto)]

Esta es la ecuacién de Heisenberg.

™
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Representacion de Heisenberg

usando la definicién de operador en el picture de Heisenberg

d . i~ ~ i~ ~ 0 4
—Ay(t) = —Hu(t)Au(t) — —An(t)Hy(t — As(t
SN = LANOAN(E) = LAn( (o) + | 7 As(o)]
d . 114 ~ o
— | —Ay(t) = — |An(t), Hy(t — As(t 7
A = 3 [Ante) Auo)] + | s @)
Esta es la ecuacidon de Heisenberg.
Esta ecuacién se resuelve usando la condicién inicial
An(to) = O (to, t0)As(t0) U(to, to) = As(to). (8)
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Representacion de Heisenberg

Meciénica clasica: Sistema con coodenadas candnica g, momento conjugado p y
hamiltoniano H(q, p, t). Teniamos las ecuaciones de hamilton

d o

—g=— 9
dtq aop ©)
d 7]

Sp=-—"H 1

dat” dq (10)
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79" o (9)
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Representacion de Heisenberg

Meciénica clasica: Sistema con coodenadas candnica g, momento conjugado p y
hamiltoniano H(q, p, t). Teniamos las ecuaciones de hamilton

d Ie]

—g=—H 9
79" o (9)
d 1o}
—p=——H 10
i (10)

Definiendo el corchete de Poisson para funciones f = f(q,p,t) y g = g(q, p, t) como

of 0g  Og Of

f === — 11
{f.e} 94 0p 99 0p (11)
tenemos que
d
—g= H 12
59 ={a.H} (12)
2 o= {p.H) (13)
dtp_ P, .
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Representacion de Heisenberg

Mientras que un observable clasico viene dado por una funcién de la forma

f = f(q, p, t) que evoluciona segin

d of d of d of
—f t — 14
(q,p,t) = 7q dtq+8pdt P+ o (14)

dt
of OH of OH  Of

~ 8q ap ap dq | ot

— f(q, p,t) = {f, H} + g (15)
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Representacion de Heisenberg

Mientras que un observable clasico viene dado por una funcién de la forma

f = f(q, p, t) que evoluciona segin

d of d of d of
=f = 14
dt (a.p:t) = aq at? dp dt +8t (14)
_OFOH  Of OH  of
" 8gq 8p op dqg Ot
of
= f(q,p7 t)={f,H}+ o (15)
Comparando con
d . 1 0 4
—Ay(t) = = |Au(t), Ayt — As(t 1
SAn() = 7 [An(0) o] + | LAso)] (16)

Cuantizacién candnica:

A= A

L=l
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Representacion de Heisenberg

Propiedades

e Distributivo con respecto a la suma

65:A5+és
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Representacion de Heisenberg

Propiedades

e Distributivo con respecto a la suma

65:A5+és

Cy = 0'(¢, to) (As + I§5> O(t, to) = O (¢, to)As O(t, to) + 07 (¢, t0) Bs O(t, to)
- CH :AH+BH (17)
e Distributivo con respecto a al producto

Cs = AsBs

Cu(t) = O'(t, to)As(t)Bs(t) U(t, to)
Ot (¢, 1) As () O(t, to) O (¢, to) Bs(t) O(t, to)

— éH = AyBy (18)

9/17



Representacion de Heisenberg
e Conmutador

[As. Bs] = (AwB(), — (BWA®)), = Au(6)Bu(t) = Bu(t)An(t)
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[As. Bs] = (AwB(), — (BWA®)), = Au(6)Bu(t) = Bu(t)An(t)

"
= [As,és]H = [AH,éH] (19)
Ejemplo:

[Xs.Ps] | = [Ru(e), Pu(v)]

ih = (i) = [Xu(2), Pu(r)] . ve. (20)
e Sea f una funcién analitica
RE [i A] =S anAy) = F(A) (21)
e P

o Si A # F(t) entonces U(t, to) = e~A(t=10) entonces

FIH(t) _ eff:ls(tftg)lflseffﬂg(tfto) _ el'/:/s(tfto)efl‘/:fs(tftg)’fls _ I:IS

—  Au(e) = As (22)
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Representacion de Heisenberg

7 . 6’\7 2 0 _
e Ademdssi ;7 A=0y [A,H] =0
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Representacion de Heisenberg

e Ademds si %A =0y [A, I-AI] = Oentonces

e = 7 ([0 o] + ([ FAs(0)] ) =0

= | (Au(t)) = cte. (23)
es decir que el observable A se conserva.
Ejemplos: Si H #* I:I(t) entonces %FI =0y [I:I7 FI] =0

— (A(t)) = E = cte.

tenemos la conservacién de la energia.
Si tenemos una particula libre A = P2/2m # A(t) entonces %I—AI =0y
[ﬁ, FI] =0

= (P(t)) = p = cte.

tenemos la conservacién del momento lineal.
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Ejercicio 33

Demostrar que el valor de expectacién de un observable A(t) en el estado |i(¢)) satisface

d 1 0A
G = gaam (5.

(a) Derivar el teorema de Ehrenfest a partir de este resultado.

Partimos de J 1 5
A = & [An(o). Au(o)] + | S As(0)]
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Demostrar que el valor de expectacién de un observable A(t) en el estado |i(¢)) satisface

d 1 0A
G = gaam (5.

(a) Derivar el teorema de Ehrenfest a partir de este resultado.
Partimos de
d

Tomando valor medio de esto se deduce

dt<AH(t)> 1h<[AH(r) HH(t)]> <{3

¢ 2 As(o)] )

A = & [An(o). Au(o)] + | S As(0)]

= Aw) = (AW, AW + (- AW)

(24)
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Ejercicio 33
Demostrar que el valor de expectacién de un observable A(t) en el estado |i(¢)) satisface

G = gaam (5.

(a) Derivar el teorema de Ehrenfest a partir de este resultado.

Partimos de
() = & [An(e) Ao + [ As(o)]

Tomando valor medio de esto se deduce

S = T [An0). o)) + ([ 5 As(o)] )

dt ih
= LA@) = (A AOD + (AW e
Tomando A = P2/2m + V(X) tenemos
SR = ([ A = = ([R V) + 2 (X, B2 2m))
1l 1¢ & 1 AT & A Al a
== [ P2/2m] o (P [X,P] + [X,P] p)
= ain(Py = (B) = | T(R)=—(P) (25)
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Ejercicio 33

Por otro lado

P = = ([P A = ([P VK] = S v (R [P.K])
=~ ih(V(X))
— | Py = (') (26)
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P = = ([P A = ([P VK] = S v (R [P.K])
=~ ih(V(X))
9By = (VI(R
— 2Py = V(X))
Esto implica que s
2 . 1d 4 1, .
L3 = - S (P = - T (V/(X).

Cuidado (V/(X)) # V/((X)), por ejemplo (X®) # (X) a menos que a = 0, 1.
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Ejercicio 33

Por otro lado

P = = ([P A = ([P VK] = S v (R [P.K])
=~ ih(V(X))
d 4 o
— 2Py = V(X)) (26)
Esto implica que s
2 . 1d 4 1, .
F()Q:;E(P):*;( (X)) (27)

Cuidado (V/(X)) # V/((X)), por ejemplo (X®) # (X) a menos que a = 0, 1.

Por eso, esta ecuacién no es la segunda ley de newton para el valor medio ni se puede
resolver por si sola. Excepto para un potencial lineal o un oscilador arménico.
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Ejercicio 33

(b) Utilizar esta formula para estudiar nuevamente la precesion del espin (ver ejercicio 4).
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Ejercicio 33

(b) Utilizar esta férmula para estudiar nuevamente la precesion del espin (ver ejercicio 4).

H = —%wcrz = —wS;
D180 = 2 ([30 A = —mwl[808]) = Zwinis) =wis)  (29)
18 = (8 A =~ el[8,8]) = —win(s) = —w(s) (29)
P 5 —wl(s,) = —u2(s
= (80 =w_(S) = (S
= (S5)(t) = (5x)(0) coswt + (S, )(0) sinwt
(5y)(t) = (5x)(0) sinwt — (S5,)(0) cos wt
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Ejercicio 33

(b) Utilizar esta férmula para estudiar nuevamente la precesion del espin (ver ejercicio 4).

H = —%wcrz = —wS;
D180 = 2 ([30 A = —mwl[808]) = Zwinis) =wis)  (29)
18 = (8 A =~ el[8,8]) = —win(s) = —w(s) (29)
d> 4 d ’
— (8 mw i (8) = (50
= (S5)(t) = (5x)(0) coswt + (S, )(0) sinwt
(5y)(t) = (5x)(0) sinwt — (S5,)(0) cos wt
si a [¢(0)) = |Sx, +) entonces
(Sa)(t) = gcoswt (30)
(31)

(5,)(t) = gsinwt .
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Ejercicio 35

Considere una particula en un potencial unidimensional V(X) = —kX (por ejemplo, puede
corresponder a un campo gravitatorio o a un campo eléctrico uniforme).

(a) Escriba el teorema de Ehrenfest para los valores medios de la posicion X y el momento P
de la particula. Integre las ecuaciones y compare con el resultado clasico.
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= —kX (por ejemplo, puede

(a) Escriba el teorema de Ehrenfest para los valores medios de la posicion X y el momento P
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Ejercicio 35

Considere una particula en un potencial unidimensional V(X) = —kX (por ejemplo, puede
corresponder a un campo gravitatorio o a un campo eléctrico uniforme).
(a) Escriba el teorema de Ehrenfest para los valores medios de la posicion X y el momento P
de la particula. Integre las ecuaciones y compare con el resultado clasico.

Si A =P2/2m— kX
d - 1 4
S =(P) (32)
d 4 o
SP) = —(VI(R) = & (33)
el momento crece linealmente con k
(A1) = ke + (P)(0) (34)
LR =L B0 = K1) = o+ S B)O)+ (K)0),  (39)

obtenemos un movimiento uniformemente acelerado que coincide con el resultado

clésico.
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Ejercicio 35

(b) Muestre que la dispersién ((AP)?) no varfa en el tiempo.
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Ejercicio 35

(b) Muestre que la dispersién ((AP)?) no varfa en el tiempo.

%<(Aﬁ)z> = l([(Aﬁ‘)Z, Al = %([(ﬁ — (B))2, B?/2m — kX])

= ([P~ 2P(P) + (P, —kX]) = —“ 2P [P, X] - 2(P) [P, X))
- 7"( in) (2(B) —2(P))) =0 (36)
= ((AP)?) = cte. (37)
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Ejercicio 35

(b) Muestre que la dispersién ((AP)?) no varfa en el tiempo.

(@) = S ([(@PRA]) = ([P~ (P2, P /2m — kX))
= ([P~ 2P(P) + (P, —kX]) = —“ 2P [P, X] - 2(P) [P, X))
- %‘Hh) (2(8) — 2(8))) =0 (36)
= ((AP)?) = cte. (37)

(c) Escriba la ecuacién de Schrodinger en la representacién de momentos. Deduzea luego una
relacién entre &;|v(p, 1) v 8,¢(p, )|, Integre la ecuacién e interprete.
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Ejercicio 35

(b) Muestre que la dispersién ((AP)?) no varfa en el tiempo.

%<(Aﬁ)z> = %([(Aﬁ){ Al = %([(ﬁ — (B))2, B?/2m — kX])

= ([P~ 2P(P) + (P, —kX]) = —“ 2P [P, X] - 2(P) [P, X))
- %‘Hh) (248) — 2(8))) =0 (36)

= ((AP)?) = cte. (37)

(c) Escriba la ecuacién de Schrodinger en la representacién de momentos. Deduzea luego una
relacién entre &;|v(p, 1) v 8,¢(p, )|, Integre la ecuacién e interprete.

1

0
a\@ = EH\@

o, 1, .
(P|EW> = Th(P|(P /2m — kX))
o - 1 _ o -
aﬁ’(Pﬂ t) = EP2/2’"’¢(P» t) - kaipw(f% t)
_*8___*i2 T o E“
b= amd bk
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Ejercicio 35

conjugando a ambos lados

_8'*_7'l2 _*7'2'*
d)aw = wmp /2mip wkapw
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Ejercicio 35

conjugando a ambos lados
D = b 2w — G
sumando
P B Tk
SEBR =~k
(%*%%) 102 =0 = [§ = f(kt —p) |

con f alguna funcién real. La densidad de probabilidad en el espacio de momentos es
una onda viajera que se mueve con velocidad k.
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