Fisica Tedrica 2 - Practica

Particulas idénticas.
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Particulas idénticas

Temas a ver:

2 particulas idénticas

N particulas idénticas

Ejercicio 103

Ejercicios 105-108
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Particulas idénticas

Comparten las mismas propiedades intrinsecas

e Masa
e Carga
e Spin

Carga de color
e |sospin

e etc

Pueden ser elementales como los electrones, fotones, muones o ser compuestas como los
neutrones, proptones o dtomos.
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Particulas idénticas

El espacio de Hilbert de dos particulas idénticas es de la forma H ® H.

Alli definimos el operador permutacion de dos particulas sobre elementos de la base producto
tensorial como

P12‘O‘=6> = |ﬁ,0¢>. (1)
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Particulas idénticas

El espacio de Hilbert de dos particulas idénticas es de la forma H ® H.

Alli definimos el operador permutacion de dos particulas sobre elementos de la base producto

tensorial como

P12‘O‘=6> = |ﬁ,0¢>. (1)

Podemos ver que satisface las siguientes propiedades

P122‘Oé,5>:P12|ﬂ70[>:|04,ﬂ> (2)
'Df2 =1 (3)
P! = P = P, (4)

Como es hermitco sus autovalores son reales y como P? = [ sus autovalores resultan ser +1y
-1
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Particulas idénticas

Los estados |is) que satisfacen

Plis) = |¢s) (5)

se denominan simétricos.
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Particulas idénticas

Los estados |is) que satisfacen

Plis) = |¢s)
se denominan simétricos.

Los estados |¢a) que satisfacen

Plypa) = —[1a)

se denominan anti-simétricos.

5/34
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Los estados |is) que satisfacen

Plis) = |¢s) (5)
se denominan simétricos.

Los estados |¢a) que satisfacen

Plypa) = —[1a) (6)

se denominan anti-simétricos.

Si las particulas son idénticas entonces el estado de particulas intercambiadas P, |v)) serd
indistinguible del estado |¢).
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Particulas idénticas

Los estados |is) que satisfacen
Plis) = libs) (5)
se denominan simétricos.

Los estados |¢a) que satisfacen
Plva) = —[¢a) (6)

se denominan anti-simétricos.

Si las particulas son idénticas entonces el estado de particulas intercambiadas P, |v)) serd
indistinguible del estado |¢).Eso significa que para todo obserbable A debemos tener que

(V]AlY) = <¢‘P1T2AP12W> = P:IzA'Dlz = A, (7)

es decir, que todos los obserbables fisicos tienen que ser invariantes ante permutacién. Por
ejemplo, el espin total S = S; + S, + Ss.
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Particulas idénticas

Postulado de simetrizacion

a) Particulas cuyo espin es un entero miiltiplo de 7 solo puede estar en un estado simétrico.

Estas particulas se llaman bosones.

b) Particulas cuyo espin es un miltiplo semi-entero de % solo puede estar en un estado
anti-simétrico. Estas particulas se llaman fermiones.

c) No existen estados parcialmente simétricos.

Es fundamental entonces entender cdmo construirnos estados con una simetria dada.
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Particulas idénticas

Operador simetrizador

S= (u + P12) (8)
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Particulas idénticas

Operador simetrizador

S= (u + P12) (8)

-

Operador anti-simetrizador

(I — Pr2) (9)

&\H
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Particulas idénticas

Operador simetrizador

1
S= = (14 P1o) (8)
Operador anti-simetrizador
1
A=—(1-P 9
7 (I - Pr2) 9)

Veamos que efectivamente si aplicamos estos operadores a un estado arbitrario el resultado
tiene la simetria buscada. Sea |¢) = S|¢)

Pio|¢) = P1oS|yh) = Pro—= (14 P12) [¢)) = —= (P2 + PR) [)) = —= (P2 + 1) [¥) ~ (10)

1
V2 7
Pi2|¢) = |¢)- (11)

\f
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Particulas idénticas

Ademds tenemos que
1 1
V2 V2

Todo estado de dos particulas es suma de un estado simétrico y otro anti-simétrico

u:%(sw):m: (S16) + Al)) = —= (Is) + [1a)) . (12)

HRH=Hs D Ha. (13)
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Particulas idénticas

Ejercicio 103 Construya los estados posibles de varias particulas en cada uno de los siguientes
casos.

a) Dos bosones de espin 1.
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Particulas idénticas

Ejercicio 103 Construya los estados posibles de varias particulas en cada uno de los siguientes
casos.

a) Dos bosones de espin 1.

La base del espacio de Hilbert H de uno de estos espines estd dada por

{11),10),[ = 1)} (14)
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Particulas idénticas

Ejercicio 103 Construya los estados posibles de varias particulas en cada uno de los siguientes

casos.
a) Dos bosones de espin 1.

La base del espacio de Hilbert H de uno de estos espines estd dada por
{11),10), | = 1)} (14)
La base tensorial del sistema compuesto H ® H es entonces
{11,1),11,0),]1,-1),10,1),10,0),10, =1),[ = 1,1),| = 1,0),| = 1, =1)} (15)

Como las particulas son bosones buscamos una base de estados simétricos.
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Particulas idénticas

Los estados
1) =1[1,1), [2)=100), [3)=[-1,-1) (16)

ya son simétricos. Para obtener los otros aplicamos el operador simetrizador a la base
1

4)=511,0) =

(11,0) +10,1)) = 50, 1) (17)
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Particulas idénticas

Los estados
1) =11,1), [2)=100), [3)=[-1,-1)
ya son simétricos. Para obtener los otros aplicamos el operador simetrizador a la base
1

4)=511,0) =

(|1’0> + |07 1>) = 5|07 1>

)= SIL-1) = (L -1+ - L1) = 5| - L.1)

16) = S| —1,0) = % (| = 1,00 + [0, —1)) = 5[0, 1).

Asi tenemos una nueva base de estados posibles

{11),12),13),14),15)16) }-

(18)

(19)
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Particulas idénticas

N particulas idénticas

Para entender sistemas con mas de dos particulas debemos repasar algunos conceptos previos.
Definimos una permutaciéon o como una funcién

011,20 N] = [1,2, ..., N] (21)

biyectiva.
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Particulas idénticas

N particulas idénticas

Para entender sistemas con mas de dos particulas debemos repasar algunos conceptos previos.
Definimos una permutaciéon o como una funcién

o:[1,2,....,N]=[1,2,...,N| (21)
biyectiva.Por ejemplo, para N =3
(1,2,3) = (c(1),0(2),0(3)) = (3,2,1). (22)

Si la permutacién se puede expresar como composicién de p transposiciones (permutacién de
solo 2 elementos) entonces se define su signo como

sgn(o) = (—1)°. (23)
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Particulas idénticas

N particulas idénticas

Para entender sistemas con mas de dos particulas debemos repasar algunos conceptos previos.
Definimos una permutaciéon o como una funcién

o:[1,2,....,N]=[1,2,...,N| (21)
biyectiva.Por ejemplo, para N =3
(1,2,3) = (c(1),0(2),0(3)) = (3,2,1). (22)

Si la permutacién se puede expresar como composicién de p transposiciones (permutacién de
solo 2 elementos) entonces se define su signo como

sgn(o) = (—1)°. (23)

Dada una permutacién o definimos el operador de permutacién sobre un estado de N

particulas como
Py|1,2,..,N) = |o(1),0(2),..,a(N)). (24)



Particulas idénticas

Los postulados se mantienen, es decir, el estado |1)s) de un sistema de bosones de ser simétrico
ante toda permutacién de dos particulas

Pijls) = [s) (25)

y un sistema de fermiones debe ser anti-simétrico

Pilba) = =ltba)- (26)
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Particulas idénticas

Por analogia con el caso anterior podemos definir el operador simetrizador como

1
5:% > P, (27)

o perm.

siendo C el nimero de estados que sumamos.
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Particulas idénticas

Por analogia con el caso anterior podemos definir el operador simetrizador como
s— 2 > P (27)
- T = o
C o perm.

siendo C el nimero de estados que sumamos.Si tenemos N particulas y M estados bosédnicos,

los estados posibles son tantos como formas de distribuir N particulas en M cajitas: %
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Particulas idénticas

Por analogia con el caso anterior podemos definir el operador simetrizador como
s— 2 > P (27)
- T = o
C o perm.

siendo C el nimero de estados que sumamos.Si tenemos N particulas y M estados bosédnicos,

los estados posibles son tantos como formas de distribuir N particulas en M cajitas: %

El operador anti-simetrizador es

1
A= Nia > sgn(o)Ps. (28)
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Particulas idénticas

La accidén de este operador sobre un estado se puede calcular como el determinante de slater

la)1 la)2 |a)s
A(|a)1]b)2|c)s)VC = | |b)1 |b)2 |b)s (29)
)1 [e)2 e)3
)

= [a)1 (|b)2]c)s — [b)3[c)2) —[a)2 (|b)1]c)s — [b)s[c)1) + |a)s ([b)1lc)2 — [b)2lc)1)  (30)
= |a)1|b)2lc)z — |a)1lc)2|b)s — [b)1|a)a|c)s + [c)1]a)2|b)s + |b)1]c)a|a)s — |c)1]b)2la)s  (31)

Permutaciones ciclicas tienen signo + y anti-ciclicas —.
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Particulas idénticas

La accidén de este operador sobre un estado se puede calcular como el determinante de slater

la)1 la)2 |a)s
A(la)1|b)2|c)3)VC = | |b)1 [b)2 |b)s (29)
)1 [e)2 e)3
)

= |a)1 (|b)2[c)s — [b)s|c)2) — [a)2 (|b)1]c)s — [b)s[c)1) + |a)s (|b)1lc)z — [b)2[c)r)  (30)
= |a)1|b)2|c)s — [a)1]c)2[b)s — [b)1|a)2|c)s + [c)1]a)2[b)s + [b)1|c)2]a)s — |c)1]b)ala)s  (31)
Permutaciones ciclicas tienen signo + y anti-ciclicas —.

Si el estado tiene dos niimeros cudntico iguales (por ejemplo, a = b) el determinante tendra
dos filas iguales y se anulard. De aca se deduce el principio de exclusiéon de Pauli: No puede
haber dos fermiones en el mismo estado cudntico.
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Particulas idénticas

La accidén de este operador sobre un estado se puede calcular como el determinante de slater
a)1 )2 |a)s
|b)1 [b)2 |b)s (29)
o)1 e)2 lo)s
= |a)1 (|b)2lc)s — |b)3[c)2) — [a)2 (|b)1|c)s — |b)s[c)1) + |a)s (|b)1lc)2 — [b)o[c)1)  (30)
= [a)1|b)2|c)3 — [a)1|c)2|b)s — [b)1]a)2|c)s + [c)1]a)2|b)s + [b)1[c)ala)s — [c)1]b)2la)s  (31)

Permutaciones ciclicas tienen signo + y anti-ciclicas —.

A(la)1|b)2le)s)V'C =

Si el estado tiene dos niimeros cudntico iguales (por ejemplo, a = b) el determinante tendra
dos filas iguales y se anulard. De aca se deduce el principio de exclusiéon de Pauli: No puede
haber dos fermiones en el mismo estado cudntico.

Si tenemos N particulas idénticas y M estados fermidnicos, los estados posibles son tantos

como elegir N estados distintos de M posibles sin importar el orden: m

Hs @ Ha < HEN (32)



Particulas idénticas

b) Tres bosones de espin 1.

La base completa tiene 3 * 3 x 3 = 27 elementos
{]1,1,1),]1,1,0),1,1,-1),|1,0,1),]1,0,0),|1,0,-1),|1,-1,1),|1,-1,0),|1, -1, —-1),| — 1,1,1)
0,1,1),]0,1,0),]0,1,-1),]0,0,1),]0,0,0),|0,0,—1),]0,—1,1),]0,—1,0),|0,—1,—-1),| — 1,1,0)
|-1,1,-1),] -1,0,1),| - 1,0,0),| — 1,0,-1),] — 1,-1,1),| —= 1,-1,0),| — 1,—-1,-1)}
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b) Tres bosones de espin 1.

La base completa tiene 3 * 3 x 3 = 27 elementos
{]1,1,1),]1,1,0),1,1,-1),|1,0,1),]1,0,0),|1,0,-1),|1,-1,1),|1,-1,0),|1, -1, —-1),| — 1,1,1)
0,1,1),]0,1,0),]0,1,-1),]0,0,1),]0,0,0),|0,0,—1),]0,—1,1),]0,—1,0),|0,—1,—-1),| — 1,1,0)
|-1,1,-1),] -1,0,1),| - 1,0,0),| — 1,0,-1),] — 1,-1,1),| —= 1,-1,0),| — 1,—-1,-1)}

Los estados
|1> = |1717 1>a |2> = ‘03070> a|3> = | - 1771a 71> (33)

ya son simétricos ante el intercamibio de cualquier particula.
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Particulas idénticas

b) Tres bosones de espin 1.
La base completa tiene 3 * 3 x 3 = 27 elementos
{]1,1,1),]1,1,0),1,1,-1),|1,0,1),]1,0,0),|1,0,-1),|1,-1,1),|1,-1,0),|1, -1, —-1),| — 1,1,1)
|0,1,1),]0,1,0),]0,1,-1),]0,0,1),]0,0,0),|0,0,—1),]0,—1,1),|0,—1,0),]0,—1,—1),] — 1,1,0)
|-1,1,-1),|-1,0,1),|—1,0,0),| — 1,0,-1),] — 1,-1,1),| —1,-1,0),| — 1,—-1,—-1)}
Los estados

1) =11,1,1), |2)=10,0,0) ,[3)=|—-1,—-1,-1) (33)
ya son simétricos ante el intercamibio de cualquier particula.Simetrizamos los de dos estados

iguales
5|0,0,1) (34)
tenemos que hacer todas las combinaciones posibles de (n; + n, + ...n;) caracteres de los
cuales n; son iguales, n, son iguales etc. Tenemos en total
(n1+n2+...nj)! (35)
niina!. . n;!

combinaciones posibles, esto darad la normalizacién. 15/34



Particulas idénticas
En nuestro caso son 3!/(2!1!) = 3. Explicitamente

|4) = 5]0,0,1) = (|0 0,1) +11,0,0) +10,1,0))

%\

|5> = 5|0707 *1> = (|0707 *1> + ‘ - 130a0> + |0> 7130>)

Sl

|6) = S|1,1,0) = (|l,1,0>+|0 ,1)+11,0,1))

%\

7)) =S[1,1,-1) = — (|1,1,~1) + | - 1,1,1) + |1, -1, 1))

Sl

%\

%\

-1))

-1))
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Particulas idénticas

Por dltimo tenemos que simetrizar |1,0, —1) tiene 3 caracteres distintos entonces hay
31/(11111l) = 6 combinaciones posibles.
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Particulas idénticas

Por dltimo tenemos que simetrizar |1,0, —1) tiene 3 caracteres distintos entonces hay
3!/(1!1!1!) = 6 combinaciones posibles.Explicitamente el estado simetrizado es

|10> = S|1v05_1> >+ |17_150> + |O71a_1> + |07_1a1> + ‘ - 1a150> + | - 1a071>)

(42)

1
— = (]1,0,-1
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Particulas idénticas

c) Dos fermiones de espin 7/2.

La base de una particula viene dada por

{Il=7/2),1-5/2),1=3/2),1 = 1/2),11/2),13/2),15/2),[7/2)}. (43)
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Particulas idénticas

c) Dos fermiones de espin 7/2.

La base de una particula viene dada por

{Il=7/2),1-5/2),1=3/2),1 = 1/2),11/2),13/2),15/2),[7/2)}. (43)

La base de dos fermiones viene dada por 82 = 64 estados. Obtenemos los estados
anti-simétricos aplicando el operador

Al7/2,5/2) = % (17/2,5/2) = 15/2,7/2)). (44)
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Particulas idénticas

c) Dos fermiones de espin 7/2.

La base de una particula viene dada por
{|=7/2),1-5/2),1-3/2),1 - 1/2),[1/2),13/2),15/2),[7/2)}. (43)

La base de dos fermiones viene dada por 82 = 64 estados. Obtenemos los estados

anti-simétricos aplicando el operador

1
Al7/2,5/2) = 7 (17/2,5/2) = 15/2,7/2)). (44)
En general los estados de la base anti-simétrica son
1
o B) = Alev, B) = 7 (la B) = 18, )) (45)

con o, 8 € {—7/2,-5/2,....,5/2,7/2} y o # L.
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Particulas idénticas

Ejercicio 109 Dos fermiones idénticos de espin 1/2 se mueven en una dimensién bajo el efecto
de un potencial de pozo infinito

V(x) = (46)

00 x<0,x>1L
0 0<x<L

a) Encontrar el nivel fundamental y los dos primeros niveles excitados, sus energias y
correspondientes degeneraciones.
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Particulas idénticas

Para 0 < x < L la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo es

h? 02
S 2max?

Eyp(x) = ¥(x) (47)
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Particulas idénticas

Para 0 < x < L la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo es

n? 02
E(x) = —%ﬁw(x) (47)
Las soluciones de esta ecuacidén que ademds satisfacen
P(0) =(L) =0 (48)
son
Yn(x) = Asin (HTWX) = (x|n), neN (49)
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Particulas idénticas
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=3 (T)

n
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Particulas idénticas

Para 0 < x < L la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo es

n? 02
E(x) = —%ﬁw(x)
Las soluciones de esta ecuacidén que ademds satisfacen
P(0) =(L) =0

son

Yn(x) = Asin (HTWX) = (x|n), neN

y las energias se pueden despejar reemplazando en la ecuacién de Schrodinger

=3 (T)

La constante de normalizacién viene dada por

t L 2
1:/ [p(x)Pdx = A2 = A=4/>.
0 2 L
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Particulas idénticas

Como los dos fermiones estdan en el mismo potencial y no interactiian la energia del sistema
completo viene dada por

R om\2, 5
Enm = 5 (1) (8 +nd). (52)

si el primer fermién esta en el estado |ny) y el segundo en el |n,).
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Como los dos fermiones estdan en el mismo potencial y no interactiian la energia del sistema
completo viene dada por

R om\2, 5
Enm = 5 (1) (8 +nd). (52)

si el primer fermién esta en el estado |n;) y el segundo en el |np).El estado de menor energia
esta dado por ny = np = 1.Asf la parte espacial de la funcién de onda serd |1,1) que es
simétrica, luego la parte de espin tendra que ser antisimétrica y el unico estado de dos
fermiones de espin 1/2 es el singlete.

21/34



Particulas idénticas

Como los dos fermiones estdan en el mismo potencial y no interactiian la energia del sistema

completo viene dada por
B orm\2 5 5
Enm = 5 (1) (8 +nd). (52)

si el primer fermién esta en el estado |n;) y el segundo en el |np).El estado de menor energia

2m

esta dado por ny = np = 1.Asf la parte espacial de la funcién de onda serd |1,1) que es
simétrica, luego la parte de espin tendra que ser antisimétrica y el unico estado de dos
fermiones de espin 1/2 es el singlete.La funcién de onda queda

1

1) =11,1) ® 7

(I+=)=1=+) (53)

con energia

y sin degeneracion.
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Particulas idénticas

En general, si

|\U> = |wespacial> ® ‘Xspin>

wnn

“n > >

)

S
A
A

S

> 0 >
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Particulas idénticas

En caso particular de 2 particulas tenemos que
S
Hespacial = HeAspaciaI @ Hespacial
Hspin = H?pin @ Hsspin
S S
— Hi2 = Hespacial ® Hspin = (Hépacial @ Hespacial) & (,H;Apin D Hspin)
= (Héspacial ® H?pin) @ (Hfspacial ® 7-lsApin) @ (,Héspacial ® prin) D (Hgspacial ® prin)
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Particulas idénticas

En caso particular de 2 particulas tenemos que

Hespacial = HeAspaciaI @ Hfspacial (57)
HSP'" H?pm ® Hsspin (58)
— Hi2 = Hespacial ® Hspin = (Hépacial @ Hfspacial) (,H;Apm D prin) (59)

(HéspaC|aI ® Hspm) D (Hfspamal ® 7-lspm) @ (Hespamal ® 7_lspln) (Hgspacml ® Hspm) (60)

Asi tendremos una base de estados anti-simétricos que tienen una paridad bien definida tanto
para la parte espacial como para la parte de spin.
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En caso particular de 2 particulas tenemos que

Hespacial = HeAspaciaI @ Hfspacial (57)
HSP'" H?pm ® Hsspin (58)
— Hi2 = Hespacial ® Hspin = (Hépacial @ Hfspacial) (,H;Apm D prin) (59)

(HéspaC|aI ® Hspm) D (Hfspamal ® 7-lspm) @ (Hespamal ® 7_lspln) (Hgspacml ® Hspm) (60)

Asi tendremos una base de estados anti-simétricos que tienen una paridad bien definida tanto
para la parte espacial como para la parte de spin.

iCuidado! Para mas particulas ya no vale que % = H” @ H> por lo que no existira, en
general, una base con paridad bien definida en ambas partes.
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Particulas idénticas

El primer excitado debe tener ny =1y n, =2 0 n; =2y ny = 1. Una base de estos estados es

{14 24), |14 2=), |1 24), [1—=; 2=) |24 14), [2+; 1), [2—; 1+), [2—; 1)} (61)
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Particulas idénticas

El primer excitado debe tener ny =1y n, =2 0 n; =2y ny = 1. Una base de estos estados es

{114:24), [14:2-), [1=24), [1-;2=) |2+ 14), [24; 1), [2—; 14), [2— 1) }.

(61)

Podemos obtener la base de estados totalmente anti-simétricos aplicando el anti-simetrizador

43)
43)
)

p{3) =

= All+;24) =

= All+;2-) =

= All—;24) =

All—;2-) =

Sl sl -

g

(|1+ 24) —

(|1+ 2-) —

(11— 2+

(Il

2-) -

>_

[24; 14))

2= 1+))

2+:1-))

2—1-)).

(62)

(63)

(64)

(65)
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En este caso también tenemos la base con paridad bien definida en ambas partes

1
ERE f(|12>+|21>)®5(\+—>—|—+>>
@,_ 1 B Lo v
912) = 5 (120 = 1) & s (14 =)+ = +)
68Y) = 7(|12> 21)) ® |+ +)
613) = (|12> 21) ® |~ —).

%\

Estos estados estdn un nivel de energia

a2 (3

con degeneracién 4.
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b) Se agrega una interaccién
W = —né(x1 — x2)S1 - S2 (71)

donde nes una constante y los subindices 1 y 2 denotan que la magnitud corresponde a la
particulas 1 o 2, respectivamente. Calcular las correcciones para la energia de los niveles
hallados en el inciso anterior a prim er orden en 7.
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b) Se agrega una interaccién
W = —né(x1 — x2)S1 - S2 (71)

donde nes una constante y los subindices 1 y 2 denotan que la magnitud corresponde a la
particulas 1 o 2, respectivamente. Calcular las correcciones para la energia de los niveles
hallados en el inciso anterior a prim er orden en 7.

Podemos reescribir la interaccién como

1
W = —né(xg — X2)5(52 — 512 — 522) (72)
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Calculamos las correcciones a primer orden como
(Y11 |Wlepn) = —g<17 1/6(x1 —x)[1,1)(0,0/(S* — S — 53)[0,0), (73)
siendo |0, 0) el singlete de espin.
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Calculamos las correcciones a primer orden como

(Y11 |Wlepn) = —g<1, 1/6(x1 —x)[1,1)(0,0/(S* — S — 53)[0,0), (73)
siendo |0, 0) el singlete de espin.Expresando las funciones de onda en la base de posicién
tenemos
n Lt
<¢11|W‘w11> = _E/ / ’gbf(Xl)wic(X2)5(X1—X2)’¢1(X1)w1(XQ)XmdX2h2(0*1—1/2*3/2—1/2*3/2)
o Jo
(74)
32 [t Inh?
= /0 )l by = (75)
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Calculamos las correcciones a primer orden como

(Y11 |Wlepn) = —g<1, 1/6(x1 —x)[1,1)(0,0/(S* — S — 53)[0,0), (73)
siendo |0, 0) el singlete de espin.Expresando las funciones de onda en la base de posicién

tenemos

L L
<w11| W‘w11> = —g / / wf (Xl)wic (X2)(5(X1—X2)’¢1(X1)w1 (XQ)Xm dX2h2(0*1—1/2*3/2—1/2*3/2)
0 0

L (74)
_ 37152 /0 b () s = ggfz. (75)

Para que la correciéon sea pequeia
ggiizz<<511=%:>n<<$. (76)
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Calculamos las correcciones a primer orden como

(Y11 |Wlepn) = —g<1, 1/6(x1 —x)[1,1)(0,0/(S* — S — 53)[0,0), (73)
siendo |0, 0) el singlete de espin.Expresando las funciones de onda en la base de posicién

tenemos

L L
<w11| W‘w11> = —g / / wf (Xl)wic (X2)(5(X1—X2)’¢1(X1)w1 (XQ)Xm dX2h2(0*1—1/2*3/2—1/2*3/2)
0 0

L (74)
=2 [t = 22 (79
Para que la correciéon sea pequeia
91877212<<E11:%:>77<<$. (76)
La energia del fundamental resulta ser
Bo = By + (| Wiiny) = o + 20 (77)
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Como el primer estado excitado estd degenerado debemos diagonalizar su matriz. Calculamos
los elementos de matriz

(@5 wW|6%) (78)
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Como el primer estado excitado estd degenerado debemos diagonalizar su matriz. Calculamos
los elementos de matriz

(05 | WIoF3) (78)
Si la parte espacial es antisimétrica, tenemos
5 (2] - 210) 80— x2) 75 (12) - [2m) (19)
1 L L
= 5/0 Xm/O dxa (V1 (x1)¥3 (x2) — 11 (x2) 3 (x1)) 601 — x2) (1 (xa) o2 (x2) — ¥1(x2)¢b2(x1))
(80)

- /0 dba (¢ (x1) 3 )05 0)) (v (x0) 00 = 0 -
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Como el primer estado excitado estd degenerado debemos diagonalizar su matriz. Calculamos

los elementos de matriz _
(01 |W[65)
Si la parte espacial es antisimétrica, tenemos
1 1
— ((12] — (21]) 6(x1 — x2)—= (|]12) — |21
ﬁ(< | —(21]) 6(a 2)\60 ) —121))
1

(1 m|(5* ~ 52— $2)10,0) = —> (1, m{0,0) = 0.

(78)

(79)

= 5/0 Xm/O dxo (11 (x1)¥3 (x2) — Y1 ()3 (x1)) 0(x1 — x2) (¥1(x1)¥2(x2) — 11 (x2)b2(x1))

1 t * * *
=3 /0 d (Y1 (xa) ¥ =6) s (x0)) (w1 (xa )0 () =

Si la parte de espin es antisimétrica para uno y simétrica para el otro tenemos, tenemos

(80)

(81)

(82)
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Asi tenemos <¢g§)\W|¢(1j2)> =0, excepto para j =k =1
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Asi tenemos <¢g§)\W|¢(1j2)> =0, excepto para j =k =1

1 E

ﬁ(<12l+<21I)5(X1—X2)\@(|12>+|21>)<070|(52—51—52)|070> (83)

(6B |Wel3) = —n
= ??Tn/o dxy (Y1 (x1)w5 (x1) + 5 (x1) Y1 (x1)) (1 (xa)v2(x1) + 2 (x1)1(x1)) (84)
3h%n

3 L
= Tn/o dX12|,¢}1(X1)|2|¢2(X1)|2 = T (85)
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Asi tenemos <¢g§)\W|¢(1j2)> =0, excepto para j =k =1

1 E

7 ((12] + (21]) 6(xa —Xz)\@ (112) +121)) 0,0(S* - S — 53)[0,0) (83)

1 1
(@DW(eDy = —n

= ??Tn/o dxy (Y1 (x1)w5 (x1) + 5 (x1) Y1 (x1)) (1 (xa)v2(x1) + 2 (x1)1(x1)) (84)

3 L 3h2
= Tn/o dX12|,¢}1(X1)|2|¢2(X1)|2 = TLT] (85)

La perturbacién rompe la degeneracién de 4 estados en 3 estados degenerados que siguen con
la energia sin perturbar y 1 estado que pasa a tener energia

ﬁ (7r>25 3h%n

E, = z .
mom \L 2L

(86)
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Ejercicio extra Considere dos particulas y sea D = ((x; — x2)?) la distancia cuadratica media
entre las particulas, con x; y x» la posicién de cada particula. Supongamos que las particulas
estan en dos estados ortogonales |a) y |3). Calcule entonces la distancia cuadritica media en

los casos en que

a) Las particulas son distinguibles.

b) Las particulas son bosones indistinguibles
c) Las particulas son fermiones indistinguibles.

Compare los resultados e interprete.
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a) Como las particulas son distinguibles el estado sera

) =l B) = P(x1, %) = alx)B(x) (87)
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a) Como las particulas son distinguibles el estado sera

) = la, B) = (x, %) = alx1)B(x)

Calculamos la disntancia

D= (wibly) = [ [ dads e PlaGa)Is0e)

_ / / dxdba (%2 + 32 — 2xx2)|a(x) 2B () 2

= (<)o + (x*)5 = 2(x)alx)s.

2

31/34



Particulas idénticas

a) Como las particulas son distinguibles el estado sera

) = la, B) = (x, %) = alx1)B(x)

Calculamos la disntancia

D= (wibly) = [ [ dads e PlaGa)Is0e)

_ / / dxdba (%2 + 32 — 2xx2)|a(x) 2B () 2

= (<)o + (x*)5 = 2(x)alx)s.

by c) El estado sera .
P(xa,x) = 7 [a(x1)B(0x) + a(x)B(x)]

con el + para los bosones y — para los fermiones.

2
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Calculamos la distancia

— @Dl =5 [ [ dudraa — s Plaa)sbe) £ale)s)P  (92)
= %//dxldxl(Xf + x5 — 2x10) [0?(x1) B2 (%) + o (x2) B2 (x1) £ 2a(x2)(x1)B(x1)B(x2)]
(93)

= (x*)q + <x2>5 —2(x)a(x)s F 2//dx1dxlxlxza(XQ)a(Xl)B(Xl)ﬁ(xz) (94)
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Calculamos la distancia

— @Dl =5 [ [ dudraa — s Plaa)sbe) £ale)s)P  (92)
= %//dxldxl(Xf + x5 — 2x10) [0?(x1) B2 (%) + o (x2) B2 (x1) £ 2a(x2)(x1)B(x1)B(x2)]
(93)

= (x*)q + <x2>5 —2(x)a(x)s F 2//dx1dxlxlxza(XQ)a(Xl)B(Xl)ﬁ(xz) (94)

Notemos que

//dx1dxlxlea(X2)oz(X1)B(xl)B(XQ) = (/ dxlxla(xl)ﬂ(xl)>2 >0 (95)

32/34



Particulas idénticas

Calculamos la distancia

— @Dl =5 [ [ dudraa — s Plaa)sbe) £ale)s)P  (92)
= %//dxldxl(Xf + x5 — 2x10) [0?(x1) B2 (%) + o (x2) B2 (x1) £ 2a(x2)(x1)B(x1)B(x2)]
(93)

= (x*)q + <x2>5 —2(x)a(x)s F 2//dx1dxlxlxza(XQ)a(Xl)B(Xl)ﬁ(xz) (94)

Notemos que

//dx1dxlxlea(X2)oz(X1)B(xl)B(XQ) = (/ dxlxla(xl)ﬂ(xl)>2 >0 (95)

Vemos que la distancia cuadratica media es menor que si fueran indistinguibles para los
bosones y mayor para los fermiones. Sin embargo no hay ninguna fuerza que los separe sino
que es un efecto puramente estadistico. Esto da lugar a la presién de degeneracién que permite
la formacién de las estrellas enanas blancas.
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Definicion alternativa

En vez de definir el operador permutacién que solo intercambia los nimeros cudnticos del
estados, podriamos definir la permutacién mas fisicamente como intercambiar ambas particulas

en el espacio fisico a través de trayectorias adiabaticas.

Esto hace que si intercambiamos dos veces no necesariamente volvamos al mismo estado sino
que podemos juntar una fase |a, ) = €?|3, a).

time
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En 3 o mas dimensiones ambas definiciones dan lugar a los bosones y fermiones.

En 2 dimensiones esta otra definicién da lugar a particulas con estadistica mixta llamadas
anyones. ;Existen?
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En 3 o mas dimensiones ambas definiciones dan lugar a los bosones y fermiones.

En 2 dimensiones esta otra definicién da lugar a particulas con estadistica mixta llamadas

anyones. ;Existen?

nature ARTICLES

What Makes an Anyon? phySICS bitpey/fdolorg 101028 AA1567-020-1010-4

round another. In three dimens

Direct observation of anyonic braiding statistics

cannot shrink t0.a point, so the p
“anything goes,” these 2D particles are called anyons
J. Nakamura'?, . Liang'?, G. C. Gardner ©** and M. J. Manfra ©"23#2&3
3D e
Anyons are quasiparticles that, unlike fermions and bosons, show fractional statistics when two of them are exchanged. Here,
2 we report th of anyonic for the  =1/3 fractional quantum Hall state by using an
/) electronic i Strong f the edge mode is d by
A - anyonic phase,,..= 25/3.
oper gime in which device charging energy is small compared to the cnergy of formatian of charged quasipar-
s ° - P - - ticles, wh icates that we have observed anyonic braiding.

uantum theory requires that all fundamental particles  braiding statisties ", including the highly exotic non-Abelian
must be either fermions or bosons, and this has profound  form of anyonic statistics”** . An electronic Fabry-Perot interfer-
150, loop con shrnk 10 @ point 120, e oop gels cought on implications for the statistical behaviour of these particles.  ometer consists of a confined 2DES and uses quantum point con
Jer, theoretical works have shown that in two dimensions itis  tacts (QPCs) to partition edge currents (Fig. 1b). Quasiparticles that
the other particle pass:Ne {for particles to circumvent this principle and obey so-called  are backscattered by the QPCs will braid around quasiparticles that
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