Fisica Tedrica 2
L. . . . . Segundo Cuatrimestre
Practica 1 Ejercicio resuelto por Paulina Knees 28 de agosto de 2021

El ejercicio nos pide probar una identidad que sera muy ttil a lo largo de la materia. Al trabajar
con operadores hay que tener un poco mas de cuidado que con los ntimeros, como vamos a ver
en esta propiedad. La exponencial de un operador es una relacién que se desprende de la férmula
mas general de Baker-Campbell-Haussdorf.

Dados dos operadores A y B tales que para ambos se verifica [A,[A, B]| = [B,[A, B]] = 0,
entonces

1
cAeB — ATB+3IAB

Para probar esta identidad vamos a usar las siguientes propiedades de los conmutadores

[A,B"] = nB" '[A, B] (1)
[f(A),B] = f'(A)[A,B] para toda funcién f analitica. (2)
[A,BC] = B[A,C|+[A,B|C si[B,[AB]]=0. (3)

La propiedad 2 la cumple la funcién exponencial dado que al expandirla como serie de potencias,
vemos que es una funcién analitica. Recordemos que

oo

et = 'A"
nOn

Consideremos la funcién g(\) = e*Mee 4+85) donde los operadores A y B verifican la hipétesis

de la propiedad que queremos demostrar. Veamos que esta funcién satisface la ecuacion diferencial

dg

1 =N[4, Blg (4)

Para ver que la funcién g dada satisface 4, veamos su derivada

Z/i AMABMATB) || MBAB—MA+E) _ MAB(A 4 B)e~NA+D)

Usando la propiedad 2,

dg

o= Ag(\) 4+ M (BerBeANATE) _ ABRe=AATE) _ AB fo=MA+D))
= Ag(\) + M (AeB[B, Ble MATE) _ AB g AAE))
— Ag()) — MAPANAD)
— APMAB e MAB) _ AAAB f,~MA+B)
— [A, M)A AD)
— (MIA, P] 4 [A, M) NATD)
— AMAB[A, Ble NATE) — \MABAAHB) 4 B
= Ag(N)[A4, B]
Hemos usado que por hipétesis, [[A, B],e 4] = 0, por lo que se puede intercambiar el orden

del conmutador con la exponencial en el antetultimo renglon. De esta forma, probamos que la
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funcién g(\) propuesta verifica la ecuacion diferencial 4. Resolvamos ahora la ecuacién diferencial.

Y g4 B
[ fonm
In() [AB]);
A,B)

— g(A) =¥

Por lo tanto,
e%[AzB} — g()\) — MAB—AA+B)

Tomando A = 1, tenemos que
o3IAB] _ A B ~(A+B)

Finalmente, dado que [A, [A, B]] = 0 = [B, [A, B]], podemos obtener finalmente

1
eAeB — pA+B+3IAB]

Que es lo que queriamos probar.



