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Una caja que en su interior contiene una particula es dividida en dos compartimentos (izquierdo
y derecho). Si se sabe que la particula estd del lado derecho (izquierdo) con certeza, el estado
normalizado de la misma se representa por |R) (|L)). El espacio de Hilbert relevante para la
descripcion de la ubicacion de la particula dentro de la caja tiene como base ortonormal al
conjunto {|R),|L)}. La pelicula que divide a la caja en dos partes es tal que la particula puede
tunelear a través de ella y pasar de un lado a otro de la caja. Supongamos que este efecto es
caracterizado por el Hamiltoniano

H = A(|L) (B[ + [R) (L])

donde A es un numero positivo con dimensiones de energia.

(a)

Encuentre los niveles de energia del sistema y sus autoestados correspondientes.

Los niveles de energia y sus autoestados son los autovalores y autovectores normalizados de
H. Dicho operador escrito en la base {|R),|L)} es la matriz

H:{gﬂ

Sus autovalores A salen de resolver la ecuacién

det (H— M) =0 = H _A)\ _A)‘H:O = N -A’=0 = \=Z+A.
D
El autovector 74 = { vli A } asociado al autovalor £A cumple la ecuacion
2

A = FA A [ ] vt Fort ] o
(HF A= =0 = { A :FA}{UQiA =0 = UliA:FUQiA =0.

Esto nos da dos ecuaciones que son dependientes entre si, por lo que basta mirar sélo una de

ellas: vi® = £vf?. Tomando v real y normalizando el autovector (es decir, imponiendo

que valga (vliA)z + (UziA)Q = 1), obtenemos

~-3l4]

Resumiendo entonces: los niveles de energia del sistema son {A, —A} y los autoestados
correspondientes son, en notacién de Dirac, |[£A) = \/Li (|R) £1|L)).

Siat = 0 la particula esta del lado derecho con certeza. ;Cudl es la probabilidad de observar
a la particula en el lado izquierdo como funcién del tiempo?

El estado del sistema a tiempo ¢t = 0 es

Para hallar la probabilidad de encontrar a la particula en el lado izquierdo como funcion
del tiempo hay que calcular

Piy(t) = (L ()] -
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Necesitamos entonces hallar la evolucién temporal del estado |1(0)). Como el Hamiltoniano

no depende del tiempo, el operador de evolucién temporal es simplemente U(t,0) = e~ wtH

Vamos a calcular entonces

(1)) = U(t,0)[(0)) = e 5 |R) .

Para seguir con la cuenta resulta mas sencillo expresar a | R) en término de los autoestados de

i

H, ya que sabemos cémo acttia e+ sobre ellos: e ## |+A) = e~ #/(+4) |+A). Es sencillo
ver que

1
|R) = 7 (1A) +1=4)) ,
con lo que
—itHg _ie—%tH _ :i 6—%m G%m .
[9(0) = T [R) = Z5eTi (1A) +1-A) = = (eTHAA) + i -4))

Insertando este 1ltimo resultado en la expresion para la probabilidad y usando que
1

L) 7

(18) = [=4)),

el calculo de la probabilidad da

Py(t) = Ll wiepl = s (57

Este resultado es consistente con el hecho de que a t = 0 el estado del sistema es ortogonal a
|L). Si se calcula P (t) = cos® (§%) vemos ademds que se verifica que Pgy(t) + Pry(t) = 1
a todo tiempo, como es de esperar.

Mostrar que

H = A|L) (R,

no es un Hamiltoniano admisible. Para ello, resuelva el problema de evolucién temporal méas
general con este Hamiltoniano y muestre que se viola la conservacion de la probabilidad.
. Qué propiedad/es no satisface este H y por qué esto implica la no conservacién de la
probabilidad?
El problema de evolucién temporal mas general para este sistema se resuelve considerando
un estado inicial genérico, que se puede escribir en términos de la base del espacio de Hilbert
{|R),|L)} como

0(0)) = a|L) +b|R) ,
siendo a y b complejos tales que |a|? + [b]* = 1.
El estado a tiempo ¢ se obtiene haciendo

1tbA
h

o) = 8 (a2} + 01)) = (1= 11 ) alLh +B1) = alL) + b]R) — 52 |2}

i ; . % .
donde usamos que e 7 =1 — %H ya que H™ = 0 si n > 2. La expresién anterior resuelve
el problema de evolucion temporal mas general para este sistema.

A tiempo t > 0 el estado |¢(t)) ya no tiene norma 1:

(@) | = /T 1) - \/a— Tl e =y S
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Esto estd asociado al hecho de que H = A|L)(R| no es autoadjunto (ya que H' =
A|R) (L] # H) y por ende el operador de evolucién U = e~ i de este sistema no es
unitario. Por este motivo, la norma de un estado que inicialmente es 1 cambia en el tiempo,
lo que genera conflictos con la conservacién de la probabilidad (en este caso, vemos por
ejemplo que Py (t) + Ppy(t) =1+ tzl’;Az > 1).

Resumiendo: H no es admisible como Hamiltoniano porque no es autoadjunto (y por lo tanto
no es un observable). Esto genera problemas dado que el operador de evolucién asociado no
es unitario y entonces la norma de los estados no se conserva en la evolucion, llevando esto
a la no conservacion de la probabilidad.
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Completando cuadrados en el hamiltoniano podemos reescribirlo como

2 2 2 2.2
D m o o P m . Eq E=q
H=—+ —w2"—qbr=—+ —w' |z — — :
2m 2 1 2m 2 ( mw2) 2mw?
Si definimos entonces el operador
/ Eq
x=r— 5
mw

tenemos que z’ y p satisfacen las relaciones de conmutacién candnicas

E E ,
ol = o= ] =l + [ = in

y que el hamitoniano corresponde al de un oscilador armdnico en estas variables candnicas

2 2 92
p m o i E*q
H="—+—w " - ——.

2m+2 2mw?

Definiendo los operadores de creacion y aniquilacion para estas variables

a/ -— % x/ + L
“\V 2n mwp
o e (o,
“ 2h <x mwp>’

el hamitoniano se puede escribir como

E2 q2

H:hw 7 I
@ 2muw?

cuyo estado fundamental es el |0') tal que

a'|0’)y = 0.

(6)

(7)

Para probar que este estado es coherente tenemos que mostrar que es autoestado del operador

de aniquilacion a dado por

qo= M +L
V 2n v mwp'

Para eso podemos escribir al operador prima como

N LU o i _ Eq n 1 . mw Eq
\V 2h mwp —\V 2m mw? mwp n 2h mw?

y reemplazando tenemos

mw FEq
0/ O/ — s O/
Y0 = al) = [ )

mw Fq
2h mw?

0=2d|0) = (a—

que prueba lo que buscabamos.
b) Para obtener la relacién de incerteza necesitamos

(Az)* = (2*) — (z)*

(8)

(10)

(11)
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(Ap)* = (p*) — (p)*.

Calculamos entonces cada valor medio por separado sobre el estado |0'). Pero sobre este estado
sabemos cémo actia a por la ecuacién (13), entonces escribimos a x y p en términos de a y

(ITCOIHO

arat = ST (ar ) 4 [T (o ) — o [
N 2h mwp 2h mwp N 2h

h
_ T
— =
x T (a+a')
y andlogamente
1 /mwh
S _ ot
p=-\—5(a—adl)

Asi podemos calcular los valores medios

(0']]0") = {0']

por (13) tenemos que

(0 }2]0) = 5%4\<m» Vo (') [0)

/ g /mw Eq \O'

" (0t a0

mw FEq

it

Los otros valores medios se pueden calcular de la misma forma

07 =

<Mfm®=wwbgjwm+w>

h
= 2mw<0|[a +a?+d'a+ 1+ dd]

h

2mw

—— (0| [@® + a' + ad’ + d'a] |0)

0°)

=5 [(0']a?]0") + (0']a™]0") + (0'|2a%al0") + 1]

_ h |mw [ Eq 2 S MW
 2mw [271 (muﬂ) <O‘O>+§
Eq\®> h
NEANS
mw 2mw

Adem3ds tenemos

W1pl0) = (013 2?m—www

/m mw Eq
B < | 2h mw2|0

-

2h mw?

(22 wo)

H%(

2h

mw Eq
2R mw?

) =

Eq

—10%)

Eq
mw?’

)2 010 + 1

=0

(12)

(13)

(14)

(15)

(17)

(18)

(19)
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Y por tltimo

(O'p?10) = (0 [%\/ LT w)] o)

h
=~ [(01a%0") + (0']a®|0) — (0]2a'a]0) + 1]
hmw |mw [ Eq 2 mw [ Eq 2 mw [ Eq 2
= — 00"y + — 00"y — 2— 00y — 1
2 [271 (mwQ) (010) + 2h (muﬂ) (010 2h \ mw? (010
himw
=== (20)
Asf encontramos que las varianzas son
() = (o) — (ot = (2L) 4 L - (L)
e T e 2mw mw? ) 2mw
mwh
(Ap)* = (0*) = (p)* = =~ (21)

Entonces encontramos que se satura la relaciéon de incerteza

h mwh R?
2 9 _
(Az)*(Ap)? = 5o T (22)
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Tenemos que la funciéon de onda de un electréon, ignorando su espin, esta dada por

() = \/z_ﬂ(ewseng + cos8)g(r)

con [ |g(r)|*r2dr =1

(a)

Para hallar los valores que se pueden obtener al medir L2, es conveniente escribir la parte
angular de la funcién de onda en términos de los arménicos esféricos Y (6, ¢), dado que
estos son autofunciones de L? con autovalor hl(l + 1) Sabiendo que

=4/ % cos
—1/ %sen@ew

Es sencillo ver que la funcion de onda se puede escribir de la siguiente manera

o (L [Py ,
Ui = ( Ao - w)) g(0)

La funcién de onda debe estar normalizada. En este caso es sencillo ver que lo esta,

/ [Y|*r*senfdrdfde =

]' 1 2 1 ' ]' 1 2 1 _
/ (EYO (0,¢>—\/;Y1 <0,¢>> (EYO (0.) = /3% <9,¢>> senfdfds = 1

Pues los arménicos esféricos estan normalizados y la suma de los factores multiplicativos es
1.

Dado que es posible escribir a la funcién de onda en términos de los armoénicos esféricos con
| =1, y el operador L? actia sélo sobre la parte angular de la misma, al medir L? el tinico
valor posible serd 2 con probabilidad P(I = 1) = 1.

Para no trabajar con integrales podemos usar la notaciéon de Dirac. Hay que notar que
V) = lg) @[l m)

Donde g(r) = (7|g) y Y;,(0,¢) = (a|l m)
De esta forma, podemos escribir

1 2
v) = (%um—\/;u 1>) @ )

Como el operador L, actia solo sobre la parte angular, podemos trabajar solamente con la
parte angular de [¢), la llamamos |f). Los estados |l m) son autoestados del operador L,
con autovalor mh. De esta forma, los posibles valores de L, que se obtienen al medir son 0
y h. Las probabilidades de cada uno son

P(0) =[{1 0[1 0)]* =

P(h) =[(11]1 )" =

WIN W]
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(c) El valor de expectacién de L, a t = 0 lo calculamos como (f|L.|f). Tenemos que

L.If) =—@hrl 1)
1 2 2 2
(L) = <ﬁ<l 0| - \/;u 1r> (—\/;hu 1>) —oh

(d) Siat=0semide L, y se obtiene el mayor valor posible, el estado luego de la medicién sera
|fY =11 1), que corresponde con un estado normalizado. Para hallar el valor de expectacién
de L, es conveniente escribirlo usando las relaciones de conmutacion

Ly = ~(L,L. - L.L,)
h
De esta forma resulta sencillo calcular el valor de expectacion (f|L,|f)
(Ly) = (1 1Lo L]t 1) = (1 1|L.Ly|1 1))
=i((1 1|L4]1 1) = (1 1|L,1 1)) =0



Resoluciéon Ejercicio 4 (a) primer parcial.

Franco Mayo.

October 29, 2021

Enunciado

(Verdadero o falso): Sea H el espacio de Hilbert de cierto sistema. No existe un operador
unitario U actuando sobre H ® H tal que resulte

U(lg) @ ¢)) = |9) @ |9)
para todos los |¢) , [1) de H.

Resolucion

Este enunciado es VERDADERO y es conocido como el Teorema de no clonado. Vamos
a demostrarlo por el absurdo.

Supongamos que el operador U del enunciado existe. Tenemos entonces que para los
estados [1) , [€), |¢) se cumple

U(lv) @ [8)) = [¥) @ [¢) (1)
U(l§) @ 1)) = 16) ©1&) (2)

Calculemos entonces el siguiente producto interno:
(Ll @ (gl) (&) @ |9)) = (I} (dlo) = (¥IE) (3)

Este producto interno puede ser calculado de la siguiente forma:

(W@ (gl) (16) @) = (¥l @ (¢) TT(€) @19)) = (| ® (vl§) ®1€) = [{Wle) [* (4)

1

Como los productos internos calculados en (3) y (4) son los mismos, obtenemos que
se debe cumplir la siguiente igualdad

(WIg) = [{le) [* (5)

Esto puede suceder en dos situaciones distintas, cuando ([€) = 1 o (¢|) = 0. Vemos
entonces que no se puede clonar cualquier estado, sino que se puede construir un operador
U que me permita clonar tinicamente estados que sean ortogonales. Entonces, como el

1



enunciado nos dice que no existe un operador U que permita clonar todos los estados,
concluimos que es verdadero.

Otra demostraciéon diferente, basada en la linealidad de los operadores unitarios se
encuentra en la pagina 209 del libro de Ballentine.

Para terminar, les dejo un link a un articulo corto de la revista Physics Today escrito
por Wooters y Zurek, quienes demostraron el teorema de no clonado, donde discuten
brevemente el teorema y sus implicancias para la criptografia cuantica:Wooters-Zurek-
NoCloningTheorem
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4| (b) La degeneracién del nivel con energia F = S5hw/2 de un oscilador armoénico tridimensional
=) =]
isotrépico de frecuencia w es 2
El enunciado es Falso. El hamiltoniano del oscilador arménico tridimensional isétropo es
lﬁ]_l 2 A2 a2 mw? ., 2 2\ _ 4 H + |
—%(pvapy—l—pz)—FT(x +y°+2°)=H,+H,+H..

Como el operador puede separarse en 3 contribuciones distintas en cada una de las direcciones,
y
el problema se reduce a resolver tres osciladores arménicos en una dimensién. Podemos definir los
operadores de creaciéon y destruccién para cada una de las direcciones y reescribir el hamiltoniano
como

- - - - 3

Los autoestados entonces son
[Nz, ny, ) n; € Ny

y los autovalores

3
Enz,ny,nz = hw (nx +ny, +n,+ 5) )

Si la energia es E = 5luw/2, entonces n, + n, +n, = 1 por lo que los estados

11,0,0)
0,1,0) (1)
0,0, 1)

tienen esa energia. La degeneracion entonces es g = 3 # 2.



Ejercicio 4(c) - Resuelto por Mateo Koifman

FALSO. Tenemos que [Jy, Jy] = ihJ,, es decir, los operadores no conmutan. Por lo tanto no hay ninguna
base que los diagonalice simultdneamente. Otra alternativa también vélida era calcular el conmutador y ver

que se anulaba.

Si se quiere, podemos justificar que en cualquier base J, # 0 (siempre y cuando j # 0). Por ejemplo, podemos
argumentar que J, no tendria los autovalores que esperamos para j = 3/2, o bien que J, =0 = [J.,J,] =

0= J. =0, en contradiccién con el resultado que obtenemos si calculamos directamente J, = J, +i.J,,.



