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As far as laws of mathematics refer to
reality, they are not certain; and as far as
they are certain, they do not refer to
reality.

A. Einstein.

En esta guia trataremos algunos aspectos bésicos de andlisis funcional que seran tutiles a lo largo del
curso.

@ Notacién de Dirac. Sea T, el funcional asociado al vector |v) por el lema de Riesz. Probar que
(@) Tjo)pw) = (0| + (w].
(b) Ta\?}) = oz <U|

Propiedades del conmutador.

Pruebe las siguientes identidades para operadores A, B,C en cierto espacio de Hilbert, con
[A,B] .= AB— BAy {A, B} := AB + BA.
(a) [A,[B,C]]+ [B,[C, A]] + [C, [A, B]] = 0 (identidad de Jacobi).
(b) [A,B+C]|=[A,B]+[A,C].
(¢) [A, BC] = [A, B]|C + B[A, C].
(d) [A,B] ={A, B} — 2BA.
) [A,BC] ={A,B}C — B{A,C}.
) [A,B"] =nB""'[A, B] si [B,[A, B]] = 0.
[f(A), Bl = f'(A) [A, B] para toda f analitica.
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Exponencial de un operador Dado un operador A, se define formalmente la exponencial de

A como
oo

et = A”
n!
n=0

Compruebe que e es la solucién a la ecuacién diferencial h'(\) = Ah()). Ademds, que si A y

B conmutan con [A, B], entonces

eAeB — JA+B+AB]/2

Esta es una de las relaciones que se desprenden de la férmula de Baker-Campbell-Haussdorf. Ayu-
da: considere la funciéon? g()\) = e*MerBeA+B) demuestre que la misma satisface la ecuacion
diferencial % = A[A, B]g y posteriormente resuelva dicha ecuacién diferencial.

IMPORTANTE: Notar que, en general, | T8 £ e?ef |,
. Verdadero o falso?

(a) La traza de un operador depende de la base en la que se escribe el mismo.
(b) Tr(XY) =Tr(YX), donde X e Y son operadores.
(c) (XY)T =YTXT

2Esta es una funcién que toma un nimero real y lo manda a un operador, es decir, es una funcién con valores en
operadores. Su imagen se puede pensar como una curva en el espacio de operadores.
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(d) Si A es un operador hermitico con desarrollo espectral A = > .a; i) (i| y f una funcién
analitica, entonces f(A) =>_. f(a;)|7) (i|.

(e) |7) y |j) son autoestados de cierto operador hermitico A. Entonces, |i) + |j) también es
autoestado de A.

(f) Si dos observables A y B tienen los mismos autovectores {|i)} y el conjunto {|i)} es una
base ortonormal del espacio de Hilbert, entonces [A, B] = 0.

(g) Sidos operadores hermiticos anticonmutan, entonces es posible hallar un autoestado comin
a ambos operadores.

(h) El producto interno entre dos vectores no cambia cuando a ambos se los transforma con el
mismo operador unitario.

Matrices de Pauli. En un espacio vectorial V de dimensién 2 considere los operadores o, 0y, 0,
que en la base ortonormal {|+),|—)} de V, con

se representan mediante las matrices

01 0 —2 1 0
Oy =01 = 10 Oy = 02 = i 0 0, =03 = 0 —1 .

Estas tres matrices se conocen como matrices de Pauli.

(a) ¢{Son estas matrices hermiticas? Hallar sus autovalores y autovectores en esta base.

(b) Verifique que se satisfacen las siguientes propiedades

det(oy) = —1, Tr(oy) = 0, o7 = I;

[O'Z‘,O'j] = 2i€ijk:0-k:7 {O’i,O'j} = 2(5@‘], 00 = iEjlil + I5j]€7

donde I representa a la matriz identidad, k = 1,2,3 (= z,y, 2), €;x es la densidad tensorial
de Levi-Civita, y d;; es la delta de Kronecker. En la ultima identidad se utiliza la notacién
de suma sobre indices repetidos.

Espin 1/2. Como veremos mas adelante en el curso para sistemas de espin 1/2 el operador de

espin, S = (5,5, 5.), se puede representar usando las matrices de Pauli tomando S; = Eaj

2
(j = x? y? Z)'
(a) Probar que [S;, S;] = ihe;jiSk.

(b) Demostrar que, en la base de autovectores de S, {|+),|—)} (correspondientes a los autova-
lores h/2 y —h/2, respectivamente), la representacién de las componentes del operador de
espin esta dada por

ih

So= DI L+ 1 G Sy = T ]+ [ () S =

=5 [+) (H = 1= (=1

DO | St

(c) Escribir los autovectores de S, en términos de los de S,.

(d) Construya, en término de los autovectores de S,, un estado |S - n;+) tal que

S h|S hj+) =

| St

S - n;+)
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donde n esta caracterizado por los angulos que se muestran en la figura.

Nota: la respuesta es |S - h; +) = cos(8/2) |[+) + sen(B/2)e'™ |—). En lugar de verificar que
esta respuesta satisface la ecuacion de autovalores de arriba, resuelva el problema de auto-
valores planteado. Mads adelante veremos una forma mas simple de obtener este resultado.

cosf senf )

—senfl cosf

Dada la matriz J = (

(a) Pruebe que J es unitaria y halle J =

(b) Aplique la transformacion B = JAJ~! a una matriz simétrica A y verifique que: (i) B es
simétrica, (ii) Tr(A) = Tr(B). En general, la transformacién A — JAJ~! por una J unitaria

se conoce como conjugacion.

Considere un espacio de Hilbert de dimensién 3. {|1),]2),|3)} es una base de vectores ortonor-
males, y en dicha base dos operadores A y B se representan por

a 0 O b 0 0
A=10 —a 0 B=10 0 —
0 0 —a 0 b 0

donde a y b son reales.

(a) En la representacién anterior es sencillo notar que A tiene un espectro degenerado. ;Lo es
también el de B?

(b) Mostrar que A y B conmutan.

(c) Encontrar un nuevo conjunto de estados ortonormales que sean autoestados simultédneos
de A y B. Especificar los autovalores de A y B para cada uno de los tres autovectores.
.Es posible caracterizar completamente a cada autovector por la especificacion de estos

autovalores?

Dos observables A; y Ay, que no involucran explicitamente el tiempo, no conmutan ([A;, As] # 0),
pero se sabe que ambos conmutan con el hamiltoniano ([A;, H] = [Ay, H] = 0). Pruebe que debe
haber alguna degeneracién en los autoestados de energia. Como un ejemplo, puede pensar en el
problema de fuerzas centrales H = p?/2m + V(r), con Ay — L, y Ay — L,.

Relacion de incerteza generalizada.

(a) Una forma relativamente sencilla de derivar la desigualdad de Schwarz es la siguiente. Pri-

mero observe que
((af + A" (B]) - (la) + A[B)) = 0

para cualquier nimero complejo A. Luego, elija A de tal forma que la desigualdad anterior

se reduzca a la desigualdad de Schwarz, (a|a) (5]3) > | («|8) |?.
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b) Para dos observables A y B y un estado cualquiera, demostrar la relacién de incerteza de
Schrodinger,

(A4 (ABY) > 7 A BYP + 1 1{{A, BY) —2(4) (B |

donde AA = A— (A). Note que la relacién de incerteza de Heisenberg se desprende de ésta.

(c) Muestre que el signo igual en la relacién de incerteza generalizada se obtiene si el estado en
cuestion satisface

AAW) = AB|Y), AeC.

Ademads, concluya que si A\ es un imaginario puro entonces se obtiene la igualdad en la
relacion de incerteza de Heisenberg.

(d) Verificar la relacién de incerteza para los operadores A = S, y B = 5, en el estado |5, = +).
Operador de posicion en la representacién de impulso. Probar que

(2) (]2 a) = ihgy (V' |a).

(b) (83 |a) = [ dp' B6) (i) alp).

Operador de traslacién espacial. El operador de traslacién para un desplazamiento espacial
a finito estd dado por

donde p es el operador impulso.
(a) Evalue [z;, T (a)].
(b) Muestre que T es un operador unitario usando que p es hermitico.

(c¢) Usando los puntos anteriores, encuentre cémo cambia el valor de expectacion (x) frente a
traslaciones (es decir, cuando el estado en cuestién pasa de ser 1) a su trasladado T (a)1).
El resultado justifica interpretar a 7 (a) como el operador de traslaciones espaciales.



