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Practica 1 Ejercicio resuelto por Muriel 7 de septiembre de 2021

Relacion de incerteza generalizada
El ejercicio tiene como objetivo llegar a una expresion de la relacion de incerteza generalizada
para dos observables (operadores hermiticos). Es diferente a la que suele enunciarse, que es para
la incerteza (o como le dirfa yo, desvio estdndar), mientras que esta es para la varianza, (o el
cuadrado de la incerteza).

(a)

Una forma relativamente sencilla de derivar la desigualdad de Schwarz es la siguiente. Pri-
mero observe que

({al + A" (B]) - (Je) + A[5)) = 0

para cualquier nimero complejo A. Luego, elija A de tal forma que la desigualdad anterior
se reduzca a la desigualdad de Schwarz, (a|a) (5|8) >| («|8) |?

La combinacién lineal de elementos de un espacio de Hilbert pertenece al mismo espacio,
por lo que la expresién que nos muestra el enunciado (| + A\* (5]) - (|a) + A |5)) es la norma
al cuadrado del elemento (|a) + A |B)). Expandamos la expresion para ver cémo puede ser
un A que nos sirva:

({af + X" (B]) - (la) + A 18)) = (ala) + [N*(B18) + A" (Bla) + A{alB)

Podemos encontrar cual es el A que sirve multiplicando y dividiendo hasta que las cosas
queden parecidas a las que queremos. Entonces como del otro lado hay un cero, multiplica-
mos por (S|f) que sabemos que es un nimero real y positivo (por ser la norma de |5)) y
despejamos para que nos quede a la izquierda lo mismo que en la desigualdad de Schwarz:

(ala) (B18) + A (B16) (B18) + A" (Bla) (B18) + A {alB) (B15) = 0
(ala) (B18) = —(AI (B18) (B18) + A" (Bla) (B]8) + A {alB) (5]5))

y resolviendo para que el lado derecho sea igual al de la expresién del enunciado,

—(IAP(BIBY (BIB) + A" (Bla) (BIB) + A{alB) (BBY) = (] B
(Bla)
(818)

Pueden reemplazar y chequear que efectivamente ese el A que lleva de una expresion a la
otra o resolver la tltima ecuacién, lo que més les guste.

Para dos observables A y B y un estado cualquiera, demostrar la relacién de incerteza de
Schodinger,

(AAPY(ABY) > 1A BYP + 71(A, BY) - 2(A)(B)

donde AA = A — (A). Note que la relacién de incerteza de Heisenberg se desprende de ésta.

Para demostrar la relacion de incerteza, podemos usar la desigualdad de Schwarz escribiendo
|a) y |B) en términos de los operadores y un estado genérico. El valor de expectacion del
observable (AA)? para un estado |¢) es:

(AA)") = (V] (AA) [v) = (Y| AAAA L)
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con (A) = (Y|A]). A es un operador hermitico, su valor de expectacion es real y AA =
A — (A) también es hermitico. Entonces (19| AA = ()| AAT por lo que ((AA)?) es el médu-
lo al cuadrado de AA [¢)). Lo mismo vale para ((AB)?), lo que nos permite reescribir la
desigualdad del inciso a) en términos de estos nuevos estados haciendo el reemplazo

@) = AA )
|6) = AB|¢).

Entonces, haciendo uso de la desigualdad de Schwarz, podemos escribir la relacién de incer-
teza para los operadores Ay B.

(AAP)((AB)?) > [(v| AAAB [9)|”

La expresion a la que llegamos claramente no es la del enunciado, tenemos que reescribir el
lado derecho.

(WIAAAB[Y) = (W[(A = (A)(B = (B))|¢)
(WIAAABJY) = (Y[ABlY) = (P|A(B)|¢) = (W]B(A)|) + (A) (V[Bl¢)
(V|[AAABJY) = (V[ABl) — (B) (A).

Si algiin paso no les convence, recuerden que las constantes salen afuera del valor de ex-
)

pectacion. Ahora el producto de operadores AB lo podemos escribir en términos de su

conmutador y anti conmutador

AB—-BA AB+BA [AB] {A B}
- 2 + 9 =, T

Reemplazando en la expresién anterior

AB

(A

B0y~ 1By (4.

(HIAAABIY) = 5 (WILA, BIl9) + 5 w15

El médulo al cuadrado queda entonces como

| (WIAAABIY)” = (WIAAAB) (WIAAABJ)
[ (WIAAABIG)® = (3 (0114, BIS) + 5 (6I{A, BY ) — {B) (4))

(5 (1A, Bll)* + 3 (01{A, BY)" — {B) (A)").

Ay B son observables por lo que sus valores de expectacion son reales.

Ademas

(WIIA, Bl[9)" = (WIAB|y)" = (VIBA[)" = ($IBA[Y) — (P|ABlY) = — (V[[A, B]|¢).

De la misma forma pueden chequear que (p|{A, B}|¥)" = (Y|{A, B}v).

Teniendo estas dos cosas en cuenta, la expresion para el lado derecho de la desigualdad se
reduce a:
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[ (WIAAABIY)® = (5 (W[4, BIlw) + 5 (A{{A, B ) — (B) (A))
(g QLA Bl + 5 (WA BY ) — (B) (4))
[ (WIAAABIY) = 7 {[A B + 5 ({4, BY + (B)? (A)* — ({A, BY) (B) (4)

Como A y B son hermiticos, vale que [A, B] = iC con C' un operador hermitico (esto
se prueba parecido a otras cosas que ya probamos, escribiendo el conmutador explicito y
calculando el adjunto). Entonces,

1
=1 (WA, Bll)* = —(0)* (WIC1w)" = WICI)” = @WICI)[" = [{[A, BN,
ya que el valor de expectacion de C' es real.

Por otro lado, el anti conmutador de dos operadores hermiticos es también hermitico, por
lo que su valor de expectacién también es real. Podemos reescribir entonces

1 (LA BY H(BY {4 —({A, BY) (B) (4) = 1({{A, BY)~2(B) {4))* = 1I{{A, B)) ~2(B) (A)]
Sustituyendo tenemos que,

(AAPY(ABY) > 114, BYP + 71({A, BY) — 2(A)(B),

que es exactamente lo que queriamos probar.

Como dice el enunciado, la relacion de incerteza de Heisenberg se desprende de la de
Schrodinger. Solo hace falta notar que 1|([A, B])|” + 1[({A, B}) — 2(A)(B)|* > 1|([4, B])|%,
ya que es la suma de dos nimeros positivos. De ahi con tomar raiz tenemos que

VIBATTAB) = oa0p >\ 1A BYF = [{[A, B

Muestre que el signo igual en la relacion de incerteza generalizada se obtiene si el estado en
cuestion satisface

AA|Y) = AAB|Y), \eC.

Ademas, concluya que si A\ es un imaginario puro entonces se obtiene la igualdad en la
relacién de incerteza de Heisenberg.

Este inciso podemos probarlo para la expresion del a) de la desigualdad de Schwarz. Veamos
que efectivamente, (aa) (8]8) = [(a|B)]” si |a) = A |B):

(ala) (B18) = (ala) |A]* (ala) = [A]* (ala)®.
Y por otro lado

(alB)” = (alB) (Bla) = Aala) A" (ala) = |A]* (ala)®.

Entonces efectivamente, ambos lados de la desigualdad son iguales cuando |a) = A |[5). Si
hacemos el mismo reemplazo que antes,
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) = AA )
|6) = ABy).

tenemos que si AA [¢)) = MAB |1)), entonces

(AAVY(ABYP) = A BYF + 1A, BY) — 2(4) (B,

ya que la relacién de incerteza de Schrodinger es la desigualdad de Schwarz para AA |[¢) y
AB ).

Un comentario: ojo con la hipdtesis del enunciado. Que AA |[¢)) = MNAB [¢)) no significa
que AA = MAB. De hecho fijense que si esto fuese cierto, AA no seria hermitico, algo que
usamos para todo lo que hicimos hasta este punto del ejercicio.

Por otro lado, el ejercicio nos pide que veamos que, si A = ic con ¢ € R, vale la igualdad en
la relacién de incerteza de Heisenberg. Es decir, queremos ver que o0 = 1[([4, B])|

Primero calculemos o405, teniendo en cuenta que

(VI(AAP[Y) = (V[AAAAY) = (|(—icAB)(icAB)[v).

oaop =V ((AA?)V((AB)?) = /2 ((AB)?)V{(AB)?)
o0 = || <(AB)2>

Por otra parte, para calcular el lado derecho de la desigualdad, notemos que

[AA,AB] = [A, B]

por lo que

SHIA B)| = S1(16A, AB)| = | (WAAABIY) — (4|ABAAJY)|
SHIA BY| = 51 (6](~icAB)ABIY) — (WIABicABIY)|

LA, BY)| = 5 -iel (6(AB)ABI) + (5|ABAB)|w)| = D2/(ABY)| = |e (ABY?).

que es lo mismo que habiamos obtenido antes. De esta forma chequeamos que en la relaciéon
de Heisenberg se cumple la igualdad si A es imaginario puro.

(d) Verificar la relacién de incerteza para los operadores A = S, y B = S, en el estado |5, = +).
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Primero recordemos algunas cosas de los operadores de espin:

[+) +1-)
S, =+)=————"
| ) 7
ih
Syl+) = —|+>
—1h
Syl =2 1)

B _zh|+> |—>_zh -
5,15 =) = 5= = 25, )
bkl —1=) A,
(S, Sy] = RS,
Sz, Sy =0

Ahora si, empecemos calculando la incerteza de cada uno de los operadores con el estado

|S, = +):

h h
<S£ = +|Sﬂc|sw = +> = <Sx = +|_|S = +> = 9

<Sr:+|5y|5x: > <S _+| |S > =0

(Sp = +]5:|9 = +) = (Sa = +[ 5 IS —) =0
2 2

(82) = () = +]5,5,]S, = +) = (Sx:+|hz|gx:+>:_
(Sy) = (Se = +IS,Sy|Sx = +) = (Se = —|(=i5)(ig)I% = =) = T
(AS7) =(S;) - 0

(A= (- 6r =5

Como ya podriamos habernos imaginado, dado que estamos calculando la incerteza sobre
un estado que es autoestado del operador, la incerteza de S, es cero. Chequeemos que el
lado derecho de la desigualdad también es cero:

IS S + 1065, 5,3) — 2482 (S,)1°
1‘ _2%2

1 2
—|(hS, —10 =0+0
SIS+ 7o —230] =0+

Con esto verificamos que efectivamente se cumple la relacién de incerteza para dos opera-

Pl
dores de espin 3.

Les recomiendo repetir las cuentas que estan hechas en el pdf y las que me saltee también,
mas que nada para practicar este tipo de cuentas que tienen valores medios e incertezas.
Cualquier cosa que no se entienda o no quede clara, consulten! También porfis avisenme si
ven algo que les parece que esta mal.



