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1/241/2+41/241/2. Cierto sistema cudntico de cuatro particulas de spin 1/2, tiene un hamil-
toniano dado por
H:—’Y(Sl'SQ+SQ’53+53'S4+S4'51), (1)

donde 7y es una constante positiva y S; es el operador de spin de la particula i-ésima (i = 1,2, 3,4).
a) /Cuél es la dimensién del espacio de Hilbert del sistema? Hallar los niveles de energia y su
correspondiente degeneracién (no es necesario escribir explicitamente los estados).

Para empezar sabemos que el sistema consiste de 4 particulas de spin 1/2 y como cada una tiene
dos estados posibles tenemos que la dimensién del espacio de Hilbert es 2* = 16.

El siguiente objetivo es calcular los niveles de energia, es decir, los autovalores del hamilto-
niano. Para eso queremos escribir al hamiltoniano en términos de operadores que conmuten y
que conozcamos sus autovalores. Pensando en que estamos tratando con un problema de suma
de momento angular podemos notar que el producto de operadores del hamiltoniano se puede
obtener del cuadrado del operador suma de momentos angulares y restando términos extra que
nos aparecen

1 1 1 1 1
H=—~ 5(51 + Sy + S3 4+ S4)% — 55’% — 5522 — 5532 — 582 — 5153 — 5254 . (2)
Podemos repetir el procedimiento anterior con los 2 términos extra que tuvimos que agregar para
obtener
He S +S+8+8)0 -t -1 _lo_lo (3)
=7 51 2 3 4 9P1 T 5P2 T 53 T 5
1 1 1 1 1 1
=551+ 5" + 550+ 555 — 5(S2 4+ 54)* + 555 + 551] (4)
1 o 1 2 1 2
= - §(Sl+52+53+54) —§(Sl+53) —5(52+S4) : (5)

La ventaja de escribir al hamiltoniano de esta forma es que si definimos los operadores suma de
momentos angulares

513 = Sl —+ S3 (6)
524 = SQ + S4 (7)
S1234 1= S13 + Sa4, (8)
podemos reescribirlo como
gl
H=-3 [(Sh234)? = ST — S5 ] - (9)

Y sabemos cémo obtener los autovalores de los operadores de suma momento angular. Al hacer
la suma de momento angular entre 1 y 3 tenemos que

S%.|s1, 835 513, Ma3) = s13(s13 + 1)R?[s1, s3] 513, M13) (10)

con
0= |]_/2—]_/2| = |$1—83| §813 S 81—|—53: 1/2+1/2: 1 (11)

— 513 =0,1.

Al hacer la suma de momento angular entre 2 y 4 tenemos que

5224|327 S4; 824, Moa) = S24(S24 + 1)h2|327 S4; So4, May) (12)
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con
0:|82—84|§824§82+84:1 (13)

= 594 =0, 1.

Al hacer la suma entre Si3 y Sa4 tenemos

S2a4513, S24; 1234, M1234) = S1234(S1234 + 1)R%[513, S04} 51234, M1234) (14)

con
|s13 — S24] < S1234 < S13 + S24. (15)

Entonces estos estados diagonalizan el hamiltoniano

H|S13, $24; 51234, m1234> = E(813, S24, 31234)|513, $24; 51234, m1234>7 (16)

siendo los niveles de energia
E(s13, 524, S1234) = —%hz [s1234(S1234 + 1) — s13(s13 + 1) — S24(524 + 1)] . (17)

Para determinar cuales son los valores posibles basta con considerar todas las combinaciones
posibles para si3, So4 vV S1234. Ademads una vez que elegimos un valor para sjs34 como el nivel
de energia no depende de la proyeccién de spin mja34, €l mismo estara degenerado en 257934 + 1
estados que corresponde al niimero de valores posibles para mia34. Consideremos entonces todos
los casos posibles.

Si s13 = 0, s94 = 0 entonces sj934 = 0y F(0,0,0) = 0 con degeneracion= 20+ 1 = 1.

Si s13 = 0, s94 = 1 entonces s1234 = 1 y E(0,1,0) = 0 con degeneracién=2x% 1+ 1 = 3.

Si s13 = 1, s94 = 0 entonces sj934 = 1y F(1,0,0) = 0 con degeneracion=2x* 1+ 1 = 3.

Si s13 = 1, S94 = 1 entonces s1934 = 0, 1,2: Hay 3 posibilidades i) si 1931 = 0y E(1,1,0) = 2yh?
con degeneracion= 2*x0+1 = 1, ii) si s1934 = 1 y £(1,1,1) = vh? con degeneracién= 2x1+1 = 3,
iii) si 1034 = 2y E(1,1,2) = —yh? con degeneracién= 2 % 2+ 1 = 5.

Juntando todo tenemos: E = —vh? con degeneracién= 5, E = 0 degeneraciéon=1+3 +3 = 7,
E = vh? con degeneracién= 3 y E = 2vh? con degeneracién= 1. Puede chequear que agotamos
todas las posibilidades notando que contando las degeneraciones tenemos 5+ 7+ 3+ 1 = 16
niveles de energia que, como debe ser, coincide con la dimensién del espacio de Hilbert.

b) Se realizan sobre el sistema mediciones de S* y S, (siendo S el operador de spin total del
sistema) y se obtienen los valores 2h%y h respectivamente. | Es esta informacién suficiente para
determinar el estado del sistema luego de estas mediciones?

El operador de spin total S? del enunciado es el mismo que antes llamamos S%,,, v sus autovalores
son S1934(S1234 + 1)A%. Sabiendo que el resultado de la medicién fue 2k = 1% (1 + 1)A deducimos
que S1234 = 1 mientras que el enunciado nos dice que el autovalor de .S, observado fue 1A = mq234h
con lo cual mqe34 = 1. Sin embargo para determinar el estado |s13, Sa4; S1234, M1234) pOr completo
debemos determinar aiin si3 y s94 lo cual es imposible ya que como vimos si s1934 = 1 puede ser
que: i) $13 =0y Soq = 1,1i) 813 =1y 894 = 0 01ii) s33 = 1 y s94 = 1. Concluimos entonces que la
informacion provista por las mediciones no es suficiente para determinar el estado del sistema.



