Fisica Tedrica 2
Segundo Cuatrimestre ) ) .. Lo
18 de noviembre de 2021 Métodos de aproximacion. Practica 7

It is an old story in physics that higher
resolving power leads to new effects. We
remember that the magnetic moment of
the nucleus was itself discovered through
the hyperfine structure of lines in the
visible spectrum.

E. Purcell.

En general no es posible obtener resultados exactos sobre aspectos sencillos como el espectro de energia
de sistemas fisicos de interés. En esta guia introducimos distintos métodos que nos permiten obtener
aproximaciones para algunos de dichos resultados.

Perturbaciones independientes del tiempo

La matriz hamiltoniana de cierto sistema de dos niveles puede escribirse como

R A
H—(m Eg)-

Claramente los autovectores de la energia del problema no perturbado (A = 0) son

- (3) ()

(a) Resuelva este problema exactamente, encuentre los autovectores y autovalores de la energfa.

(b) Asumiendo que A\|A| < |EY — EY|, resuelva el mismo problema usando la teorfa de pertur-
baciones. Halle la correccion de primer orden en los autovectores y de segundo orden en los
niveles de energia. Compare los resultados con los obtenidos en (a).

(c) Suponga ahora que los niveles de energia no perturbados estén casi degenerados (|E)—E9| <
A|A]). Muestre que los resultados obtenidos en (a) se parecen mucho a los que obtendria al
aplicar la teoria de perturbaciones para el caso degenerado (EY = EY).

Un pozo cuantico es un pozo de potencial que confina a particulas a moverse en dos dimensiones.
Tales pozos pueden construirse con muticapas de semiconductores. El confinamiento en las dos
direcciones restantes puede disenarse con bastante libertad para conseguir distintas estucturas
de niveles energéticos. Este tipo de técnicas se utiliza para hacer LEDs y diodos laser de distintos
colores. Consideremos el caso que el potencial en las dos direcciones restantes es de la forma

V= 0 para0<z<L0<y<L
] oo en otro caso .

Calcule las autofunciones de la energia para el estado fundamental y el primer excitado. Si
agregamos una perturbacion independiente del tiempo de la forma

{)\xy para0 <x <L, 0<y<L
V=
0 en otro caso ,

calcule las autofunciones de la energia a orden cero, y los desplazamientos de energia a primer
orden para el estado fundamental y el primer excitado.
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Considere un oscilador armoénico isétropo en dos dimensiones. El hamiltoniano estda dado por

2 2 2
2 op,  mw
— L o T 24y

0_2m 2m 2

(a) ¢Cudles son las energias de los tres estados de menor energia? ;Hay degeneraciéon?

(b) Ahora se aplica la perturbacién V = dmw?ry, donde § es un ntimero real adimensional
mucho menor que uno. Encuentre el autoestado de energia a cero orden y la correspondiente
autoenergia a primer orden [es decir, la energia no perturbada de (a) més el corrimiento de
energfa a primer orden| para cada uno de los tres estados de menor energia.

(¢) Resuelva exactamente Hy + V. Compare con los resultados perturbativos hallados en (b).

Puede usar que
h
(n'|z|n) =1/ S (\/n + 10y ny1 + \/ﬁfsn,,n,l) .

Considere una particula de carga ¢ en presencia de un potencial V (r) = mw?r?/2 y de un campo
magnético uniforme B = BZ. Defina w;, = —¢B/(2m) y elija el gauge A = —r x B/2.

(a) Muestre que al hamiltoniano se le suma un operador lineal en wy, (término paramagnético)
y uno cuadratico en wy, (término diamagnético). Halle los niveles de energia en forma exacta
y su degeneracién (ayuda: es conveniente definir ay = \/Li (a, £iay,), donde a,, a, son los
operadores de destruccion asociados a los modos en z e y).

(b) Muestre que para campos pequenos (wy, < w), el efecto del término diamagnético es des-
preciable respecto del paramagnético.

(c) Considere el primer nivel excitado del oscilador, o sea aquel cuya energia tiende a 5fw /2
cuando wy, — 0. Estudie a primer orden en wy/w como se desdobla por la presencia de B
(efecto Zeeman). Repita el cdlculo para el segundo nivel excitado.

(d) Evalie el efecto diamagnético para el estado fundamental, es decir, como varfa su energia
con wy,. En presencia del campo B, jsigue siendo autoestado de L?? ;Y de L,? Muestre que
el efecto de B consiste en comprimir la funcién de onda en 2 y en inducir una corriente.

* Repaso de atomo de Hidrégeno
Revisar nuevamente la resolucion del Ejercicio 8 de la practica 0, cuyos resultados y notacion
son relevantes para lo que sigue.

La considerable precision de los experimentos de espectroscopia hace posible observar efectos que
no pueden ser explicados solo en términos del hamiltoniano Hy del Ejercicio 8. Se incorporan
entonces correcciones al hamiltoniano del dtomo de Hidrogeno que se pueden tratar como pertur-
baciones, debido a que los efectos que producen en los niveles de energia son de varios ordenes
de magnitud menores que las energias dadas por Hy.

Aplicacién: Estructura fina del atomo de Hidrégeno

La estructura fina se genera teniendo en cuenta correcciones relativistas al hamiltoniano del
atomo de Hidrogeno. La estructura del hamiltoniano en este caso es de la forma

H=mc*+ Hy+ Wy + Wso + Wh ,
donde:

= mc? es la energia en reposo del electrén (una constante que no nos interesard).
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2 2
» Hy = — — — el hamiltoniano no relativista que estudiamos en el ejercicio anterior.

2m T

Pt
= Wmv = _—302

de la masa del electrén con la velocidad.

e? L-S

" Wso= m2c®. 3
rado por el electrén y su propio espin. Como el campo magnético generado por el electron
estd asociado a su velocidad, y por ende a su momento angular orbital, este término se
conoce como acoplamiento espin-orbita.

22
me h
Wp = 5—50(r) es el término de interaccién de Darwin, que corrige el potencial del

un término que corrige la energia cinética teniendo en cuenta la variacién

tiene en cuenta la interaccién que surge entre el campo magnético gene-

nicleo al promediar la interaccion electrostatica ntcleo-electron en las oscilaciones rapidas
del electron. Este término afecta sélo a los orbitales s, lo que se manifiesta en la presencia
de 63 (r).

Wi, Wso v Wp se conocen como los términos de estructura fina.

(a) Demostrar que las correcciones a la energia de los términos de estructura fina es aproxima-
damente 10* veces mas pequena que la dada por el término H,.

(b) ;/Qué efecto tienen los términos de estructura fina sobre el nivel n = 17

(¢) Estudiar la estructura fina del nivel n = 2 (en particular, ver cémo se rompe la degeneracién
del nivel). Pueden seguir por ejemplo la secciéon XII-C, p. 1219, del tomo 2 del libro de
Cohen-Tannoudji.

* Aplicacion: Estructura Hiperfina del dtomo de Hidrégeno

En el ejercicio anterior, vimos que los términos de estructura fina no rompen la degeneracion
de la capa 1s (que tiene dos estados con los mismos nimeros cudnticos n, [, m, pero distinto
espin). Sin embargo, experimentalmente se encuentra un desdoblamiento de dicho nivel, es decir,
los autoestados del nivel 1s pasan a tener distinta energfa®. Para entender esta separacién, se
introducen correcciones (de 6rdenes de magnitud atin menores a las de estructura fina) que se
denominan términos de estructura hiperfina y surgen de considerar que el protén del atomo
de Hidrégeno también tiene espin 1/2 y por ende tiene asociado un momento magnético que
interactia con el espin y el momento angular orbital del electron. Mostrar que estos términos
rompen la degeneracién del nivel 1s (puede simplemente leer la seccién XII-D, p. 1227, del tomo
2 del libro de Cohen-Tannoudji).

Efecto Stark en el atomo de Hidrégeno
Considere un atomo de Hidrégeno en presencia de un campo eléctrico estatico constante E.
Suponer que el campo eléctrico es suficientemente intenso como para despreciar los términos de
estructura fina, pero pequeno respecto a E; (para poder tratarlo como una perturbacién).

(a) Mostrar que la energia del estado fundamental disminuye en forma cuadratica con |Eg].

(b) Encontrar una expresién para el estado fundamental perturbado. Obtener el valor medio
del momento dipolar eléctrico en este estado y mostrar que el campo eléctrico produce un
momento dipolar inducido, proporcional al campo.

(c) Analizar las correcciones perturbativas a las subcapas 2s y 2p: en particular, estudiar si a
orden més bajo (en este caso, a primer orden en energias, y autoestados a orden cero) hay
degeneraciones removidas por el campo eléctrico, y cémo es su dependencia con |Eg|.

5La separacién entre estas energias es una de las cantidades fisicas que se ha determinado con el mayor ntimero de
cifras significativas.
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Método variacional

* Estime la energia del nivel fundamental del oscilador arménico unidimensional usando
(a]0) ="

como funcion de prueba de parametro variable f3.

* Estimar la energia del estado fundamental del dtomo de Hidrégeno (no relativista) usando
el método variacional para distintas funciones de prueba esféricamente simétricas (por ejemplo:
bo (r) = C/ (12 + a®) y ¢ (r) = Ce™/). Comparar estos resultados con el valor exacto.

Perturbaciones dependientes del tiempo

Considere el oscilador armoénico unidimensional de frecuencia wy, que a ¢t < 0 estd en el estado
fundamental. A ¢t = 0 se enciende una perturbacién

V(t) = Fozx coswt ,

donde Fj es una constante. Obtenga una expresién para el valor de expectacién (z) como fun-
cién del tiempo usando la teoria de perturbaciones al orden mas bajo no nulo. ;Es valido este
procedimiento para w = wq?

Un oscilador arménico unidimensional esta en el estado fundamental para ¢t < 0. A tiempos
positivos se lo somete a una fueza dependiente del tiempo pero espacialmente uniforme en la

direccion x dada por
F(t) = Fye V™

Usando la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo, obtenga la probabilidad de encontrar
el oscilador en el primer estado excitado a primer orden. Muestre que en el limite ¢ — oo, la
expresion es independiente del tiempo. ;Es esto razonable o sorprendente?

El hamiltoniano de un sistema de dos niveles

(B 0
H°‘(o Eg)

es perturbado por el potencial

0= (b 2).

A cos wt

donde A\ es real.
(a) At=0 el sistema estd en el estado
1
(o)

Usando la teorfa de perturbaciones dependiente del tiempo y asumiendo que EY — ES no es
cercano a thw, derive una expresién para la probabilidad de que el sistema se encuentre en

el estado
0
1

para tiempos positivos.
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(b) ;Por qué este procedimiento no es vélido cuando EY — ES &~ +hw?

Considere un sistema compuesto por dos objetos de espin 1/2. Para ¢ < 0 el hamiltoniano
no depende del espin y puede igualarse a cero corriendo la escala de energia. Para ¢t > 0 el

hamiltoniano esta dado por
4N
H= (_) S, S, .

72
Suponga que el sistema esta en el estado |+—) para ¢ < 0. Encuentre la probabilidad de que a
un tiempo ¢ el sistema se halle en cada uno de los estados |++), [+—), |[=+), y |——),

(a) resolviendo el problema exactamente,

(b) suponiendo que vale la teoria de perturbaciones a primer orden, siendo H la perturbacién
que se enciende a t = 0.

;Bajo qué condiciones (b) da resultados correctos?

Considere un sistema de dos niveles con E; < F5 y un potencial dependiente del tiempo que
conecta los dos niveles
Vit = Vo =0, Vig =V, = 7€Wta

donde 7y es real. A t = 0 se sabe que solo el nivel mas bajo esta poblado, es decir que ¢;(0) = 1,
y 62(0) =0.

(a) Encuentre |ci(t)]? v |co(t)|* para t > 0 en forma exacta resolviendo la ecuacién diferencial
ih—r = Vin(t)e™'c,, k=12,

(b) Resuelva el mismo problema usando la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo al
orden mas bajo no nulo. Compare con el resultado hallado en (a) para pequenos valores de
~. Trate por separado los siguientes casos: (i) w muy diferente de wyo, y (i) w ~ wis.

Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justificar.

(a) Los estados vibracionales de cierta molécula didtomica dipolar pueden ser descriptos ade-
cuadamente por un potencial armoénico unidimensional de frecuencia w. Si se enciende un
campo eléctrico constante pequeno Fjy, la energia del estado fundamental aumentara en
forma cuadratica con Ej.

(b) El término de interaccién de Darwin Wp remueve la degeneracién del nivel 2p del dtomo
de Hidrégeno H,.

(¢) Un oscilador arménico unidimensional se encuentra en el estado fundamental para t < 0. A
tiempos positivos se lo somete a una fuerza perturbativa F(t) = Fye "™ en la direccién z.
Después de un tiempo, serd posible encontrar al sistema en el segundo estado excitado del
oscilador arménico no perturbado.



