Clase 2 - viernes 2010812021

La clase pasada vimos:
- Formalidades del curso
- Espacio de Hilbert de funciones de onda de una particula
- Operadores lineales
- Conmutador
- Bases del espacio de Hilbert
- Producto escalar expresado en componentes
- Relacion de clausura de la base

En esta clase veremos:
- Base de funciones de cuadrado no integrable:
- Base de ondas planas
- Deltas de Dirac en posicion
- Base mixta y notacion general para bases continuas
- Espacio de estados y vector de estado
- Notacion de Dirac: ket y bra



Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial equipado con producto interno o escalar, que permite definir longitudes y angulos.

El conjunto F forma un espacio de Hilbert

e F es un espacio vectorial:

Sih1(r),P2(r) € F = (r) = Mthi(r) + Aathe(r) € F con A, Mg € C
e Se define un producto escalar en F :

(0. ) = f &r o*e) i)



Operadores lineales
A (r) — ¢'(r)

y'(x) = Ay(r)
A[A (1) + 2,0,(0)] = A, 407,(r) + A, Ay ,(r)

Base del espacio de Hilbert {u;(r)} C F
4
Es base si Vi)(r) C F = ¢(r) = Z ciu;i(r)

y i
Ortonormalidad: (u;,u;) = /d3r w; (r)u;(r) = d;5

\\



Ejemplos de bases del espacio de Hilbert
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Es una base ortonormal y completa para funciones definidas en el intervalo (0.a)

[ dw i @)in(z) = b S Gnl@) (@) = o(a — o)

ortonormalidad clausura



Ejemplos de bases del espacio de Hilbert
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Ejemplos de bases del espacio de Hilbert

Particula libre: V(x) =0

. h2 dzllf — E :> @D(I‘) _ ez'k-r Autoestados
Ym dxz — w Ondas planas
o0 o0 . o0 Norma infinita
/ dST' ’w(r)‘Q — / d37a ‘eZk'I’P — / d374 1 = 00 Habria que poner la particula
en una una caja o usar
9 —©9 - condiciones periddicas

de contorno

+00 _ 1 +00 )
fix) = % ];m F(k)e'™ dk «— F(k)z—ﬁ /:m f(x)e " dx.

Transformada de Fourier, son base completa y ortogonal



Bases de “estados” que no pertenecen a L?
por no ser de cuadrado integrable



Bases de “estados” que no pertenecen a L?

En el capitulo 1 del Cohen se presenta la transformada de Fourier de ¥ (x) con la
siguiente notacion:

Appendix |
FOURIER SERIES AND FOURIER TRANSFORMS

o+

1 Clp .I(p) eipxm
AV Znﬁ -

_ 1 + o
yip) = r—ﬂ-j dx y(x)e~'P*h
2nﬁ e ¢ ( )

Y(x) =

1 eipxm
=
Vv 2rh

Llamemos: v(x) = Onda plana con vector de onda: k = p/h

1
o, = 5= ) 0,(x)¢ Z,



ipx/h

Bases de “estados” que no pertenecen a L? v {x) = e
v 27h

{ vp(x) } Es una “base” porque permite expandir cualquier estado:

V) = j dp (o) v,

a0

Los coeficientes de la expansion son la transformada de Fourier:

L

J(p) = (0, ) — j dx v3(x) W)

e

1
Pero, como |vp(x)|2 = S2h constante, entonces Vp(X) no es de cuadrado integrable

— 0,(X)¢ 7,



Bases de “estados” que no pertenecen a L? v (x) = ———g'P¥/h

D
sz Th

(1) No es de cuadrado integrable
{Vp(X)} es una “base” pero: <

(2) Indice p es continuo, -0 < p < o
\.

Paralelismo entre una base “continua” y una discreta

Y(x) = I mdp _U;[p) vp(x) <« » Y= Zi', c; udr)

s &)




Bases de “estados” que no pertenecen a L? v {x) = I gipx/h
LT
1 + oo
Si usamos la expresion de la delta de Dirac: > dk e* = §(u)
+ ar
i dp iELx—x'l
dp vix) v¥(x) = — | —Le* = 3x — X'
> J p (%) v3(x) =5~ | & &( )
.
D (@i (a’) = 6(z — ) Relacion de clausura
+ oo dx
v, 0,) = x v¥(x) v,(x ﬁ“’ »— &p -- p
o) = | e ap o00= 5 [ e " -~ )

/da: VX () (T) = Spnn “Ortonormalidad” en el sentido de Dirac




Bases de “estados” que no pertenecen a L?

Para pasar a 3D:

l ipx/h | 33
Up(.f) = {r_ S — e !?p(r) — (_) elp.rj'ﬁ‘

v 2rh 2nth

i <> p

|

0;; <> op — p)




Bases de “estados” que no pertenecen a L?

Agrupando los resultados para el caso 3D:

v = jdap Wp) v,(1)

W®) = (0. V) = jdﬁr 020 i)
(0. ¥) = Id3p o*(p) ¥Ap)

J'dap oylt) V) = B — )

(g, 0pr) = 0(p — P)

Expansion en la base vp(r)

Coeficientes o componentes

Producto escalar en componentes

Relacion de clausura

Ortonormalidad a la Dirac



Otro ejemplo de base de estados que no pertenecen a L*:
Base de deltas de Dirac en la posicion



Base de deltas de Dirac en la posicidon

Consideremos las “funciones” de r etiquetadas por rg = (Xg, Yo, Zo) -

Appendix 1l
grn(r) - 5([ T r{}) THE DIRAC - FUNCTION*

SV F

T 5'(x)

1

o~

£y
= i

Desplazada a zq : d(x — xg)



Base de deltas de Dirac en la posicidon

ém(r) = o{r — ry)

No es de cuadrado integrable —— » gm(r) ¢ F

Pero pensemos en lo siguiente:

V) = j &ry Wire) 5lr — 1o)

coeficiente

Nos sirve como base para expandir cualquier funcién de onda de cuadrado integrable.



Base de deltas de Dirac en la posicidon

\
) = j &ro Wire) 8(F — 1o)

) j Pry Wirg) €. (1)

Reciprocamente:

Wlry) = JdJT oy — r) ¥(r) >
Y(ry) = (6, ¥) = fdar Sonlr) W(r)

ém(r) = olr — ry)
J



Base de deltas de Dirac en la posicion o) = o(r — 1)

Paralelismo entre la base de deltas y una base discreta:

)} < {ulr)}
Y(r) = J.d?lrﬂ W(r,) Cm(r) <« » ylr= Zi:c,- ur)

Ylrg) < » €

jdﬁro < .y



Base de deltas de Dirac en la posicion o) = o(r — 1)

Paralelismo entre la base de deltas y una base discreta:

i

(o, w)=jd“"rn OME) YK <« > (o) =Y b,

j dry &, (1) EX(1) = I;ﬁro Mr—rg) o(r —ry) o Z“I{r) u?‘(r*l = or — 1')

= d(r — r)

(c.,,,c.b)=Jd3r =) M -r) . ,u) =9,

= o{r, — rp)



Base de autoestados del Hamiltoniano del atomo de hidrégeno

Los autoestados del Hamiltoniano de un sistema forman una base de su espacio de Hilbert

Hydrogen atom

M Electron

Vnim(r) = R (r)Y;" (6, ¢) L= (na L, m)

. 2\ (n—1—1)! T ! st {27\ om
1"”“"_\/(55) [+ HIP © (E) bt (E)Y‘ ©. 9.



Base de autoestados del Hamiltoniano del atomo de hidrogeno
Fig. (B)

0

h2V? e’ 1
- _ — E
2m Aeg T P(r) P(r) R
5: ,r’;"‘x

Yt () = Roa (1) Y™ (60, ) 13

Enary

Hydrogen atom

™ Electron

o Proton

Parte discreta de la base:

ui(r), 7 = (n,l,m)

Base mixta, discreta y continua:
(Hf 1“‘":) == 0



Resumen de bases discretas y continuas

Discrete basis { ur) }

Continuous basis { w,(r) }

Ortho-
normalization
relation

(u;, “j) = 51}

(wniwaf) - 5(“ - l!!’)

Closure
relation

Y ule) uf(F) = &(c — r)

i

J‘da w(r) w¥(r') = 6(r — r)

Expansion
of a wave
function y(r) |

Y(r) = Z ¢; ufr)

Y(r) = Ida o{a) w,(r)

Expression

for the components j¢; = (u,,¥) = J‘d"r uf(r) y(r)

of Y/(r)

@) = (w.¥) = J &r Wi i)

Scalar product (0.¥) = T bt @, %) =Jda b*(@) <)
e ¥ = Tlef’ W) = I dat |ofe)?




Espacio de estados



Espacio de estados

V(p)



Espacio de estados

c(o)



Espacio de estados



Espacio de estados

‘ ¢> es el vector de estado de la particula

‘¢> - g Espacio de estados de la particula
I' que se mueve en el espacio de 3D

Nos permitira generalizar: ‘w> & 8



Notacion de Dirac



Notacion de Dirac

Espacio de estados, espacio de Hilbert: g

Los estados de la particula son vectores-ket, o simplemente kets: ’ . >

/

Qpn> — ’n> Pozo cuéantico unidimensional

Ejemplos: < ¢nlm> — |nlm> Atomo de hidrégeno

|k> Onda plana con vector de onda k

En LaTeX: | \psi \rangle



Notacion de Dirac

Espacio de estados, espacio de Hilbert: g

Hasta ahora conocemos este espacio de Hilbert:

Y(re F < |y €6,
ZF and &, are isomorplfic,

Otro espacio de Hilbert similar: é’x : |?7D> < @D(:IL‘)



Notacion de Dirac

Producto escalar de dos kets (| ¢ ),

'n(’_ > ). » Numero complejo

La definicion del producto escalar debe satisfacer propiedades analogas a:

(0, ¥) = (¥, 9)*
(@, 4, + AWy) = A0, ¥,) + A (@, ¥5)
(A1 + 4305, ) = Al(@,, V) + A%(@,, ¥)

Para los kets | /A= cS’r podemos recurrir a la definicion de producto escalar

de las funciones de onda: (|¢), |[¥)) = (p,¥) = /dST @™ (r)y(r)



Resumen de la Clase 2

En esta clase vimos:

- Base de estados no normalizables con indice continuo: ondas planas
- Ortonormalidad a la Dirac para bases con indice continuo

- Base de deltas de Dirac en posicion

- Base mixta: parte discreta + parte continua

- Espacio de estados

- Notacion de Dirac

- Producto escalar de kets
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