Clase 3 - martes 24/08/2021

La clase pasada vimos:
- Base de funciones de cuadrado no integrable:
- Base de ondas planas
- Deltas de Dirac en posicion
- Base mixta y notacion general para bases continuas
- Espacio de estados y vector de estado
- Notacién de Dirac: ket y bra

En esta clase veremos:
- Notacién de Dirac: el ket
- Producto escalar de kets, el bra
- Operadores lineales: elemento de matriz
- Proyectores
- Conjugacion hermitica
- Operadores hermiticos o autoadjuntos



Bases de “estados” que no pertenecen a L* v (x) =

{Vp(X)} es una “base” pero: <

\\

(1) No es de cuadrado integrable

(2) Indice p es continuo, -oo <p <

Paralelismo entre una base “continua” y una discreta
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Base de deltas de Dirac en la posicion (1) = 6(r — 1)

Paralelismo entre la base de deltas y una base discreta:
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Espacio de estados



Espacio de estados

‘ ¢> es el vector de estado de la particula

‘¢> c g Espacio de estados de la particula
I' en el espacio de 3 dimensiones

Nos permitira generalizar: ‘w> c &



Notacion de Dirac

‘w> - g Espacio de estados de una particula
I' en el espacio de 3 dimensiones

Vir)e F < |Y >ed,

Ejemplo: Who o (I') < |¢nlm> — |nlm>

Autoestados del Hamiltoniano
del atomo de hidrégeno

Otro ejemplo de espacio de Hilbert: é"x X |?7D> N @D(QZ’)



Producto escalar de kets

Producto escalar de dos kets (| ¢ ), l ¥ ) » NuUmero complejo

¢, Qué numero complejo le asignamos?

Para los kets | /A= cS’r podemos recurrir a la definicion de producto escalar

de las funciones de onda: (|@), |[¥)) = (p,¥) = /dST @™ (r)y(r)



Producto escalar y el “bra”: (o), [9)) = (@, ) = / d’r " (r)y(r)

El producto escalar nos permite definir una funcional lineal :

Y

|¢> » namero complejo

a partir de cada ket ]gp} , por medio del producto escalar:
A
p([¥) = (l¢), [¥) € C

La [lamamos <90’ (“bra”) y entonces escribimos: > <90|¢> - (|90>’ |¢>)

“bra - ket”

p(19)) = (plt)




Producto escalar y el “bra”: (le); 19)) = (o, ) = / d’r " (r)h(r)

(p| € £* , donde £ es el espacio dual de &

Las propiedades del producto escalar se transfieren al bra.

La antilinealidad de (\90>, \¢>) en el primer argumento implica que:
A1lp1) + Azlw2) — AT (p1]| + A5{p2|

La correspondencia ket — bra es antilineal



Notacion de Dirac

El producto escalar de los kets satisface propiedades idénticas a las que
satisfacian las funciones de onda:

(ol > =LY ]|p)*
(@'11!{’1 +*12'1’2>=‘11<¢|'f’1>+;{2<¢'|'1‘2>

(4494 +lz¢’z|'f/> =l’f(rp1||};)+,1§<¢;2|¢,>
(Y | ¢ ) real, positive; zero if and only if [y > =0

(0, %) = (¢, 9)*
(@, Ay, + A Wy) = Ao, ¥) + A(0, ¥y)
(4190, + 4203, ) = A1(@, ¥) + 25(¢,, V)



Kets y bras

B. STATE SPACE. [. Introduction
DIRAC NOTATION 2. “Ket” vectors and “bra” vectors

a. Elements of &#: Kets
b. Elements of the dual space & of & :bras
¢. Correspondence between kets and bras



Operadores Lineales en el espacio de estados



Operadores Lineales en notacion de Dirac

A
|.1/>5£ >||}1’>EJ

|y’ > =4y >

Linealidad:  A4(4, | W, > + 4, | Y, =4, 4 | V> + 4,4 I'f’z b
Producto de operadores: (AB) I W ) = A(B I V)

Conmutador: [A, B] = AB — BA



Operadores Lineales en notacion de Dirac

Dados dos kets: [p), |1))

El elemento de matriz del operador A entre ellos es:
ColA]|y))

Es un namero complejo que depende linealmente de ‘¢> y antilinealmente de ‘90>

Con funciones de onda escribiamos:

[ et wav



Ejemplo basico de operador

Vimos:  (¢[¥) = (l@),[¥)) € C

En cambio, [¥){p| es un operador.

Para verificarlo, apliquémoslo a otro ket: ’X>

[P)(elx) = (eIx)|¥)  esunket

Vemos que el orden de kets, bras y operadores tiene significado en la notacion de Dirac.



Operador proyector

Sea: |¥ > con: (YY) =1

;. Cémo actuia: Pw=|:p><.p| |¢>

= Pyledy=|¥><{¥]|e>

2
iy Cvled

Notar que: P$=P¢,Pw=l¢><¢|¢><¢|=l¢><¢l=P¢

Es un proyector



Proyector sobre un subespacio

Sea un conjunto de kets normalizados: | ®, Vs l 7/ 29 T I @, h

Ortogonales entre si: { @; | @; ) = oij

p N
=

Esos estados generan un subespacio: Jq

‘
Consideramos: P, = Z | @, >, |

i=1 /
Bylb)

m) P> =)Y |e><o:|¥> X

i=1

Se puede verificar que. Pj == Pq (hacerlo usando la ortonormalidad)



Conjugacion hermitica



Operador aplicado a un bra

Hasta ahora vimos: A|iy) — da un ket

También podemos definir la accién de A sobre un bra: {p| A

\/

Nos da un nuevo bra, que actia sobre un ket arbitrario asi:

KeolD|v>=Co| ]|

Es el elemento de matriz de A entre los dos estados, lo escribimos obviando el parentesis:

LolAd|ly>=Ke|D|Yy)=<o ||y



Operador aplicado a un bra: linealidad

Sea < X l = /11 < P, | + /11 < @, | Combinacion lineal de bras

Acttasobre unketasi: {x|¥ > =4, o |[¥ >+ A, @, |¥>

Kx|D|¥>=<x|d]|¥))
='11<‘91I(A|W>)+Az(‘ﬂzl(/4['f’>)
=4 Koy | DY) +4, Koy || YD

) CrlA =0, |+ 40, )4
= /11 < @, IA + /12 < P, IA Respeta linealidad



Operador aplicado a un bra: el orden es importante

(pld # A<lo¢]

(old

4<e|

\
4

v
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operador



Operador adjunto

4 sy =4]y>

<2 i = (Y| =y A



Operador adjunto

S JYD =AY

A—3 AT
e A
41 AT

= (Y| =y | A



Operador adjunto

A—3 Al

/// B \\\

} v \ o>

= (¥']=Cula

N S



Operador adjunto

A—3 Al

1> 4 s lud=dly>

o
\



Operador adjunto

A—3 Al

S JYD =AY

~

= (Y| =<yl



Operador adjunto

A—3 Al

S JYD =AY

= (Y| =y | A



I$'>=Al'fl> *E*(![/'I=<1P|A’ Operador adjunto

Linealidad
/11 < |‘b1 I + ).2 < 1112 | Combinacion lineal de bras
/'l.fl lfll >+ /‘lg I lf/z > Ket correspondiente
)I.TA I !f/l > + /'L’E'A I !f/z ) = /1?' | '1”1 > + Ag |IV2 > Accion de A sobre el ket

v

11(4’3[+'11<'4";z|='11<'!’1IA'+12<'-(’2|A'

(’11<¢1|+’12<'\1’z |)At=11<WI|At+)‘Z<¢’2|A?



I$’>=Al'f’> *==‘-'<![/'I=<IP|A’ Operador adjunto

o AT es lineal

(] + Ao (Wa) AT = Ar (b |AT + Ag{ain| AT

e FElementos de matriz
(Wlo) = (pl!)*
Wy =Al) = WlATle) = (plAlp)*
W' = (At




Propiedades del operador adjunto

(A f)f = A
(LA) = A¥A?
(A+B)'=A'+B*

Demostrarlas (AB)Y = B'A? notar el cambio de orden

(udCoPr=]v)u|

~

(W' =Aaly) =y | =y |4

Usando

(Y [A o> =<o|4|y>*



Conjugacion hermitica en la notacion de Dirac

A—3 Al

) — (P
A— N\

invertir orden

gempo A u|A|od|wdy| = = ¥ w| oA |u)i*
Auddo|w) < » (wlodu|ar



Operadores hermiticos o autoadjuntos

A=Al

Los operadores hermiticos juegan un rol fundamental en la mecéanica cuantica
porque representan a las cantidades fisicas

(YlAled> = plAly)d*
P, = |y <¥| =P,

The product of two Hermitian operators 4 and B is Hermitian only if [4, B] = 0.
Indeed, if 4 = 4" and B = B', it can be shown using (B-55) that (4B)' = B'4'= BA,
which is equal to 48 only if [4, B] = 0.



Resumen de la Clase 3

En esta clase vimos:

- Notacion de Dirac: el ket

- Producto escalar de kets, el bra

- Operadores lineales: elemento de matriz
- Proyectores

- Conjugacion hermitica

- Operadores hermiticos o autoadjuntos



	Slide 1
	Slide 2
	Slide 3
	Slide 4
	Slide 5
	Slide 6
	Slide 7
	Slide 8
	Slide 9
	Slide 10
	Slide 11
	Slide 12
	Slide 13
	Slide 14
	Slide 15
	Slide 16
	Slide 17
	Slide 18
	Slide 19
	Slide 20
	Slide 21
	Slide 22
	Slide 23
	Slide 24
	Slide 25
	Slide 26
	Slide 27
	Slide 28
	Slide 29
	Slide 30
	Slide 31
	Slide 32
	Slide 33

