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1. Breve resumen: Sistemas Compuestos

En Mecéanica Clédsica un sistema compuesto, por ejemplo por dos o maés particulas, sélo
requiere adjuntar para su descripcién correcta, las coordenadas y momentos de las particulas
que lo conforman. En Mecédnica Cudntica, cada particula (o subsistema) tiene asociado un
espacio de Hilbert, por ejemplo para dos particulas: H4 y Hp, conteniendo los estados de cada
una de ellas, por ejemplo |¢) , v |¢) 5. Estos estados se describen con sus respectivas bases
ortonormales {|u;) 4} v {|v;) 5}, i=1,..,Dayj=1,.,Dg.

Una primera descripcion del conjunto A — B se obtiene simplemente generando un nuevo
espacio de Hilbert Hap = Ha ® Hp que contiene todos los pares de estados, |¢) , ® |¢) 5. Esta
notacién denota lo que se llama un producto tensorial de espacios vectoriales (no asustarse con
el nombre, se define por sus propiedades).

El nuevo espacio vectorial H4p posee todas la propiedades de un espacio de Hilbert, en
particular que la combinacién lineal de estados pertenecen a dicho espacio. Por ello concluimos
que no todos los estados en H 4p son estados producto, en realidad estos estados son una clara
minoria en H4p.

Una base de estados ortonormales de H 4 se obtiene con el producto tensorial de las bases:
{|ui) 4 ® |v;) 5} El producto interno en este espacio es el mismo producto interno antihermi-
tiano. Dados Wap = |¥) 4 @ )5 ¥ Pan = |§) 4 ® |X) 5, €l producto interno se define por:

[(@19) 5 = (€14 ® (xlp [9)4 ® 16) 5 = (]2 KI9)5)

Los primeros operadores en este espacio son los definidos en cada subsistema y extendidos
al conjunto: O4 ® I y I ® Rp, cuyo producto da lugar a un operador producto mas general
(04 ®1p)(I4 ® Rp) = O4 ® Rp, cuya accién sobre un estado producto estd definido por:

[04® Ro([) 4 ®6) 5) = 0a )4 ® Bi10) 5 |

Claramente no todos los operadores son producto dado que la suma de operadores es también
un operador.

La representacion matricial de estados del sistema AB en una base ortonormal, como siempre
requiere un ordenamiento bien definido. En el caso de la base producto, se tomara el primer ket
de la base del susbsistema A multiplicada por cada elemento de la base del subsistema B, el
procedimiento continua con cada ket de la base del subsistema A. Es claro que habra D, x Dp
estados en la base producto, por lo que esta es la dimensién del espacio de H . Por ejemplo

si )4 =20 ¢ilui) 4 ¥ |0)p = 225 dj |vj) g, entonces

V)4 @ [0)p = ZCi |Ui>A®Zdj vj)p = Zcizdj [ui) 4 ® |vj) g
g 7 ) J




por lo que la representacién matricial de producto tensorial de estados es:

|¢>A ® |¢>B =

dy
d2 C1 d1
1 C1 dg
d(]ijA C1 dDB
d1 cody
2 CQdQ
C2
dp, c2dp,
’ dl CD1 d1
ds cpidy
D1 cp1dpy
dp,

La representaciéon matricial de cada operador en un dado subsistema viene de su represen-
tacion en ketbra, por ejemplo O = ", O [ui)ur| 4, vy Rp = Zjl Rji |vj)vi| g, por lo que el
producto tensorial se obtiene distribuyendo de una manera ordenada:

ik

O4®Rp = (Z O |ui ur|) ® (Z Rji lvifvi|) = Zom Z Riji[ui) 4 @ [vj) g (ukl 4 @ (vil g
jl ik 4l

de donde podemos escribir la representacién matricial:

OnRp O12Rp
021 Rp 02 Rp

OA® Rp := ' .

Op,1Rp Op,2Rp

Ry Ry

01 Roy Ry
Rpy1 Rpge

Ry Ry

O Ry Ry
= Rpy1 Rpgo
R R
Op,1 Ro1 Ry

Rpy1 Rpgo

Oip,RB
Oip,RB
Op,.p.RB
Rip, Ry Rz .. Ripy
Ropy, O R Ry .. Rapy,
Rpy pp Rpy,1 Rpp2 .- Rpypg
Rip, Ry Ry .. Ripy
Rapy O Ry Ry .. Rapy,
Rpy pp Rpy1 Rpgz2 .. Rpgpg
Rip, Ry Ri2 .. Ripg
Ropy, Op . Roy Ry .. Rapy,
A
Rpy g Rpy,1 Rppz2 .. Rpypg

donde luego de multiplicar por las matrices internas se sacan los paréntesis internos.
Una propiedad importante es la traza del producto tensorial:

tr(O4 ® Rp) = (Z 0@ Rj;)) = <Z oﬂ)(Z Rj;) = tr(Oa)tr(Rp)




En sistemas de 2 x 2 la traza es nula siempre que Oy = 0;4 o Rp = O'jB, donde o son las
matrices de Pauli, que son de traza nula.

tr(c @ Rp) = tr(0O4 ® af) =0

2. Problema 12

Base producto y base de Bell. Considere un sistema compuesto de dos partes, que deno-
tamos Ay B, cada una de las cuales tiene un espacio de estados de dimensién 2. Sea {|0) , , 1) 4}
una base ortonormal de estados de Ay {|0)5,|1) 5z} andlogamente para B. Asimismo, sean o}
y 0B (i = z,y, 2) observables sobre cada uno de los subsistemas, cuyas representaciones matri-
ciales en estas bases estan dadas por las matrices de Pauli, de forma tal que [0) , y |1), son
autoestados de o2 con autovalor +1 y —1, respectivamente (y andlogamente para B).

(a) Considere el conjuntos de observables sobre el sistema compuesto:
{02 ®IP,1* ® 0 }. Muestre que forman conjunto completo de observables que conmutan
y encuentre una base comun de autoestados. ;Qué propiedad satisfacen los elementos de
esta base?

(b) Considere el conjuntos de observables sobre el sistema compuesto:
{Jf ®oB oA ol } Muestre que forman conjunto completo de observables que conmu-
tan y encuentre una base comun de autoestados. ;Qué propiedad satisfacen los elementos
de esta base?

(c) Considere los operadores 0t @ 0 y 04 @ ¢Z. Diga si forman un CCOC y en ese caso

encuentre la base comun de autoestados.

(a) Para probar que son CCOC debemos primero ver que conmuten entre si:
017,160 7] = (01" ® (1%07) - (1%07) ® (a7'17)
=0l P —c2@sl =0

z

Consideremos la base producto: {|0) , ® [0)5,|0) , ® [1)5,[1) 4, ®(0) 5,[1) 4 ® |1) 5 }. Usaremos
la notacién simplificada por la cual por ejemplo: |00) = |0) , ® [0) 5, [01) = |0) , ® |1) 5, etc. La
base producto es un una base de autoestado de ambos operadores, con autovalores doblemente
degenerados. Cada operador no es en si mismo un CCOC. Usando

y que por ejemplo,

o2 @12 |00) = o |0) @ TP |0) = 4]00) , ...

se obtiene:
o2 @17 100) = + |00) I* ® 62 100) = 4 (00)
o2 @12 |01) = 401) I @ o2 01) = —01)
o @15 10) = — |10) I ® 0B [10) = 4 (10)
o @I |11) = — |11) I ®oB|11) = —[11)

Podemos observar que cada estado de la base es autoestado comun de ambos operadores y
estd identificado en forma univoca por los autovalores correspondientes, por lo cual forman un
Conjunto Completo de Observables que Conmutan (CCOC).



Operadores/Autovalores
Estados de la base oA Q1P 1ol
|00) +1 +1
|00) +1 -1
|00) -1 +1
|00) -1 -1
—vskip 0.5 cm

(b) Para probar que son CCOC debemos primero ver que conmuten entre si:

[0 ®0o

Consideremos la accién de estos operadores sobre la base producto. Usando

se obtiene:

A

= (io,

05 10) = +11)

2oop®op]=(0lo) @ (070)) -

z x

(0707) @ (07 07)

x z

)@ (o) — (—io)) @ (—icl) =0

Y

oz 1) = +10)

o @ a8 |00) = +00)
ot @ ol |11) = +11)

o2 @B |00) = +11)
o2 @ oP|11) = +00)

o ®aB|01) = —01)
o @B |10) = —[10)

o @B |01) = +10)
o @ 0B |10) = +01)

Podemos observar en cada grupo que {|0,0),]11)} y {|01),]10)} forman subespacios invariantes
de ambos operadores. Basta diagonalizar en ambos subespacios para obtener los autovectores y
autovalores comunes. En cada subespacio basta diagonalizar ! @ 2, pues en dicho subespacio
02 @ 0B es proporcional a la identidad. Claramente, en cada subespacio 0 ® 02 actia como
o, del problema 2 x 2, por lo que los autovectores correspondientes son:

ot 08 \%uow L [11)) = %oom £ [11))
|o+) |+)

ot @ob %(|Ol> +|10)) = + %(\01} + [10))
vt vt

Nombrando a los estados en términos delos autovalores |m;, mz) de los operadores M; = o2®02
y My =02 ®0cB.

Operadores/Autovalores
Estados base de Bell M, =2 ®dP My =0} @B
[®T) = |m1 = +1,ma = +1) = |Boo) +1 +1
|(I)7> = |m1 =+41,mo = —1> = |ﬁ10> +1 -1
[UH) = |my = —1,ma = +1) = |Bo1) -1 +1
[T=)=|mp = —1,my = —1) = |B11) -1 -1

Observamos que cada estado de la base de Bell es autoestado comiin de ambos operadores
y estd identificado en forma univoca por los autovalores correspondientes {m1,ms}, por lo cual
forman un Conjunto Completo de Observables que Conmutan (CCOC). Los estados de Bell no
se pueden escribir como estado producto, y forman una base de estados entrelazados.

(¢) Forma parte de la Entrega 3.



3. Problema 14

Suponga que se prepara a un sistema de dos spins en el estado de Bell |¥ ™) (también llamado
estado singlete) y que ambas particulas son llevadas a laboratorios distantes (llamados A y B)
de modo tal que el estado del conjunto A, B no se modifica durante el viaje. Suponga que en
el laboratorio A se mide el observable 03 = @ - o y en el laboratorio B se mide o5 = b-o.

(a) Calcule las probablidades Prob(og = %1), Prob(o; = £1) (probablidades para cada sub-
sistema); Prob(cg = %1, 03 = £1), Prob(os = F1, 0 = 1) (probabilidades conjuntas).

(b) Calcula la funcién de correlacién entre los resultados obtenidos en A y B, definida como
K(A,B) = (0a @ 03) — (0a) (73)-
(c) Repita el cdlculo de la funcién de correlacién para los otros estados de Bell. ;Cudles son

las diferencias y cudles las similitudes entre ambos resultados?. Interprete.

(a) Vamos a hacer el problema para cualquier estado de Bell. Para ello usaremos primero el
proyector sobre el estado de Bell |my,ms) que se obtiene por aplicacién de los proyectores sobre
los subespacios con autovalor m; y mq para el CCOC {Mj, M5} del problema anterior. Como
M? = M3 =1, podemos usar los proyectores:

1 1
Hml = 5(]I+m1M1) Hm2 = §(H+m2M2)

por lo que, el proyector sobre un estado de Bell general es:

1
|ma, ma)ma, ma| = Iy my = i, I, = Z(H + mi My + maMsy + myme My My)

recordemos que MMy = —0’; ® Uf (visto al momento de calcular el conmutador).
Los proyectores sobre los autoestados de o5 y 03, con autovalor A, y Ay, son:

IT, (I* + XAog) @17 10, =11 @ = (17 + Ayof)

1 1
) 2

Finalmente la probabilidad de medir o5 = A, es:

Prob(Aal [Bimy ms)) = tr{lx, i, m,]
_lga Ay o 1By L
7757"[2(]1 +)\aga)®ﬂ )4(H+m1M1ergMngmlmngMg)]
1 1
=—tr(l) = =
s =3

donde se tuvo en cuenta que las trazas de operadores con una matriz de Pauli de un lado u otro
del signo ® se anulan y que tr(I) = 4. Del mismo modo se puede obtener que:

1

Prob(Mo| |Bmy,ms)) = 9

Los estados de Bell no dan mayor informacién sobre mediciones locales (sobre cada subsistema).
No importa cual sea la medicién, los dos resultados posibles se obtienen con igual probabilidad.

Ahora vamos a medir un operador sobre el conjunto, o5 ® 0. Necesitaremos el proyector
sobre los autoestados de este operador Il »,:

Iy, », =11\, ® 11,
1 A A 1 B B
:i(]l +)\a0&)®§(]1 +)\b0’5)

1
=+ MA@ 0] + Aog @ 1P + A hoog @ o))



PI‘Ob(O’{l = )\a,UB = >\b) = tT(HAa,)\mel,mg)

1
= tr(3 I+ W' @ 0f + Xaog @17 +Aa Mg @ o) x

no contribuye a la traza

1
Z(H +mio @08 + moct @ 0P — mlmgaz‘f ® ayB)

1
= —tr[l 4+ ANy (my ohol @ U?UZB +
——

16 ——
a. 14 b, 1B
ociod® afaf —AaApmima Ug‘aj ® O‘?O’f)
e ~—~—
a4 b, IB a, 14 b, 1B
1
= TGD + AaAp(miazb, +maagby — mimaayby)]tr(I)

donde bajo los paréntesis de la tltima ecuacién sélo se a puesto la parte que contribuye a la
traza dado que 05,05 = M - Rl + M X fi.o. Por consiguiente obtenemos la férmula general:

1
Prob(og = A, 05 = X)) = Z[l + Ao dp(miazb, + maoagby — mimaayby)]

Es posible verificar que: }_,  Prob(cs = Aa,05 = A\p) = 1.

Apliquemos en particular al estado de Bell |¥™) cuyos autovalores son my = mg = —1.
_ 1 .
Prob(ca = Aa, 05 = Xo| [¥7)) = 71— et - b]

De donde la probabilidad conjunta de medir valores iguales de la proyeccién de spin A\, = Ay
(Aadp =1) es

1
Prob(A A, = 1] [¥7)) = Z[l —a- bl

y la probabilidad conjunta de medir valores opuestos A, = —A, (A Ay = —1)

1 -
Prob(Ag Ay = —1| [T 7)) = 1[1 +a- b

Para el caso en que & = b (en ambos laboratorios se mide en la misma direccién), la probabilidad
de que se mida el mismo valor para las proyecciones es cero, y d4 una certeza para medir valores
opuestos (considerando los dos casos que poseen valores opuestos). Mas adelante veremos que
esto es asi pues la proyeccién del spin total en el estado |¥™) es cero en cualquier direccién,
por lo que ag‘ x I8 414 x of posee autovalor cero. Existe una anticorrelacion perfecta entre
estas mediciones, un laboratorio mide siempre lo opuesto del otro, siempre que se elija medir
en la misma direccién en forma conjunta ambas proyecciones.

(b) Calcular la funcién de correlacién de medir en forma conjunta A y B, definida como
K(A,B) = (AB) — (A) (B). Necesitamos los valores medios de medidas en cada laboratorio:

<O’a>A:+1X%71X%:0:<0’8>B

y el valor medio de la medicién conjunta

~

(04 @ o) = 2(+1) x %[1—a-z§]+2(_1) y i[ua.b]



Por lo que la correlacién en el caso |U~) es

K(oj ®of)=—a-b

En efecto si @ = b la correlacién es -1, perfectamente anticorrelacionados, siempre se miden
valores opuestos.

(¢) Se puede calcular con la expresién general, se deja para el alumno.
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